Sur les invariants des transformations continues
‘ d’ensembles.

Par
N. Aronszajn (Varsovie).

La théorie des ensembles de points n'a considéré jusqu'a pre-
sent que bien peu de propriétés invariantes envers les transfor-
mations continues: on n'en connait que quelques unes. Or, plusiers
problémes modernes nécessitant une telle étude, je me suis proposé
de développer une méthode générale permettant d’en obtenir autant
que Pon veut & I'aide des propriétés connues. La construction d’une
telle classe de nouveaux invariants des transformations continues
d'ensembles, de méme que leurs applications, constituent I'objet
principal de cet ouvrage !).

Aprés quelques préliminaires, jo donne dans la premidre partie
une théorie générale consistant A définir des différentes olasses de
tels invariants & l'aide des propriétés topologiques W quelconques
assujetties & certaines conditions (voir n° 10). Ces conditions étant
satisfaites en particulier pour trois propriétés connues que je désigne
respectivement par W,, W, et W,, & savoir: la connexité, la pro-
priété d’étre un continu et celle d’étre un continu localement con-
nexe (image continue du segment rectiligne; appelée aussi ,continu
Péanien*), je m’arréte tout spéeialement sur ces dernidres propriétés
et sur les classes d'invariants qui en proviennent par lapplication
de la méthode générale (voir les n° munis d’apostrophe).

I‘m deuxidme partie est consacrée aux applications. J'y construis
Plusienrs exemples qui permettent de résoudre divers problémes

!) Ces réuultats ont été présentes & la séance du 81 octobre 1980 de la Soo.
Polon, de Mathém. Section de Varsovie,
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concernant les transformations continues (voir n° 12), en particulier
celui de l'existence d'une classe indénombrable de continus dont
aucun n'est une image continue d'un autre?). J’y signale enfin quel-
ques problémes qui s’imposent en relation avec les matidres traitées,
mais qui restent ouverts jusqu'a présent.

Préliminaires.

Un ensemble abstrait E est appelé espace, lorsqu'une notion de
limite (L) y est définie, c. & d. que pour chaque suite de points
{z.} et chaque point p de E il est déterminé si p est la limite de
{z,} (en symboles: p = L{z,}) ou non 3.

L'ensemble abstrait dont les éléments forment les points d’un
espace sera appelé la base de cet espace.

Duns le méme ensemble abstrait on peut définir des différentes
notions de limite et obtenir ainsi des différents espaces ayant la
méme base,

Soit £° un-espace & la base £ et & la notion de limite (L),
Nous appelons M°® un sous-espace de E° (en symboles: M°(C E?),
lorsque M° est un espace 4 la base M(C E et & la limite (L’) coin-
cidant avec (L) dans M, c. & d. telle que pour toute suite {z,}C M
et tout point pe M, les formules L{z,}=p et L'{z,}=p soient
équivalentes. A chaque sous-ensemble M de la base Z correspond
univoquement un sous-espace M ° de l'espace E° ayant M pour base.

Soient E} et E§ deux espaces avec les bases E, et E, et avec
les notions de limite respectives (L,) et (L,). Soit encore f umne
transformation univoque de K, en E, (en symboles: f(F;)= E,).
On appelle f transformation continue de l'espace EY en E3, lorsque
L {r,=p entraine L,{f(x,)}=f(p) pour tout point p et toute
suite {,} de points de E}. Etant donnés deux espaces E! en E®
% la méme base E, nons appellerons #ransformation par coincidence

1) Lé premier exemple de ce genre a été donné par M. Z. Waraszkie-
wicsz, Fund. Math. XVII, p. 118. Un aatre exemplo a été trouvé par M.B. ‘Kna.-
ster (non publi§). L'un comme l'autre reposent sur des considérations tout i fait
différentes des notres, ' )

%) Lea espaces de ce genre ont 6té introduits par M. Frécyet, R?ndicontx
del Circ, Mat. di Palermo 22 (1906); v. aussi Les espaces abstrasts (Paris, 1929),
p. 164. Ils y sont appelés ,espaces (L)“; ici la symbole (L) sera employé pour
désigner la notion de limite.
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de E' en E*® la transtormation qui & chaque point = de E' fait
correspondre le point de £? formé de méme élém(jmt de la base
E que le point @. Il est évident, que la transformation par cofnci-
dence est biunivoque. g ’ ,

Pour que la transformation par coincidence de Z* en K* soit
continue, il faut et il suffit que L'{z}==p entraine toujours
Lz} =p, ob (L) et (L*) désignent les notions de limite. d:ima B,
resp. B*. Cette importante relation entre les notions de limite (L')
ot (L%), déterminées dans le méme ensemble-base, sera écrite en
symboles

(L)< (L) ou (L7)P(LY).

Nous avons un espace méirique, lorsque dans un ensemble ab-
strait B (appelé la base de cet espace) on a défini une méfrique (),
c. & d. lorsqu'on a fait correspondre & chaque couple d’éléments
(z, ) C & un nombre g(z, y) 2= 0 assujetti aux trois conditions con-
nues de M. Fréchet?).

Une métrique (¢) détermine univoquement de la manidre habituelle
une notion de limite (L) & savoir L{z,}=p pour lim ¢(p, ,)==0,
de sorte que tous les espaces métriques forment en méme temps
des espaces avec une notion de limite.

Soit E° un espace métrique & la base E et & la métrique ().
Nous appelons M° un sous-espace de E, en symboles M°( Eo,
lorsque M° est un espace métrique avec la base M F et la mé-
trique- (¢) égale & (¢) dans M, c. & d. que I'on a ¢'(z, ¥) = ¢(=, %)
pour (z,y)_ M. Ainsi & chaque sous-ensemble M de la base E
vient correspondre univoquement un sous-espace métrique M° de
lespace métrique Z° ayant la base M.

Soient (¢?) et (¢%) deux métriques définies dans le méme on-
semble-base E. Nous écrirons

@) <) o (@) (@),
lorsque ¢*(2, y) > ¢*(%, y) pour chaque couple (z, yCE?®.

%) Co sont les conditions: 1) g(x, ) =0, 2) o(x, y) =y, ®) > 0 powr a2y
ot 3) o(®,9) + 0y, 2) =g (x, 7): of. M. Fréchet, |, ¢, p. 61 et F. Hausdorff,
Mengenlehre (19237), p. 94.

¥) Dans I'enssmble des fonetions (définies dans. lintervalle formé [0; 1] de
nombres réels) bornées ot mesurables au sens de M, Lebesgue on définit p. ex.
. ! 1
pour tout p naturel les métriques oA (fy, f)= [r TACOESA (w)lll da:]?. Pour
£1<2, on a slor (gln) - (¢4 °
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Il est évident que, (L') et (L%) désignant les notions de limite
déterminées par (o) et (¢%), la formule (¢*) < (%) entraine la for-
mule (L)< (LY.

Soit £° un espace métrique & la métrique (g). Pour p¢ E° et
7 > 0 nous posons

S(p, 1) = lensemble de tous les x ¢ E° pour lesquels o(p, z) < 7.

Nous appelons S(p, ) la sphére (onverte) de centre p et de
rayon 1. :
Pour M E° nous posons

$(M)= sup ¢(=,y)
x,y) M
et appelons d(M) le diamétre de M.

Lorsque les signes de la métrique porteront des indices, nous
assignerons les mé&mes indices aux signes de la sphére et du dia-
métre p. ex. pour les métriques (o'), (¢), (¢¥) on aura les sphéres
SYy S;, S¥ et les diamétres 8 d,, &, ‘

Soient EY et EY deux espaces métriques avec les bases E, et &,
et avec les métriques (g,) et (¢,) respectivement. Soit encore / une
transtormation univoque de E, en E,: f(E,)= E,. Nous appelons
module de f par rapport aux espaces K et Ej la fonction u(p, %)
du point variable p e EY et du nombre positif 7, définie par I'équa-
tion suivante:

1(p, 1) = % 6, f(S:(p, n))].

On démontre facilement que la condition nécessaire et suffisante
pour que f soit une transformation continue de EY en EY est que
le module remplisse la condition

wp, P

lim p(p, 1) =0 pour chaque pe X
70

Deux métriques (p!) et (g*) définies dans le méme ensemble-
-base E seront dites équivalentes, lorsqu'elles déterminent la méme
notion de limite. En désignant par E'! et E? les espaces métriques
formés de la base E par les métriques (g!) et (¢%) respectivement,
on voit immédiatement que, pour I'équivalence des métriques (o) et
(0%, il faut et il suffit que les transformations par cofncidence de
E' en E* et de Z'* en E* soient continues.
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Soit £° un espace & la base Z et & la notion de limite (I).
Nous dirons qu'une métrique (), définie dans E comvient & cet
espace Z° ou & cette notion de limite (L), lorsque la notion de limite
déterminée dans E par (¢) cofncide avee (L). On sait qu'il existe des
espaces pour lesquels on ne peut pas définir une métrique convenable,
L'espace pour lequel la définition d'une telle métrique est possible
est appelé médtrisable.

Soit {x,} une suite de points d’un espace métrique Z° & la mé-
trique (¢°). On dit que {z,} forme une suite de Cauchy (par rapport i la
métrique (¢%), lorsque pour chaque &> 0 il existe un entier N, tel
que lon ait pour i> N, < Vinégalité ¢°(z, ) <<e On appelle
complet ®) tout espace métrique dont chaque suite de Cauchy est
convergente (admet un point limite); la métrique d’un space complet
est dite métrique complite.

Un espace ot l'on peut définir une métrique compldte conve-
nable est un G, absolu"); il est caractérisé par le fait que dans chaque
espace métrisable qui le contient il forme un ensemble @, (la partie
commune d'une suite dénombrable d'ensembles ouverts) ),

Pour terminer, ajoutons les indications suivantes'

Soient Z' la base commune des espaces E°, E, E2,.... et M9
un sous-espace de E°. Nous désignerons souvent, pour simplifier les
énoncés, par le méme signe (dans le cas présent par M9 le sous-
-espace d'un autre espace E*, p. ex. £, ayant la méme base que M,
Nous exprimerons ce passage, en disant que J/° est considéré pcomme
sous-espace de. £?“ ou ,dans l'espace E* ou bien en &crivant
M E*. Parfois nous indiquerons ce passage, en appliquant & M©
des notions n’ayant le sens que pour les sous-espaces de E* (p. ex.
le signe de diamétre avec des indices cotrespondants),

f) Cf. M. Fréchet, L. ¢, p. 74.

') Chez M. ¥. Hausdorff, L ¢, p. 121, le terme

nGg-absola* & une signi-
fication différente: il ne considére, en effet,

que des espaces médtrigues, de sorte
que la notion ,métrisable* y serait dépourvue de sena. Il est d’autant plus inté-
ressant de noter que, malgré la différence des notions, les Gs-absolus au sens de
M. Hausdorff forment, comme espaces topologiques (o. & d. considéréa sans leur
méirique, mais seulement avec leur notion de limite), la méme classe d'espaces
que les- Gy-absolus an sens adopté ici, Ces derniers cofncident en outre avec les
espaces complets de M. Fréchet (cf. Les espaces aiatraita, p. 74),

% Cf. F, Hausdorff, L. ¢, p. 214, III, ot 1'énonocé semble tre tout & fait

différent du ndtre (4 cause de la différence dos notions de Gy-absolu), Or, motre
assertion en résulte quand-méme facilement,
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Dans eet ouvrage nous ne considérerons que des espaces mé-
triques de diamétre <C1 (car on peut toujours remplacer une mé-

trique quelconque par une métrique équivalente, remplissant cette
condition).

Premiére Partie.

1. Soit W une propriété topologique®) d'un ensemble M situé
dans un espace £*). Nous n'envisagerons dans la suite que des pro-
priétés remplissant les eonditions:

(«) Un ensemble (p)C E formé par un point unique p posstde tou-
Jours la propriété W.

(B) Si les ensembles My (CE et My CE oiv M, - My == 0 possédent la
propri€té W, il en est de méme de Uensemble M, -+ M, 0.

1’. Désignons respectivement par W,, W, et W, les propriétés de
I'ensemble M d’étre connmexe, d'étre un continu ') et d’étre un continu
Péanien 1),

Ces propriétés W, (oh i==0, 1 et 2) remplissent, comme on
prouve sans peine, la condition (8). Pour qu'elles remplissent aussi
la condition (&), il faut et il suffit de considérer tout ensemble se
réduisant & un point comme & la fois connexe, continu et continu
Péanien; c’est ce que nouns ferons toujours dans la suite.

Les propriétés W, en question ne dépendent évidemment pas de
I'espace contenant ; elles dépendent seulement de l'ensemble M
lui-méme: ce sont des propriétés intrinséques de M 1¥),

Nous connaitrons plus loin (voir 10, Remarques 1 et 2) des
propriétés satisfaisant aux conditions (@) et (8) (ainsi qu'a d'antres

% c. & d. une propriété qui ne dépend que de la notion de limite dans E®
et non de la métrique. Dans tout ce travail la lettre W sera employée pour dé-
signer une telle propriété.

) En termes exacts il faudrait dire que W est une fonction propositionnelle
W(M, E) contenant comme variables libres les espaces M et E (done, les denx
notions -de limite) et telle que W (M, E) entraine la relation MC E.

10) Les conditions (e) et (§) sont évidemment indépendantes.

1) ¢. & d, un ensemble (espace) compact en soi et connexe.

13) ¢, 4 d. une image continue d'un segmant rectiligne (intervalle fermé de
nombres réels); terme équivalent: continu localement conmexe.

1#') En termes exacts (comp. “)): Une propriét§ W = W'(M, E) est intrin-
séque lorsqu’elle satisfait & la condition: st W =W (M, E) est vraie pour un E )M,
elle est vraie pour chague E )M, Done, une propriété intrinséque W(M, E) est
équivalenté 4 l'ensemble des propriétés W (M, M) et M E.

Fundamenta Mathematicae. T. XIX, 7
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conditions auxquelles nous allons assujettir des propriétés W), mais

i dépendent en outre de l'espace contenant M. .
qméi. %?)li]t 34}"’ un espace métrique ayant la base £ ef la métrique (¢?),

Nous allons définir dans la méme base E une suite trangﬁnie des
métriques (¢"+#). Nous obtiendrons de cette maniére une suite trans-
finie des espaces métriques E¥:

Déf. 1. Posons (¢%°)=(¢%) et E"°=E°. Les mélriques (¢"%)
et los espaces B¢ de diamétre <1 pour tous les § < a supposés
définis, soit pour chague couple d’éléments (x,y)(C B:

Wia(y o) = sup inf O%4(ME
1) ECN) sup inf (M5),

olt M¥ parcourt tous les sous-ensembles de l'espace E¥¢ qui con-
tiennent x et y et possédent la propriété W, et

) eV (a y) =1

dans le cas ob de tels ensembles /¢ sont en défaut pour un §<a.

_ If faut démontrer que la métrique (¢"'*) donnée par la Déf. 1 existe.
En effet, on a d'abord selon (1) ou (1)

@)  o¥(z, y) = inf SVE(ME) 2= ¢¥(z, y) 2 0
Mt
ou bien pour tout E<<a,

@) @@ y) =12 B4 = @M (x y)

de sorte que ¢¥'%(z,y)=0 entraine en tout cas ¢%4(x,y) =0 et
par conséquent, (¢0"™%) étant par hypothése une métrique, » =y.
Réciproquement, lorsque % ==y, l'ensemble (x) est d'aprés (¢) un M$
dans chaque espace Z" et on a alors selon (1): 0<% (x, 2) <
<< mup 6%#((2)) = 0. Lléquivalence entre les égalités ===y et
g“”“g(;, ¥)==0 est donc établie.

D’autre part, on déduit facilement de (1) et (1’) que ¢¥'%(w, )=
== " (y, ) et que les inégalités ¢"¢(E"$) << 1 impliquent
oz y) L

Enfin, étant donnés trois points ,, #, et z, et, pour chaque £ << e,

des ensembles M} et M contenant (z,, x3), Tesp. (vy, &), on
a selon (B) et (1):

O (xr, 3) + 0%y, 1) = sup ?}f ovEary) + sup ﬁ "4 (Mf)

>

> inf [6%% (M2) 4 o% ' i ' ;

ggg‘gﬂgmf (M3) 4+ 6 5(M5)]>§l<lg Mliljgbf i6“”5(1'44—%1115))?/
= 0" (2, %)

icm

Invariants des transformations continues 99

et dans le cas oll pour un £<a et pour un des couples (zy, ;)
ou (2,2,) il n'existe aucun ensemble 3/¢ contenant ce couple on
obtient selon (1'):

oV (zy, ) + 9‘“(%: z3) = 122 0" (z, Ty).

Il est ainsi démontré que (0™*) posséde toutes les propriétés qui
caractérisent une métrique et que I'espace £¥:= a un diambdtre <1

Les métriques (¢%*%) et les espaces £ ge trouvent ainsi définis par
induction transfinie.

D’aprés (2) on a (voir Préliminaires) pour tout f<a:

@) . ("% < (™8
et

(4)  la transformation par coincidence de E¥> en EV8 ost continue.

Remarque: Pour tout § <<« on peut resteindre dans la formule
(1) la variabilité de £ & l'intervalle §<<E<Ca, car

sup inf 6%4(M%) = o™#(z, y) < inf 6™A(M?), d'oh sup inf ¢ (M8 =
M £

§<B & 8 <a pf
== max [sup inf 6¥5( M%), sup inf 0%¢(M¥)] = sup inf "¢(23).
<8 Mé B<si<a 8 BsE<a 8 .

Il en résulte que toutes les métriques qui suiveut (") ne dé-
pendent que des métriques qui les précédent & partir de (¢%#) et
qu'elles s'obtiennent de la métrique (¢*#) de manidre tout & fait
analogue & celle dont les métriques (¢™<) s'obtiennent de (¢%°). On
peut I'écrire symboliquement

(@™#77) = (g% +);

on peut aussi exprimer ce fait, en disant que les métriques (p"°)
s'obtiennent par l'itération transfinie de Popération déterminant (o™
4 Paide de (p™?) 12). :

2’, Désignons, pour les trois propriétés W, (i =0, 1, 2), intro-
duites dans 1’, par (¢*¢) les métriques correspondantes et par E'c
les espaces correspondants. .

Lorsque Pespace E° est un continu, les métriques (%)) et (")
sont identiques.

19/) M, A, Lindenbanm dans sa Thése a eu également Vidée d'itérer l'opél
ration donnant (¢¥!) A Vaide de (g%, mais, procédant d'une maniére différente
que la nbtre, il n'a pu obtenir que des métriques successives identiques.
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En effet, {'aprés (1) on a ¢h}(z, 1) =inf 8°(M) pour tout M° étant un Wi,

Or, dans les deux cas 1=0 et t=1 en peut restroindre dans cette formule la
variabilité de M° aux sous-continus de H° contenant x et y, car on peut y rem-
placer M°® par un continu ayant toutes les deux propriétées W, et W, 4 la fois
ot lo méme diamdtro que M°, L'identité des deux métriques en questions en

résulte immédiatement,

Il est & remarquer que dans le cas considéré les métriques (%)
et (o)) coincident avec la métrique étoilée (¢*) introduite par M. S
Mazurkiewicz 1) et employée par P. Urysohn ™) dans Détude
de plusieurs problémes topologiques.

3. Ajoutons aux conditions () et (8), que doit remplit la pro-
priété W, une nouvelle condition

(y) Si le sous-ensemble M de Vespace E posside la propridid W
et f est une transformation continue de Uespace E, Densemble irans-
formé f(M) posside dgalement la propriété W par rapport & Vespace
transformé f(E) ).

3. Toutes les propriétés W, (i==0, 1 et 2) remplissent la con-
dition (y).

En effet, ces propriétés étant indépendantes de l'espace contenant
lensemble M (voir 1°.), il suffit de démontrer que si l'ensemble M
a la propriété W,, toutes les images continues de M la possédent
aussi, Mais ceci n'exprime que le fait bien connu, & savoir l'inva-
riance des propriétés d'un ensemble d’étre conmexe, resp. un continu,
resp. un continy Péanien, envers les transformations continues.

4. Théordéme I: Soient: E° un espace méirique & la base E et
& la métrique (0%, P un sous-ensemble de E et P® le sous-ensemble
de Vespace E™* ayant P pour base.

8i un Pt posside une propriété W satisfaisant aux conditions (a),
(B) et (y), alors

1° chagque PP, pour 0<C B E possdde la propridté W,

2° on a 8VH(PF) = g¥4(PE) = 0" (PY) pour tout 0<F<E.
) CL 8. Mazurkiewicz, Fund, Math, I, p. 165.

4) Cf. P, Urysohn, Verh, Akad. Amsterdam XIII, p. B5—42,

1) La condition (y) exprime Pinvariance de W envers les trinsformations
continues, Les conditions (a), (8) et (y) sont indépendantes,
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Démonstration: 1° P¢ possédant la propriété W et P# étant
le transformé de P® moyennant la transformation par ecoincidence
de E%¢ en E™f, on conclut de 2(4) et de () que P# jouit éga-
lement de la propriété W par rapport & E™#

20, Soit & présent § le premier nombre ordinal pour lequel
V-6 (P#) = 6%°(P°), done, d’aprés 2. (3), 6%-6(PF) > 6W°(P°) 11 existe
alors deux points (2, ¥)(C P pour lesquels

(5) o¥b(z, y) > 6¥0(PO).

Il s'agit de montrer que 8 ne peut pas 8tre <& Supposons done
que f< & Or, il résulte de 1° que o™ #(x, y) s'obtient par la for-
mule 2.(1) et par conséquent que oVA(x, y)—-sup 1nf6“’§(]l.l§)<

Bup WPty = 6%O(PY), contraivement & (®).

Théordme II: Etant donnés deux espaces métriques ES et Ej avec
les bases B, et B, et les métriques (o)) et (03) respectivement, soient:
f une transformation univoque de E3 en ES, u(p,n) le module de f
par rapport & EY et & Ej et y,“(p, n) le module de f par rapport

& EYe et o EPe.

Dans ces conditions, si f est une transformation continue de E]
en EY, elle est aussi pour tout a une transformation continue de Ef"*
en EY's et on a:

(6) u(p, n)=uf(p, M= u(p, 1) pour 0P, pek o 0<n<<1.

Démonstration: Nous allons procéder par I'induction transfinie.

Pour ¢ =0 on a E? = E}® et EJ= EY*, donc f est par I’hy-
thése une transformation continue de EY*° en EY*° et la formule (6)
est dans ce cas évidente. ‘

Admettons & présent que la non-croissance de la suite {u(p, n)}
et la continuité de la transformation f de EJ*? en Ey*f soient éta-
blies pour tout g <c.

11 suffit de prouver que Y'on a wé(p, 1) == u*(p, ) quel que soit
# < a, pour en conclure aussitdt que lim u(p, 1) << hm uﬁ(p n) =

(la derpiére égalité résultant de l’hypZthése que f est une transfor-
mation continue de EY'# en EJf), c. & d. que f est en effet une
transformation continue de EY'* en EJ** et que la formule (6) se
présente pour a.
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Or, on a par définition de u?(p, %) (voir Préliminaires):

M wpn= %65” [ F(SY2(p, )] == % sup 0"* (¥4, ¥a)y

ot g, et y, parcourent I'ensemble f(SY%(p, 0)). OOnsidélzons un quel-
conque de ces couples (¥, ;). Il existe alors des points x, et z,
de SV%(p, 7) tels que g, = f(@), y3 = f®s), o"*(p @) << 1 et

o (py @) <7< 1
D’aprés Déf. I et la Rémarque de 2. on a

Ya = gup inf OVE(IH) <<y ol i=1,2

oy*(p, ) ﬂ\<§<pu ME ( )
1l existe donc pour i==1,2 et pour chaque £ ol f<<é< @ un
ensemble Mf de diamétre <7, contenant p et 2, et ayant la pro-
priété W. Il en résulte immédiatemunt que M§-+ MfC S¥é(p, 1)
et par conséquent que

8) LA M) < O] F(SVE(p, )] = 20 (p, 7).

D'autre part, M} -} J§ contenant 2, et a,, on obtient

) (y1y 92) = (@), flan) CS(MA + 25).

Comme pel%-Mi==0 ot comme les ensembles M§ pour i=1,2
ont la propriété W, l'ensemble M% - M{ posséde d'aprds (8) la
méme propriété. II en résulte, d'aprés (y), que V'ensemble f(M M%)
posséde aussi la propriété W par rapport & Pespace E}'S. Par con-
séquent, daprés (8), (9), Déf. I et Rem. de 2., on a

0741y ) gé‘;? orELf(MeE + M D) <ﬂil;g“2u5(p, 1) << 268 (p, 1),
d’olr selon (7):
B4 M) =1sup o (4, 4) < k- 208(p, M) = wf (p, 1), ¢ q. f. d.

Corollaire I1I: Si les espaces métriques EY et EY ont la méme
base et si leurs notions de limite (L,) et (L,) satisfont & la relation
(Ly) < (Ly), il en est de méme des notions de limite des espaces EY*
et By'® pour chaque nombre ordinal a.

En eﬁ'et; il suffit de considérer la transformation par coincidence
de E} en E3, qui est continue dans les conditions du corollaire, et
d'appliquer le théoréme II,
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Corollaire IV: Si la fonction S transforme dune manidre biuni-

" voque et bicontinue Vespace EY en EY, elle transforme dé la méme

fagon EY® en EY'* pour tout a.

Corollaire V: Si les espaces EY et E} ont la méme base et des

métriques équivalentes, il en est de méme des espaces EY' et EYo
quel que soit ea.

En effet, la transformation par coincidence est dans ce cas biu-
pivoque et bicontinue,

Le dernier corollaire est d’une importance toute particuliére, parce
quil exprime le fait que les notions de limite dans les espaces E¥'e
ne dépendent que de la notion de limite dans E° et que, méme en
remplagant la métrique dans E° par une métrique équivalente (pour
que la notion de limite dans Z° ne soit pas modifiée), on obtient
dans E%® encore la méme notion de limite.

On pourrait exprimer le méme fait, en disant que (abstraction faite des mé-
trigues de E° ot EW:a) los espaces EW:a a'obtionnent de I'espace E° par voie topo-
logigue. On peut le démontrer, en définissant les notions de limite (LW:e) des
espaces EW.a uniquement a l'aide de la notion de limite (L% de E°, Voici cette
définition (ol E°® désigne un espace avec la base E et la notion de limite (L%)):

Déf. I, Soit (LW0) = (L0 et supposons que pour fout &< a les notions
de limite (L¥:£) et, par conséquent, les espaces EV:E oient déja deéfinis. Posons:
z==L¥a{z,}, lorsqwil existe un nombre naturel N tel que pour tout entier
n= N ot pour tout nombre ordinal £ < a Vespace E° contient un ensemble M
satisfaisant aux conditions: -

a) considdré dans l'espace EW.5, Pensemble M¢ posséde la propriété W,

b) M§ contient les points et x,,

c) Pi dédsignant la somme 3 ME , la suite des ensembles {Pﬁ} pour n> o,
§<p<a
converge dans Vespace EW:E vers le point x 18),

Sane donner ici la démonstration de la coincidence des notions de limite (L") ‘
déterminées par la Déf. I’ avec celles définies par les métriques (¢%:a), nous indi-
quons seulement que cette démonstration fait usage du théoréme I,

5. Nous dirons que Pespace E° posséde localement la propriété W
au point p e K, si pour chaque ensemble ouvert G(_ E°, contenant p,
il existe un ensemble ouvert G, tel que pe G,(C G et que chaque
point z ¢ G, se laisse unir & p par un ensemble & la propriété W con-

%) Une suite d'ensembles {Q,} est dite convergemte vers ls point z, lorsque
chaque snite de points {x,} ol x,e @, converge vers z,
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tenu dans G. Nous dirons tout court que Iespace Z° posséde loca-
lement lu propriété W ou quil posséde la propriété W locale, lors-
quil la posséde en chacun de ses points.

Dans un autre article 17), j'ai défini la localisation des propriétés d'uno maniére
un peu différente, J'y ai considéré pour une classe quelconque Y de sous-ensembles
de B, Yensemble A(E°) de tous les points pe E° dont tout voisinage contient un
ensemble N g7 ayant p comme point i intérieur. Lorsque f 6tait la classe de
tous les sous-ensembles de O possédant une propriété donnée W, l'ensemble cor-
respondant A(E°) était entendu comme Il'ensemblo do tous les points auxquels
Pespace J° posséde la propriété W localement.

Or, pour en obtenir notre définition actuelle de la localisation, il faut désigner
par Y mon pas la classe des ensembles NC E° qui possédent mmplomont la pro-

priété W, mais celle de tous les ensembles M (T E° ayant la propriété W suivante:
tout couple de points de M se laisse joindre dans M par un emembla KCM
possédant la propriété W (par rapport & E9).

L'ensemble 4 (H°) correspondant 4 la classe 2f ainsi congue est exactement
ensemble de tous les points auxquels B posséde localement la propriété W dans
le sens de la définition adoptée ici et (d'aprés le théoréme I de l'article cité) cet
ensemble A(E*) est toujours un Gy par rapport & BE°.

On peut démontrer facilement que les métriques (9‘9:“) et (oW¥:0) gont iden-
tiques. On pourrait done, sans en diminuer la généralité, se borner dans l'étude

des espaces EW:.a, hne considérer gue les propriétéa w qui, outre les conditions
(a), (8) et (»), remplissent la condition suivante:

(8') Si chaque couple de poinis d'un ensemble M E°® peut y étre relid par
un ensemble KC M & la propriété W, lensemble M la posséde dgalement.

Théoréme VI: La condilion nécessaire ot suffisante pour que
la métrique (0™°), pour un « donné, soit dquivalente & la méirigue
(@™o, est que Despace E™ posstde la propriété W localement,

Démonstration: La condition estnécessaire, Soit en effet,
G un ensemble ouvert et pe G (C E¥= Il existe donc une sphére
8% (p, )C G. Les métriques (9"*) et (¢%*!) étant équivalentes,
la transformation f de E¥* en E™t! par coincidence est continue
et son module p(p, 1) remplit la condition hm w(p, n) =0. Il existe

alors un 7, <e tel que 2u(p, 7,)<<e. En posant @y = S“"“(p 10) C
(C8%*(p, &) C G, nous obtenons pour chaque point ze G, (CS¥%(p, 7o)

"t (p, o) < 8%+ f(8%*(p, o)) = 2 (p, 1) < &.

17) voir Monatshefte fiir Math, u. Phys, XXXVII, p. 242,
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D'autre part, d'aprés Rem. de 2., on a ¢%ot'(p, z) = inf §%e (M),
Ma

En vertu de l'inégalité qui précéde, il existe done un ensemble
M*C E%* & 1a propriété W, unissant p et z et tel que S¥(M*) << ¢;
par conséquent M« S¥(p, &)C G, c. q. £ d.

La condition est suffisante. En vertu de 2.(4), il suffit de
montrer que, l'espace E¥* possédant localement la propriété W, la
trapsformation par coincidence f de EY® en EYot! est continue,
ou, ce qui revient au méme, que le module u(p, ) de f remplit la
condition li’r*rt u(p, n)=0.

En effet, dans le cas contraire, il existerait par suite de la
déeroissance de u(p, 7) comme fonetion de 5, un nombre & > 0 tel
que u(p, ) > & pour tout %> 0. Mais la propriété W locale im-
plique, comme on voit sans peine, I'existence d'une sphére S¥:¢(p, 1)
dont chaque point & peut étre uni & p par V'ensemble M% ayant la
propriété W et situé dans S¥¢(p, ). Il en résulte que u(p, )=

=R ) =g s R ) <
(4, 25) C SWha(p, )

iS“P Wit (p, ay) + @™ot (p, 2 ]<%5‘1?[6W’ (M) V(U<
sup V(Mg 4 M) <} 6W“[SW’"(P1 I g
LT

contrairement & la définition de &

Theoréme VII: Si pour un a donné la métrigue (0™ équivaut
& (o%otY), on a (") = (0" ™) pour tout § = e - 1.

Démonstration: Le théoréme étant évident pour f=a -1,

‘considérons un 8> @ -1 et supposons que le théoréme soit vrai

pour chaque & olt a4 1<C&<CB. Soient z et y deux points quel-
conques de la base de E° D’aprés Rem. de 2. on obtient

0¥ (=, y)-- suﬂﬂmf %4 (ML4),

atls

Mais chaque ensemble M““" est par hypothéle (comme sous-en-
semble de £Y4 ot a4 1<CE<Cf) un ensemble M avec 0¥t (Mot =
= ¢"E (M), 1l en résulte que infd'“f(Mﬁ)ginf gWiot (Mot) et

Mt mott

par conséquent que o¥'f (z, y) = in+f Voot (Yot
Mot

D’nutre part, on a @"'ot!(x, y) = inf O¥'4(M*).
MG
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Or, en vertu de l'équivalence des métriques (¢¥'*) et (p¥**)
chaque ensemble M? comme sous-ensemble de E¥:*' est un M**,
ce qui nous donne, d’aprés le théoréme I, %ot (M) = % M),
done %ot (z, y) = inf 0%(M*) = i:]fl gWrott (Jfett) = oW (g, y), d'od

M M

en vertu de la formule 2. (8), on a ¢%f(x, y) = 0" (, y), c. q. f. d.

Corollaire VIII: Les espaces E™* ont tous la méme notion de
limite & partir du premier espace EV'™ qui posséde localement la pro-
priété W (y compris E¥%),

La démonstration résulte immédiatement des théorémes VI et VII.

Théoréme IX: Soient (L¥2), resp. (L), la notion de limite de
Pespace EV'%, resp. de E°, et EY un espace métriqgue avec la méme
base que E°, mais avec la métrique (0}) et la notion de limite (LS).
Admettons que lon ait (L) < (L°) et que Uespace EY posséde la pro-
priété W localement. Dans ces conditions on a (L) < (L%®) quel que
soit a.

Démonstration: D’aprds le corolaire ITI, on a (L¥*) < (L¥),
ob {L{"®) désigne la notion de limite dans EY«. Mais (L3)= (LY’ o)
d’aprés la corollaire VIIL

6. La propriété locale W, est connue sous le nom de connexité
locale.

En considérant les propridtés W,, W, ot W‘ correspondant aux propriétés
Wo, W, et W, (cf. §., p. 104), on voit facilement que:

1) ﬁ’o , de méme que W,, exprime que l'ensemble- est connexe.

2) ﬁ" exprime le fait que I’ensemble est un semicontinu,

3y W, signifie que I'ensemble est ,arcwise connected® 18),

Pour les espaces Gy-absolus les propriétés locales W,, W, et W,
sont équivalentes 19),

1%). La notion de semicontinu et celle d’ensemble ,arcwise connected“ (e. & d.
dont tous deux points &y laissent lier par un arc simple) nous seront utiles dans

la snite. D'ordinaire, on les définit justement comme des propriétés ﬁ’l ot ﬁ’,.

mais sans donner la définition générale des propriétés I¥ en fonction des propriétés W
quelconques,

'%) Pour la démonstration de la prémisse 1a plus essentielle, & savoir que la
propriété locale W, résulte de la propriété locale W,, voir N, Aronszajn, Fand,
Math. XV, p. 232 ot 288. -
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Remarque: Lu propriété de I'espace d'stre compact (en s01) et localement con-
nexe o8t un invariant des transformations continues, Co théordme peut étre géné-
rulisé sur les propridtés quelcongues W qui remplissent les conditions (@), (8) et (),
de sorte que, les propriétés locales correspondantes, accompagndes de la compacticite,
constituent des propriétés invariantes par rapport sux transformations continues,

6. Une propriét¢ V' est dite plus faible (au sens large) que la
propriété W, lorsque chaque ensemble 4 la propriété W (par rapport
i un espace donné) posséde la propriété ¥ (par rapport au méme
espace).

Théoréme X: Etant donnd un espace B avec la métrigue (o°)
of deux propriétés W et V satisfaisant aum conditions (a), (B) et (y),
si V est plus faible que W, on a (9"%) b (0%%), quel que soit a.

Démonstration: 8 a=0, on a (¢"%) = (g% = (¢"%), done
(0" b (¢™*). Admettons done quil en est de méme pour tout
£ <a et considérons deux points quelconques x et y de E°, Il
s'agit de montrer que ¢"*(x,y)>0"%(z, ). Il suffit de I'établir
pour le cas ot ¢™%(x, ») <1, Or, on a dans ce cas en vertu de la
Déf. I (1): o™ %(m y) m;}p ingf V(L)

O M

Mais la transformation par coincidence de E¥# en EVé étant
pour tout & <o continue, puisque (¢"4)!> (¢™%), on conclut de (¥)
que chaque M* constitue dans E"¢ un ensemble M4, possédant la
propriété W et & plus forte raison 7. On voit done que ¢"%(x, y)
s'obtient de ¢"*é(x, y) & Paide de la formule (1) de 2., d'od (M d¢-
désignant un sous-ensemble arbitraire de E%é contenant (z,y) et
possédant la propriété V), on a @"%(z, y) = sop inf SE(ME) <

é<a M;f
\<~8l::p ingd"'“(ﬂli) et comme ("% <(o"¢) entraine &%E(M?¥) =

§<a

04U, 3 viont 7z §) < sup inf 0% (ME)="(z, 9, 0.5 £.0
&M

6. On voit aisément que la propriété W, est plus faible que W
et que W, est plus faible que Wy.

Boit W une propriété intrinsdque remplissant (@), (8) et ()29
84! existe un ensemble non connexe & la propriété W, tous les ensembles (x, )
composés de deux points @ et y queloonques auront égnlement, d'aprés (y), la

1) &'l exlste un enmemble mon vide possédant une propriété intrinméque W,
ln condition (&) réaulte pour gelle-ci de (y).
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propriété W 31), Dans ce cas on obtient immédiatement, d'aprés Déf. 1 (1), en posant
Mo = (z, y), que (0¥:%) = (¢°) pour chaque méirique (%) et chaque a.

11 en résulte que, pour une propriété intrinséque W présentant quelque intéret
pour nos recherches, chaque ensemble la possédant doit étre connexe.

Ceci admis, considérons (s'il en existe) un engemble comprenant plusieurs points
et possédant cette propriété W; il s'ensuit d'apxés (y) que chaque continu Péanien
I'aura. également (car chaque espace métrique et connexe peut &tre transformd
d'une maniére continue en un continu Péanien quelcongue).

En résumant, on peut dire que, abstraction faite de quelques exception sinsigni-
fiantes, toutes les propriétds intrinségques W soumises & la condition () sont plus
" fortes que W, et plus faibles que W,.

Il est & noter qu'a chaque propriété topologigue W (intrinsdque ou non) d’un
engemble correspond une propriété W, intrinsdque, appelée , proprictd W absolue®
qui coincide avec W dans le cas oh W est intrinséque. On définit W, de la ma-
nitre suivante:

Un ensemble M posséde la proprieté W, lorsqu'il posséde la propridté W
par rapport & chaque espace meirisable qui le contient topologiquement %),

On montre sans peine que si W remplit une des conditions (a), (&Y, () (et
méme une condition (6) que nous définirons plus loin), il en est de méme de W,.

On obtient de cette maniére des notions ahsolues telles que celle d’ensemble Gy
sheolu, de classe Borelienne ghsolue 23}, de rétracte absolu ), ete.

7. Nous allons nous occuper & présent des propriétés W intrin-
sdques remplissant les conditions (a), (8) et (y).

Théoréme XI: Soient: E° un espace méirique, P° un sous-en-
semble de E° P le sous-ensemble de lespace EV'* ayant la méme
base que P° et P™* Uespace s'obtenant par le procédé de 2.Def. I
de Pensemble P°, lorsqw'on considére ce dernier comme un espace. Soit
enfin (0F°%) la métriqgue de P%e,

Dans ces conditions on a

(0F*) (o™

1) car un ensemble non connexs peut étre facilemeet traneformé de maniére
continue en une paire de points (z,y).

%1) Nous ne considérons ici que des espaces métriques, done, au point de vue
. topologique, métrisables. 8i nous laissons tomber cette convention, il faudrait
ajouter & la définition de W, la condition que I'ensemble M soit métrinable, afin
d'éviter quelques inconvénients. '

#3) Malgré la différence entre la notion de propriété absolue adoptée ici et celle
a.dopté.e I;p:;.r M.Haux;d orff (cf. 1, ¢. §38, IT et 11T) len deux définitions donnent
au point de vue topologiqne les mémes g
o (E 21 pologiq 8 espaces (Y-absolus (£ quelconque) ot F'é-

. {:;) Cette notion a été introduite par M, K, Borsuk, Fund, Math, XVII,
p. 5 .
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(o, bien entendu, la métrique (¢%*) de E% est considérée seule-
ment dans l'ensemble P®).

Démonstration: Le théordme étant évident pour e =0, ad-
mettons qu'il soit vrai pour chaque § < a. Anfin de Pétablir aussi
pour «, il suffit de montrer que, pour tout (z,y)(C P°% on a
of*(x, ) 2= ¢V*(w, y). Dans lo cas ol of*(x, y) =1 c'est évident;
il reste donc le cas ol gF%(z, y) <<1. Or, ¢F*(x,y) s'obtient dans
ce cas, d’aprés la formule (1) de 2.; on a dome @F*(z,y)=
= l:lép infé 6"4 (ME), o M% parcourt les sous-ensembles de PY:

‘M
qui contignnent @ et y et possddent la propriété W.

Oependant la formule supposée (gF*¢) < (¢™#) entraipant (voir
Préliminaires, p. 96) la continuité de la transformation par cofn-
cidence de P¥t en P#, l'ensemble M} se trouve transformé d’aprés
(y) en ensemble M possédant la propriété W (d’abord par rapport
4 P& mais W étant intrinsdque, on peut faire abstraction de l'es-
pace contenant M), On achéve la démonstration d'une maniére tout
b fait analogue & celle du théordme X.

Théordme XIX: Dans les hypothdses du théordme XI, si len-
semble PO (considéré comme espace) posséde localement la propriété W,
les métriques (0°), (™) et (¢}®) dans la base P de P° sont équiva-
lentes, quel que soit .

Démonstration: D'aprés le théordme XI et la formule 2.(3),
on a

(10) (0% = (¢™°) = (oF"®) > (¢™**) > (0¥**) pour chaque a,

toutes ces métriques étant considérées dans la base P de P°. Mais P°
possédant localement la propriété W, il régulte des théorémes VI
et VII que la métrique (gF'®) est pour tout @ équivalente & la mé-
trique (o¥®) = (¢°. En rapprochant ce fait & la formule (10), on
obtient la thése du théoréme. '

Théoréme XIIL: Dans les hypothises du théorénte X1 et F(P)
désignant la frontitre 0. F0— P %) de PO, si Vensemble P°- F(P)

%) La fermeture Fo ainei quo la frontiére F(P) de P* dépendent de l'espace
dont PO ost un sous-ensemble, Nous indiquerons donc toujours, au cours des rai-
sonnements, par rapport & quel espace la formeture, resp. la frontidre, est-elle-
entendue,
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ne contient que des points isolés 1) de F(P0), les métriques (op"*) et
(™) sont dans la base P de P° dquivalentes, quel que soit c.

Démonstration: Désignons pour chaque pe P° par 7(p) le
rayon de la plus grande sphére S°(p,7), avec 7<C1l, qui ne
contient gque tout au plus un seul point de la frontiére F(P°).
D'aprés les hypothéses faites sur P9, il existe un 7(p) pour tout
pePo et on a 0<{n(p)<<1. Ceci dif, nous allons établir la
formule
(11) o™ (p, @)= eF*(p, ) pour (p,A)CP° e ¢"(p, x)<n(p),

cest & ‘dire méme plus quiil ne faut pour démontrer le théoréme,
car, en vertu du théoréme XI, cette formule implique immédiatement
Péquivalence des formules }Ex;g""“(p, z,)=0 et ”llrrolog}f"“(p, @,) =0
pour tout p e PO et {z,}(C P°, ce qui entraine I'équivalence des mé-
triques (¢™%) et (0%).

Or, la formule (1) étant évidente pour e =10, admettons qu’elle

est vraie pour tout § < a et soit o™ (p, ) << y(p) <1 pour un
couple (p, #)(C PO D'aprés 2. Déf. I, on obtient

0" (p, 7) = E;lép i[;f V(5 < n(p),
K0

de sorte qu'il existe pour tout nombre réel >0 un nombre ordinal

f <a tel que pour chaque £ ol <& << @, E™¢ contient un en-
semble M¢ avee

(12) 8%4(M%) < min [(p), ¢"*(p, %) + €]

Aucun M¢ ne -peut contenir deux point distinets y, et y, de
F(P°), car on aurait dans le cas contraire ¢°(p, <Ko (p, y) <<
< OE(MF) <m(p) pour i=1,2, ce qui est impossible d’aprés la
définition de 5(p).

D'autre part, nous pouvans supposer que pour B<CE<a les M#
sont contenus dans P4 Nous allons prouver, en effet, que tout M%
peut 8tre remplacé par I'ensemble M. P¢; il faut done que l'en-
semble M. P contienne p et x et qu'il posséde la propriété W.
Le premier fait est évident et pour prouver le second, il suffit de
définir une transformation f continue de M% en Mé. P8 ce que

) Un point ¢ d'un ensemble 4 est dit 180l¢, o'l existe une sphére S de
centre @ et de rayon positif telle que S .4 = (@).
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nous allons faire de la maniére suivante: la transformation par
cofncidence de E¥:f en J° étant biunivogue et continue, la frontidre
ﬁ’(Pﬁ)uP_E-E_‘ZT—:T’? de P! (relativé & E™£) ne contient que
des points de F(P°). Les ensembles M%. Pt ot M. E"E — Pt for-
ment une décomposition de A% en deux ensembles fermés (relati-
vement & M%) dont la partie commune Mé.P:.EV.E_ pE—
= Mt . F(P%(C Mt F(P°) est donc vide ou se réduit & un seul
point, que nous désignerons, #'il existe, par y. Ceci établi, on vérifie
immédiatement la continuité de la transformation f de M en
ME.P¢ qui laisse les points de M¢. P! immobiles et fait corres-
pondre & chaque point de M¢. E™E — % le point y lorsqu'il existe,
et le point & dans le cas contraire, (est donc bien la transformation
cherchée,

A présent, nous pouvons done admettre que M:{(C P¢ et que
l'ensemble M¥, considéré comme sous-ensemble de P¥¢, posséde Ia
propriété W, ear felon la formule (11), supposée vraie pour tout
£ << a, la transformation par cofncidence de P¢ en P¥$ est continue, -
En vertu de (11) et (12) on a aussi: 856 ME<874(M4) <" (p, )¢
pour 8<{§<<a@. On obtient par conséquent, d’aprés 2. Déf. I et
Rem.: of*(p, #) = sup inf dF4(M%) < sup SP4(HE) < o¥%(p, x)+ €

pss<o prt f<t<a

et, & étant arbitraire, on a enfin @f'*(p, s) << o%*(p,2), ¢ q. £ 4.

Corollaire XIV. Si F(P°) ne contient qu'un nombre fini de
points, les mélriques (o%'*) et (of'*) sont équivalentes pour chaque a.

Corollalre XV: S8i P° est ouvert dans E°, les métriques (¥°)
et (9p'*) sont dquivalentes pour chaque a.

7', Tous les théorémes de 7. somt valables pour les propriétés W,
W, et W,, puisqu'elles sont des propriétés intrinsdques.

8. Ordre de ’cspace par rapport a une propriété. Il est facile de
démontrer que, m désignant la puissance de lespace E°, toutes les
métriques- (0%'*) sont identiques pour les nombres ordinaur @ de puis-
sance plus grande que M.« Ny,

Considérons, en eflat, 1'ensemble 7' de tous les triples (r, @, ) pour (x,y)C B¢
ot » rationnel, La puiusance de 7' est dvidemment ypy.x,, Désignons par o(r, 2z, y)
le premier nombre oxdinal ¢, 'l en existe, pour lequel oWio(x, y) 2= r, Désignons
ancore par 8 lew nombres ordinaux pour lesquels (¢¥:f) n'eat pas identique & (¢W:841),
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Il existe alots, pour chaque 8, un couple (z',4’) et un v’ rationnel tels que
eV B, y) < v L @WBH(w, y'), de sorte que a(r’, o/, y')=gF-}1. Il en résulte
que la puissance de I'ensemble de tous les # ne dépasse pas la puissance de l'en-

semble de tous les a(r, 2/, y), qui est gT.—_m.go, En vertn du théoréme VII,

d’aprés lequel chaque nombre ordinal préeédant un § est aussi un 5, on en con-
clut aussitét qu'un nombre ordinal de puissance > m-§, ne peut pas &tre un g,

Il existe par conséquent un premier nombre ordinal @, pour
lequel la métrique (¢™'*) est équivalente & (" +'). Nous désigne-
rons ce nombre ordinal par wy(E9 et Yappellerons lordre de les-
pace E° par rapport & W.

1l est clair, d'aprés le théoréme VII, que toutes les métriques
(™) qui suivent (™-“w!™) sont équivalentes & cette dernidre et que
wy(E°) est le premier nombre ordinal qui remplisse cette condition.

Soient pour abréger, E¥*, (o¥¥) et (L"'*) respectivement: 'espace
E¥ow®; 1 métrique (p"ow!™) et la notion de limite dans E™*,

La définition de l'ordre implique immédiatement que

(@) (L%*) & (L¥*) pour chaque a,
(i) Pour que lon ait (L¥<)= (L¥*#), il faut et il suffit que
a2z oy (E°)< B

Le corollaire V et la définition de vl’ordre donnent immédia-
tement le

Théoréme XVI. Si deus espaces EY et EY ont une base com-
mune et des métriques équivalentes, on a wy(E3) = wy(E3).

En d'autres termes, I'ordre d'un espace ne dépend que de sa
notion de limite: Zordre d’un espace E, par rapport & une propriété W
est donc une notion topologique.

Théoréme XVII: Les espaces E0 et EY ayant une base com-
mune et leurs notions de limite (L% et (LY) vérifiant la relation
(L) < (L°), si lespace E° Jouit localement de la propriété W, on a
(L3) < (L¥*).

Pour la démonstration, il suffit de poser @ = ,,(£°) dans le
théordme IX. '

‘ ‘Théoréme XVIIIL: Les proprités V ot W remplissant les con-
ditions (a), (8) et (y) et B dtant un espace tel que EV¥* of EVi*
possédent localement les deuz propriétés a la fois, on a (LV*) == (LW¥),
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Démonstration: Daprés 2. (3) on a (L% (L¥*), Llespace
EY* possédant localement la propriété ¥, on en conelut en vertu
du théoréme XVII que (L¥*)i>(L"*). On obtient d'une fagon
analogue (L¥*)}> (L¥*), d'ou la relation q. £ d.

Théoréme XIX: Dans les hypothises du théoréme XVIII, si la
propriété V est plus faible que W, on a Uinégalité ,(E®)=> ww(E°).

Démonstration: Posons pour abréger e = w,(£% et
B= 0w,

D’aprés (i) et le théoréme X on a (L") (L% b> (L¥6), Il en
résulte selon le théoréme XVIII que (L¥6)== (L¥); d'aprés (ii)
on a done Wy (B°) = o= wy(£%), ¢ q. f d .

Théordme XX: W étant une propriété intrinséque remplissant la
condition:
(4) Chaque espace possédant la propriété W la posside aussi loca-

lement,
on a oy (E)<1 pour tout espace E°,

Démonstration: Il suffit de prouver que les métriques (")
et (0“7 sont égales. Nous le prouverons, en montrant que Pon

a pour (z, y)C E°
(13) ~ 0" (2, y) 2 " (x, y).

La formule (13) étant évidente, lorsque ¢"(x, y) = 1, admettons
que o¥(z, y)<<1, d'olt selon 2. Déf, I:

(14 " (z, y) =inf 0¥°(M°)

Chaque ensemble M° possédant la propriété W, donc possédant
par hypothése la méme propriété localement, les métriques
(0% = (0™") et (0™") dans la base de M° sont selon le théoréme
XII équivalentes. Il en résulte que l'ensemble M) E™', qui a la
méme base que M°, jouit également de la propriété W. Par con-
séquent, on peut écrire d'aprés 2. Déf. I et Rem.: o"(z, y)=
=i}1}1f 0%, ol M* parcourt tous les sous-ensembles de Z¥'! qui

contiennent x et y et possbdent la propriété W. Ainsi tous les en-
sembles M{ se trouvent parmi les ensembles 271, d'ot

(16) 0"3(m, y) < inf $¥(MY).
| M

Fundamenta Mathematioae t. X1X. 8
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D'autre part, le théoréme I donne &%(My)== S"O(M®), ce qui
entraine en vertu de (14) et (16) la formule (13), q. f. d.

8. Liordre d’un espace E° par rapport aux propriétés W,. W,
ot W, sera désigné respectivement par w,(E°), @ (E9) et w,(EY).

Si E° est un continu contenant plus d’un point, son ordre (par rapport & une
propriété quelcongue) est un nombre ordinal de puissance & ¢,

On ne sait pas 8'il existe un continu H® et une propriété W tels que la puis-
sance wp(E°) soit égale & ¢, Nous donnerons dans la deuxiéme partie de cet
ouvrage (voir 13, p.140) un exemple d'un continu B pour lequel on & w,(R)= &
(= le premier nombre ordinal de la troisiéme classe); I'bypothése du continu im-
plique donc la réponse affirmative & ce probléme.

La propﬁété W, remplissant en vertu des théorémes connus, la
condition (4) du théoréme XX, on a le

Théoréme XX': On a 0 w,(E°)<C 1 pour chaque espace E°.

9. Nous allons envisager & présent les propriétés W qui, outre
les conditions (@), (8) et (y), remplissent la condition syivante:

(6) Etant donnée dans un espace E°, une suite d'ensembles {M,}
& la propriété W convergeant vers un point z ¢ E037) et formant une

chaine®8) infinie, l'ensemble (z)+ §l M, posséde aussi la propridté W),

En admettant que la propriété W satisfait & (), on a les théo-
rémes suivants,

Théoréme XXI: E° étant un espace métriqus complet, il en est
de méme de Vespace E¥* pour chaque a.

Démonstration: Le théordme étant évident pour a=0,
admettons qu'il est vrai pour chaque £<C a. Afin de le démontrer

1) voir la note %), p, 103,

) c. & d.'que My M, iy 0 pour tout n=1,2,...

%) La condition (8) résulte de (&) et (J); c'est d'ailleurs la seuls relation
d'implication qui existe entre les conditions (a)—(9). On montre p. ex. que (§)
est indépendante de (y) et (8), en considérant la propriété suivante W, de MC E°:
M=E°® ou M est un sous-ensemble rrbitraire de E° ou enfin M efc formé toui.:
au plus de deux composantes et contient tons les points de non-connexité locale
de E°, suivant que E° n'est pas un contina ou est un continu Péanien on enfin

est un continu non-Péanien. La propriété W, satiefait
pobgihasrngylt ] ait aux conditions (y) et (4)
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pour @, considérons une suite de Cuauchy {»,) dans l'espace E¥e
Nous pouvons suppposer que cette suite remplit la condition

1
(16) X QW'“'(x’” x,,+1) '<"2""l ot n== ]’ 2,_“’

puisque d’'une suite quelconque de Cauchy on peut facilement
extraire une telle suite; d'autre part, la suite extraite étant conver-
gente vers un point, on prouve sans peine la convergence de la
suite entitre vers le méme point.

La formule (o%'*) < (¢¥$) pour §<Ca a pour conséquence que
la suite {v,} est aussi une suite de Cauchy dans tout espace E¥*
ol £< a; elle converge donc dans chacun de ces espaces vers un
point zf. Mais la transformation par cofncidence de Z¥:¢ en Ev:8
étant continue pour tout 8 < £ le point xf se transforme en ¥,
de sorte que tous les points xf sont formés d'un méme élément z
de la base E de E° Nous allons démontrer que la suite {z,} dans
lespace E¥'* converge également vers z.

En effet, d'aprés (16) et 2, Déf. I, nous avons -2]5;,> OV (%) Bpyy) =
= sup inf 6%E(M#) o (z,, 2,45) C M¥; il existe par conséquent pour
§<a yé
tout n:Ml, 2,., et £<a un ensemble M} b la propriété W tel que

10y Zpg) C MEC B et O%E(ME) < %

On voit done immédiatement que pour chaque § <<« et chaque k
naturel la suite d’ensembles {M%} od n=Fk, k- 1,..., et le point x

‘satisfont aux hypothéses de la condition (). En vertu de () Ven-

semble (z) + %Mﬁ = M} contient donc les points x et
P

et posséde la propriété W. D'antre part, on a Vi (MY =

oo 00 oo o 1 1 '
= OV (3 Mf) = "H(J M) << 3 (M) < 2 =g d'ol en .
nmk R =

Rk

1
vertu de 2 Déf. I: o"(z, @) << 2\<1p (M) < =l done

lim g% (2, x)=0, e q. f d ’

h—>o0

Théoréme XXII: Si Pespace E* est un Gyabsolu, tous les espaces
E¥s lg sont aussi,

Démonstration: E° étant m Gyabsolu, on peut remplacer

la métrique (p*) de E° par une métrique compldte, équivalente  (¢°).
g
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On obtient de cette maniére un espace métrique complet Ej. D’aprés

le théoréme XXI, les espaces E"* sont complets, donc des G'y-ab-

solus. Mais en vertu du corollaire V, les espaces EV:* et EY'* ont

des métriques équivalentes; ils ne différent donc pas au point de

vue topologique. Il en résulte que E¥° est aussi un Gy-absolu,
e. g f d

Théoréme XXIIL: Soient V et W deun propriéiés remplissant
les conditions (a), (), (y) et (8) et telles que, pour les espaces Gy-ab-
solus, les propriétés locales V et W soient équivalentes. Alors, E° étant
un espace Gy-absolu, on a (LV*) == (L¥*)

Démonstration: En vertu du théoréme XXII, £"* et EVin

sont des Gy-absolus; chacun d'eux posséde donc par I'hypothdse les

deux propriétés locales’V et W; en vertu du théoréme XVIII on
a done l'égalité q. f d.

Théoréme XXIV: Dans les hypothises du théoréme XXIII,
si V est plus faible que W, on a wy(E°) = 0y (E°).

La démonstration est immédiate en vertu du théordme XIX.

9'. Nous allons démontrer que les propriétés W, W, et W, rem-
plissent la condition (4).

(a) Soient {M,} une chaine d’ensembles dans l'espace Z° et x
le point de E° vers lequel converge cette chaine. Admettons que
chaque 3, posséde la propriété Wy, c. & d. qu'il soit connexe. 11 faut

démontrer qu'il en est de méme de l'ensemble (x)—{—-g'M,, En
Rl

effet, les ensembles M, formant une chalne, l'ensemble 3 M, est

f— Nl

aussi conuexe, et comme xsnéz M,, on obtient encore un ensemble
connexe, ‘en lui ajoutant le point .

. (b) Dans les conditions de (a) supposons encore que chaque J7,
8oit compact en soi. Il faut démontrer qu'il en est de méme de l'en-
semble (x) +’§i M,. En effet, soit {p,} une suite de points contenue

dans cet ensemble. S'il existe une infinité de points p, appartenant
& un M, ou identiques & z, la suite {p,} aura comme point limite
solt un point de 1,, supposé compact en soi, soit le point . Si,
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par contre, chaque M, ne contient qu’un nombre fini de p, et #'il
n'y a qu'un nombre fini de points p, =, une infinité d'ensembles
M, contient des points p,. Or, la suite {M,} convergeant vers le
point @, celui-ci est alors le point limite de la suite {p}, c.q f d.

(¢) Dans les conditions de (a) et (b) admettons encore que chaque
M, soit localement connexe; il fant démontrer qu'il en est de méme
de l'ensemble M = (x) +°2°71M,,. Soit pe @C M o G est un en-
semble ouvert dans Af; il "suffit de montrer qu'il existe un ensemble
connexe K( G contenant p dans son intérieur relalif & AL

Supposons d'abord que p==2. Dans ce cas, il existe deux en-
gembles ouverts G, et U tels que pe GyC G, xe UC M et G,-U=0.
La suite {#,} convergeant vers z, presque tous les J/, sont contenus
dans U, done G, w'a des points communs qu'avec un nombre fini
d’ensembles M,. Soit M’ lenr somme. On a done G, M'. Com-
me somme finie de continus Péaniens, M’ est localement connexe.
Il existe donc un ensemble connexe K Gy(C M’ contenant p dans
gon intérieur relatif & M’, donc aussi relatit & @, et enfin & M,
car G, est ouvert dans M,

Soit maintenant p =, Dans ce cas tous les M, & partir d'un

N jud . ] .
n =n, sont contenus dans G. Posons M’ =3 M,. Sip n'appartient
nw-l

pas & M’, nous poserons K = () ETHM,,. Si par contre peM’,

il existe dans l'ensemble M’, qui est localement connexe, un en-
gsemble connexe K, C M'+-G contenant x dans son intérieur relatif

4 M’. Nous poserons dans ce cas K=K, 23+ 1M,,. Dans les deux
=

derniers cas on montre aussitdt que K ainsi defini contient x dans
son intérieur relatif & M, e q f d

Nous avons observé dans b’. que les propriétés locales W, W,
et W, sont équivalentes pour les espaces G,-absolus. En outre, cha-
cune de ces propriétés W, (i=0,1 et 2) est plus faible que celle
qui la suit. On obtient done, en vertu du théordéme XXIII, le

Théoréme XXIII': Si E° est un Gyabsolu, les espaces E**, E¥*
et E™* ont la méme notion de limite

et, d’aprés le théoréme XXIV, on a le

Corollaire XXIV: Si E° est un Gyabsolu, on a
wo(B%) 2 0, (E°) 2 0y (E°)
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Les théorémes XX’ et XXIII’ mettent en évidence ce fait cu-
rieux que l'on obtient immédiatement (pour les espaces E° étant des
G,-absolus) la notion de limite de E**, en prenant la notion de Ui
mite de B, bien que w,(E°) puisse btre un nombre ordinal de la
troisieme classe.

10. Soit % une classe d'espaces et & une classe de fonctions
(transformations). Une propriété P d'un espace E° est appelée pro-
priété invariante par rapport & la classe de fonctions D et & la classe
d'espaces %, si pour chaque espace E°¢ Y possédant la propriété P
et pour chaque fonction fe @ qui transforme E° en espace f(E°) ¢,
'espace f(£°) posséde aussi la propriété P{°).

Nous nous occuperons ici des propriétés invariantes par rapport
4 la classe @, des fonctions continues, et & la .classe %, de tous les
espaces. Nous appellerons ces propriétés tout court propriétds inva-
riantes.

Ces propriétés invariantes ne sont d'ailleurs — comme on Paper-

' goit aussitdt — que des propriétés intrinséques (d’un espace consi-
déré comme son propre sous-ensemble) remplissant la condition (7).

Soit 7 une fonction qui fait correspondre & chaque espace E°
un élément 7(E°) d'un ensemble ordonné Z (p. ex. de nombres
naturels, de nombres ordinaux, etc.). La fonction v est dite semi-
invariante inférieurement, resp. supérieurement 3), lorsque pour chaque
§eZ la propriété 7(E°) < L resp. 7(E°)=>{ est invariante.

Soit 7' une opération qui fait correspondre A chaque espace K°
un espace T(E°). L'opération 7' est dite invariante, si EY étant une
image continue de E°, I'espace correspondant 7(E3) est une image
continue de 7T'(E0).

A Daide d'une opération invariante 7' nous obtenons tout de suite,

3%) P, ex. soient 2(1 la classe des continus irréductibles, . @, la classe des
fonctions continues et ;y un nombre cardinal. La propriété P d'un continu irré-
ductible de contenir < n tranches de diamétre > 0 est invariante par rapport
i la classe &, et & la classe A, (i1 y a Qailleurs & ce sojet das théorémes beauncoup
plas précis, mais nous nous proposons de les publier ailleuts). Un autre exemple
constitue la connmexitd locals, qui est une propriété invariante par rapport 4 la
d.un des fouctions ainsi dites intdrioures et 1a classe do tous les espaces zopolo-
giques (cf. N. Aronszajn, Fand, Math. XVII, p. 96).

) M, 8. Masurkiewics (Comptes-Rendus du I Congrés des Math, des Pays

Slaves, Varsovie 1929, p. 67) appelle semi-invariantes lea fonctions que nous ap:
pelons ici semi snvarsantes inférieurement. '

icm

Iivariants des transformations continues 119

h savoir par l'itération de cette opération, une suite des opérations
invariantes {7™}.

C’est le principe dont nous nous sommes servis pour obtenir les espaces EW:e
4 Vaide de 'opération T' transformant E° en EW.l, Seulement, pour cette opéra-
tion T, nous avons trouvé un procédd qui nous a permis de prolonger litération
aux indices transfinis, ce que nous ne pouvons pas faire dans le cas général ot T
est une opération invariante quelconque.

Etant donnée une opération invariante 7, on en obtient:

10 & l'aide d’une propriété invariante P une suite des propriétés
invariantes {P”"} d'un espace E° o n=1,2,...; la propriété PT"
de E° consiste en ce que lespace T™(E°) posséde la propriété P.

2¢ & I'nide d'une fonction 7 semi-invariante inférieurement ou
supérieurement une suite des fonctions {z*} du méme genre, ou
" (B = ¢(T"(E")).

Etant donnés deux espaces Ej et E3, on dit que le type de
continuité de EY ne dépasse par celui de £j, en symboles c(E})<C
< ¢(Z9), lorsqu'il existe une transformation continue de Ej en Ef 3%),
Si ¢(BY) << c(EY, sans que c(Ej) <c(EY), on a ¢(EY) <<c(E)). Si
les formules c(EY) << c(E9) et c{E)) < c¢(E]) se présentent simulta-
nément, on dit que EY et ZY sont du méme type ¢, en symboles
¢(EY) = c(£9. Enfin, #il n'existe aucune transformation continue
de EY en E, ni de Ej} en Ej, on dit que E} et Ej sont incom-
parables par transformations continues ou qu'ils sont incomparables ¢

Pour résoudre le probléme mentionné dans IIntroduction et qui
consiste & trouver une classe & de puissance ¢ de continus incompa-
rables ¢ deux & deux, nous allons employer le procédé suivant:

A laide d’une opération invariante 7' (p. ex. 'opération trans-
formant E° en E%, envisagée dans 2., p. 197) et d'une fonetion ¢
semi-invariante inférieurement (p. ex. la fonction T(E°) = nombre
de composantes de E°), nous obtiendrons une suite infinie de fone-
tions z(7"(£%) du méme genre. Ensuite, pour chaque suite non-
décroissante de mombres naturels o={k,} ol n==0,1,2... et k=1,
nous eonstruirons un continu C, tel que I'on ait (1"(C,)) =k, pour
chaque #n naturel. ‘ .

Il est évident que si ¢(Cp) 3= ¢(Cpn). 0h 0 = {k;} et o ={kz},

) La notion de type ¢ a été introduite par M, W, Sierpidski (voir Fund.
Math, XIV, p. 286).
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on a k, 2>k, pour chaque  naturel. Pour résoudre notre probléme,
il suffit done de trouver une classe de puissance ¢ de suites ¢ de
nombres naturels non-décroissantes telles qu’aucun couple ¢ et o’ de
ces suites ne remplisse la condition k,2> k, pour toutes les valeurs
de n & la fois.

Or, on peut facilement trouver une telle classe de suites, p. ex, la
classe de toutes les suites {k,} avee k;, = 2n—1, et ky, . =2n-|-i,
ol {i,} est une suite infinie quelconque formée d’éléments O et 1.

En effet, toutes ces suites {k,} sont évidemment non-décroissantes et, la corres-
pondance entre les suites {i,} et {¥,} étant biunivoque, la classe des suites {k,} est
de puissance ¢ comme celle des {7,}. D'antre part, & deux suites différentes (%
ot {k;'} viennent correspondre des suites différentes {;”.} ot (i,"'}, Pour ces derniéres,
il existe donc un indice # tel que 4, =} ,, Nous pouvons supposer par raison de
gymétrie que j =() et i;’: 1. Il en résulte immédiatement que k;u=2">
Shyp=2n—16 by =2 lpy=2n-+1, ¢ qfd

Revenons maintenant aux espaces E*2 Nous voyons immédia-
tement que, étant donnée une propriété W remplissant les conditions
(2), () et (y), nous obtenons & I'aide de Popération 7'*(E¢) = EVe
pour ¢ fini ou transfini:

1) de chaque propriété invariante Pune suite transfinie des pro-
priétés invariantes 2" de l'espace E?, o P¥*= PT% donc exprime
le fait que I'espace E™* posséde la propriété P;

2) de chaque fonction 7 semi-invariante inférieurement ou supé-
rieurement une suite transfinie des fonctions 94 (B0 = ¢(E%%) du
méme geore;

8) de chaque propriété V (d'un ensemble M C E% assujettie
aux conditions (a), (8) et (y) une suite transfinie des propriétés ¥We
assujetties aux mémes conditions; la propriété V™o d'un ensemble
MC E° exprime le fait que I'ensemble M, considéré comme sous-
ensemble de I'espace Z¥2 possdde Ia propriété V;

4) de chaque propriété P, resp. de chaque fonetion 7, resp. de
chaque propriété ¥, une propriété P""*, resp. fonetion %%, resp.
propriété V¥* définies comme dans 1), resp. 2), resp. 3), en rem-
plagant @ par un astérisque (voir 8., p. 112);

5) de chaque propriété invariante P la fonction semi-invariante
supérieurement 1o(E°), en posant 7,(E°) = le premier nombre ordi-
nal ¢, il en existe, pour lequel E¥* cesse d'avoir la propriété P
et 7o(E%) =co, si un tel @ n'existe pas (nous convenons ici de
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considérer le symbole oo comme plus grand que tous les nom-
bres ordinaux 3%)). ’

Remarque 1: En procédant comme dans le cas 3), nous pou-
vons obtenir des propriétés V¥ mon-intrinséques, méme pour les
propriétés W et V intrinséques. Tel est p. ex. le cas ot V=W="W,.

Nous appelons une propriété W quasi-inirinséque, si chaque ensemble M qui
la posséde par rapport & un espace E{7) M, la posséde également par rapport
4 chaque espace JJ ) EY,

Or, si V est quasi-intrinséque et remplit les conditions (a), (§) et (y), il en
est do méme de toutes les propriétés VWia, quel que soit c.

Parmi los théordémes que nous avons démontrés pour les propriétés intrinsdques,
il y & plusiours qui restent vrais pour les propriétés quasi-intrinséques (p. ex. thé-
ordme XI, théoréme XII, corollaire XV).

Remarque 2: Si V=W et si W remplit la condition (d), il
en est de méme de toutes les V¥, quel que soit a.

10’. Par le procéds déerit au 10. on peut définir une grande
quantité de propriétés et de fonctions invarianies, en ne se_sex:vant
que des trois propriétés W, W, et W,. Nous en allons 1nd1f1uer
quelques-unes, qui serons étudiées de plus prés dans la deuxiéme
partie de cet ouvrage. .

* Désignons par 1°%(E9 ot i==0, 1 et2 le nombre (cardinal) de
composantes de l'espace E**, par 7*(E?)le nombre de composantes
de E** et par A,(Z°) le premier nombre ordinal e pour lequel £**
cesse d'étre connexe ou, si un tel nombre n’existe pas, le symbole co.

Les fonetions 5% et 7** sont évidemment semi-invariantes infé-
rieurement, tandis que les fonctions 4, sont semi-invariantes supé-
rieurement.

D'aprés le théoréme X (voir aussi 6', p. 107) l'espace K¢ est
pour chaque o une image continue de l'espace E'e, qui & son tour
est une image continue de E* Par conséquent, il en est encore de

1) Nous avons employé & plusieurs reprises dans les énoncég des théorémes
Vexpression ,pour chaque nombre ordinal a* et nous venons d’employer l'expres-
sion ,plus grand que tous les nombres ordinaux* uniquement pour ne pas eom-
pliquer les énonods; tout danger d'antinomie est en effet évitable par l.l réduction
des raisonnements & une classo d'espaces de’ puissance <tn, ce qui permet de
ne considérer que les nombres ordinsux de puissance <« N, ot de désigner
par e le premior nombre ordinal de puissance == .8, (cf. 8, p. 111).
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méme pour les espaces E** (il faut senlement mettre ¢== Jmalx; o, (B,
: : ~0.1,

Il en résulte pour mos fonctions semi-invariantes inférieurement que

am 4B L (B (B pour tout
et
7) - PHE)HE) S PHES)

D'autre part, pour chaque i==0, 1 et 2, l'espace E“® est une
image continue de chaque Z*# ol @ <C@. On obfient done

18) ()< HEY < .. < B (E) S S HHEY),

Pour tout espace E° qui est un G -absolu, on obtient selon le
.théoréme XXIII'

19 ¥ (F0) = ¢ ¥ (B0) = 12*(E0).
Pour les fonetions 7** on a de plus selon le théoréme XX’
20) PUE)PUEY) = PAEY) =...= (B =...=1*(5"),

Nous disons que l'snsembls M/ (C E° est une L-composante *) de K9,
lorsqu’il est ,arcwise connected“ 35) sans 8tre situé dans un autre
sous-ensemble de E° qui le soit également.

M, et M, étant deux L-composantes de £, on a soit M;= M,
soit My« M, =0.

On voit facilement que le nombre de L-composantes de E*! est
le méme que de E%*" = E"°,

En effet, il suffit de montrer que chaque arc simple de L21, regardé comme
sous-ensemble de E°, est ausei un arc simple et, réciproquement, que chaque arc
simple de E° en forme aussi un, comme sous-ensemble de K23, Or, cela résuite
immédiatement du théoréme I et du théoréme XII.

On sait que, dans les espaces G4-absolus localement connexes les
composantes et les' L-composantes cotncident. Par conséquent, pour
un espace E° qui est un Gy-absolu, 7*)(E°) désigne le nombre de
L-composantes de E° (car ce symbole désigne par definition le
nombre de composantes de l'espace E*! localement connexe). Il en
résulte selon (19) et (20) que P¥(E) = 2 *(B0) = "% (E0) =
== 7*}(E*) désigne dgalement le nombre de L-composantes de K0,

3) Je dois cetts notion & M. A, Lindenbaum,
) voir note 12) p, 106.
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Envisageons maintenant les fonctions 4,, Leur définition implique
immédiatement les propriétés suivantes:

(21) Pour que 4, (E°)=a ok a est un nombre ordinal, il faut et
il suffit que lon ait v*(E%)>1 et 1%4/E% =1 posir chaque
§<q

(22) Pour que A,(E®)==00, il faut et il suffit que Von ait v**(E°)=1,

(23) E° étant un Gzabsolu, pour que A,(E°) = oo, il faut et il suffit
que E° soit ,arcwise conmected* (c. & d. que E° coincide avee
sa L-composante unique).

Remarquons d’autre part, que pour dout i=0, 1 et 2:

(24) E° dtant ,arcwise connected” ef dailleurs quelconque, on a
(B0 = ¢"*(E°%) == 1, quel que soit a, et A,(E°) = oo,

(28) Si L(E°) =k oo, on a A(E%) < w,(E).

“l)euxlémo Partie.

11. Nous allons construire & présent pour chaque nombre ordi-
nal @ de la premitre ou deuxidme classe un continu 4, et un con-
tinu B, situés dans le plan euclidien et tels que

(1) Ao (4,) = 0, (4,) = @.
(1) 41(By) = @, (By) = @,
(2) P *(4,) =2,
) T (B,) = 2.

A cet effet nous choisissons:

1° dans le plan euclidien la direction verticale et la direction
de gauche & droite, )

2¢ un segment vertical § de longueur § aux sommets: supérieur 3
et inférieur s’ et désignons: par I le carré ayant S comme
son coté gauche, par 7' le coté droit de I et par ¢ le sommet
supérieur de 7, .

3° pour chaque nombre ordinal @ >1 de la premiére ou.deu-
xiéme classe, une suite dénombrable {5} de nombres ordinaux
telle que pour tout n==1, 2,...:
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8) << EA<aq

b) il nexiste aucun f tel que E™ << B < a, poitr tout n.

e) ¢ a est de premidre espice, on a P =a—1.

Du choix effectif des suites {5};1)} dépendra l'effectivité des continus A4, et By;

plus précisément, en déterminant effectivement les suites {5},'1)} pour chaque « < a,,
nous obtiendrons une définition effective des continus A, et B, pour ¢ << dg.

Nous assujettissons en outre les continus i comstruire aux con-
ditions smivantes:

® SCA.CI, 4, -T=(1)
® SCB.CIL Bu-T=0)
4 S est une L-composante de A,
@) S est une L-composante de B,.

Nous définirons 4, et B, par l'induction transfinie.

Déf. IT: 4,) Désignons pour tout n==1, 2,...: par #, les points
situés sur le coté supérieur de I tels que, (¢) désignant la métrique
du plan euclidien,

1 1
9(‘) tzn*l) = §'—' et Q(sr th) = E‘é‘;

et par ¢, les points situés sur le coté inférieur de I tels que:

'y 1 ) g 1
9(87t2n-—1)=§;; et g(s,tu)mm.

[a; b] désignant d’une fagon générale le segment réctiligne & ex-
trémités a et b, posons (voir fig. 1., p. 125):

® A=5+[ 41+ Y i tawrd] + 3 [torsi ]+ s £
=1 nml nwl
On voit immédiatement que les conditions (1)—(4) se trouvent
remplies. P. ex. on vérifie la condition (1), en remarquant que 'es-
pace A}' est localement connexe.
4,) Admettons que pour chaque « << @, les continus A, rem-
plissant les conditions (1)—(4) soient déjd construits,
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Fig. 1.

Prenons sur chaque segment [f,; %, pour n== 2,. 3,... du con-
tinu 4, le segment moyen de longueur ¢(,, #,). Soient s, resp. s,
les sommets supérieur resp. inférieur de ce segment, done

. 1.-3
©) Do 1l 8] 0lon o= el o) <z 3 *
et . )
(M 0(8ny t) = 0(8ny B) = 1% 0ty tu-a)-

Soient maintenant I* le oarré de coté gauche [s; f;]’ T* le coté
droit de I*, #* le sommet supérieur de 7. On a évidemment

(8) I Ay =[a; 8] + T
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Fig 2,

Par la transformation homothétique de I en I* qui fajt corres-
pondre le segment [s,; 5] & S, T* & 7 et ¢ & t, le continu 4,0
donne un continu que nous désignons par C;. Posons (voir fig. 2
pour @, =2 et fig. 3, p. 127, pour @, = 3):

@) Aao'_: 4, +2 Ci.

L]

Nous allons démontrer que la formule (9) détermine un continu 4,,
remplissant les conditions (1)—(4). On voit immédiatement que A
est un continu et quil remplit la condition (3). Pour établir la
formule (4), il suffit de prouver quil n'existe aucun are simple
L (C 4,, unissant un point p €d,— 8 au point g== 9. L.
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n [

=

Fig. 8.

En effet, dans le cas contraire, soit L, un arc de diamétre

"J(Ll) <} A extrémités g et p, et contenu dans L. Soit » un en-

tier tel que 3~ << ¢(p,, ). On voit tout de suite que l?s st;)gmezts
(baner ; taner] ©F |B2n5 $22) coupent le carré I, et & plus forte rallson a}:':cui:
entre p, et ¢. Il existe done un arc Z, contenu dans L, et t’e que ;: u
des ensembles Ly« [ty,_1; tasa] 06 Ly+[fos; t24) se compose d'un seul point.

Par définition de A4, chaque soun—contllnu de. A, q\n.umt.tuln
point de [fg,.y3 f2,y] & un point d'e [tuns t,,,} dm!s cont&;mr éoxt ,e
segment [f,,,; f5,] 8oit un sous-continu de Cy, unlssant-ée poin e;
A un point du segment [s,,; s3,. Mais pour L, ce deuxi x;e c:s "
impossible, car, d’aprés la homothétie entre ,C‘-"' et Aggy. etd apr ?s,]
pour £ < a,, le point # ne peut &re uni & un point de [8,,; 82,
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par un arc contenu dans G,,. On obtient par conséquent (ton15 ta) C
C LyC L, et d'une fagon analogue [t} tyu4a] C Ly, dome (L) 2>
> o(t, t.)=14%, ce qui n'est pas compatible avec d(L;) <<}. La
formule (4) se trouve ainsi établie.

D'antre part, Ag4w 6btant un continu, done un Ggabsolu, il
vexiste d’aprés (2) dans 4,20 que deux L composantes. Par homo-
thétie, il en est de méme de C,, dont le segment [s;; ;] constitue
done l'une et, par conséquent, l'ensemble C, —- [s,; si] Dlautre
L-composante. L’ensemble 4, — § étant ,arcwise connected“, en
vertu de la formule (4, — 8)-(C, — [8; s;)) = t¥, 'ensemble

A= S=(4—8)+ 3 C=(4 — 8)+ 3 (G:—[5; u])
k=2 kw2
est aussi yarcwise connected“. Mais S étant une L-composante de 4,
il en résulte que A, — S Pest également; on a done 2%%*(4,)= 2.
De cette manitre le formule (2) se trouve aussi établie.
11 reste & établir la formule (1). Nous allons démontrer d’abord que

(10) 1 (A4,)=1 pour tout o << a,.

Il g’agit donc de montrer que l'espace A%* est connexe. Les en-
sembles S et 4, —S étant ,arcwise connected“ (comme sous-en-
sembles de A% pour chaque @), il suffit de prouver que S contient
un point limite de 4, — S dans l'espace .4%*.

En effet, il existe, d'aprés 39, a) et b), p. 124, un %, tel que pour tout
k>Fk ona a<CE™ <a, Considérons les points t* et ¢r+! pour
E>k. Ona (# ¢**)C C,. La frontitre de C, par rapport i A,
se composant de trois points s, s; et #*, l'espace (%8, done aussi
T'espace Agig;), est d'aprés le corollaire XIV homéomorphe pour chaque
fi avec l'ensemble C, considéré comme sous-ensemble de A%, Par
conséquent, d'aprés (1) pour § << o< &™, Pensemble C, dans l'es-
puce Agf est connexe, ce qui donne en vertu du théordme I:

PR(C) = B(CN<< HI% < 37F
et enfin

" (14, ) < E‘n‘ép o0 < 3—5‘

Il en résulte que les points #* forment dans l'espace 4%% une suite
de Cauchy. Selon le théoréme XXI, 45 étant un espace complet,
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cette suite est convergente et elle converge dans l'espace A%* vers
le méme point que dans le continu 4,, & savoir vers le milieu du
segment S. Ainsi la formule (10) est démontrée.

Nous allons démontrer ensuite que

(11) 0y () = .

Il s'agit donc de montrer que les espaces A%% et A%%t' ont la
méme notion de limite. Il suffit & ce but de prouver qu'il n'existe
aucune suite {z,} convergente dans le premier de ces espaces et
qui ne posséde aucun point-limite dans le second.

En effet, on a d’aprés (9):

(12) Ay=8+(4— 8+ 3 C.

kw2

Les ensembles S et 4, — S étant localement connexes comme
sous-ensembles de 4,, ils ont d'aprés le théoréme XII la méme
notion de limite dans tout 4%¢, done & plus forte raison dans 4%%
et A%o+. D'autre part, I'ensemble C,, considéré comme sous-en-

semble de l'espace A4%f, étant homéomorphe & espace Agigu), il en
résulte d’aprés (1) et (2) que

(18) pour tout §== E( Uensemble C,, comme sous-ensemble de AGf,
est localement connexe ef est constitué de deux composanies, & savoir
de [84; 8] et (Cp — [4; 8] -

La notion de limite de C, dans A%* coincide done avee
celle de C, dans A%%t. Ainsi tous les sommandes du membre
droit de Dégalité (12) ont la méme notion de limite dans les
deux espaces. Il sensuit qu'une suite donnée {z,}, supposé con-
vergente dans A4%% vers un point # et n’ayant aucun point limite
dans A%%H, ne peut contenir qu'un nombre fini de points appar-
tenant & celui des ensembles S, 4, —S et C, ot k=2,3,... qui
contient le point z. Or, la suite {x,} convergeant vers z aussi dans
4, (puisque la transformation par coincidence de 43’ en 4, est
continue) et S et C, étant dans 4, des continus, aucun des en-
sembles § et C, ne contient une infinité de points z,. D’aprés (12)
il y a par conséquent soit une infinité d'ensembles C, contenant
des points x,, soit une infinité de points x, contenus dans 4,—8S.
Dans les deux cas on en conclut immédiatement que we S et qu'il
Fundamenta Mathemationa T. XVIIL -9
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y a une infinité de points ,e4,,— S, done, comme lgnm()““"(w, z,)=0,
N n

qu'il existe un z,e 4, — S tel que **(z,x,) < 4%.

Comme zeS et z,ed,,— S, il existe un %, tel que chaque
segment [f, &) ol k >k, coupe 4,, et i plus forte raison tout
AP, entre z, et S.

Posons pour abréger f=_£{),. On a donc selon 3°a) et d’aprés 2.
Dét. I et Rem.: 4> ¢%(x, z,) = o"f*(x, x)—-—mfd"ﬂ(Mﬁ), done

pour un ensemble M# connexe dans AL et umssant x A @,
(14 8B M) < §.

L’ensemble M# contient dome pour tout % >k, des points
de chacun de ces segments. Or, les segments [fy; f] et
[tut1 f2eqs] sont unis dans l'espace A3 seulement par le segment
[ta; tay), car Chy, dans l'espace A%f est formé d'aprés (13) de
deux composantes dont chacune n'a des points communs guavec
un des segments [f,; ] O [fyyq; tys] Ceux-ci étant unis par
I'ensemble M# connexe dans A%f, le segment [fy; £,,,] serait contenu
dans MP. De méme, les segments [fy:; bups] O [farsa; taeqo] D'étant
unis dans A3f que par le segment [#3,;; #5,o), celui-ci serait également
contenu dans M¥, d’odt &"F(MP) 2= o™ (tyya, ters) 22 @(tuiss bpa] = &y
contrairement & (14). Ainsi la formule (11) se trouve également établie.

Les formules (10) et (11) entrainent d'aprés (2) et selon les
propriétés (22) et (26) de la fonetion. A, (voir 107, p. 123) que
a, << 4y (o) << 0o (d,,) << @y, ce qui achéve la démonstration de la
formule (1) pour @ = a,.

II est prouvé que le continu 4, obtenu suivant Déf. II remplit
toutes les conditions (1)—(4); la définition des continus A, par in-
duction transfinie est ainsi établie.

Passons maintenant & la définition des continus B,. Nous les
construirons de maniére qu'ils remplissent, en dehors des conditions
(1) —(4’), la condition suivante:

(15)  Pour chague p<C a Pespace BYP est un semi-continu.
Déf. II'. B,) Posons
(16) By = 4,.
On vérifie aisément que B, remplit les conditions (1’ )—(4') et (15).

B,) Supposons que pour chaque a<Ca, les continus B, assujettis
aux conditions (1')—(4) et (15) solent déja définis.
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Considérons le continu 4,. Divisons chaque segment [£,; /] ol
n>1 du continu 4, en segments de longueur (%, £,.,). Pour »

impair on obtiendra done 3’ i , et pour n pair 32 de ces segments.
Désignons par S; le 2i-dme segment obtenu par la division de
[¢s; ta), en les comptant de haut en bas, et par If le carré ayant S)
pour le coté gauche. Par transformation homothétique de I en I?
qui fait correspondre S; & S on obtiendra du continu Byw un con-
tinu C/C I} tel que

an Ol dy=Si 4 (ph) ot ple[tyms; £yy]
et .
(18) d(c:)d;"%.
Posons (voir fig. 4, p. 132, pour a,==2):
(19) B,=B, +2‘ cL,
Rl
frml

On voit tout de suite que B, est un continu et qu'il remplit la
condition (3'). Pour montrer quil remplit les conditions (2') et (4'),
on procédera de la maniére analogue & celle pour les condltions (2)
et (4) de 4,,.

. Démontrons maintenant la condition (15). Les ensembles 8
et B, — 8 étant des L-composantes de chaque espace Byf ou § << a,,
il suffit de trouver dans chaoun de ces espaces un continu unissant 3
& B,,— S. Nous allons prouver & ce but que 4,, eonsidéré comme
sous-ensemble de BLf, est un continu. Nous montrerons notamment
que la notion de limite de A, est la méme dans Bf que dans B,
ou, ce qui revient au méme, que chaque suite {x, }C A, convergente
dans B, vers un point ¢ converge vers le méme point dans Bf.
Or, on remarque facilement que Fon peut se borner aux suites
{3 4, — 8 convergenies dans B, vers un ¢e S, car d’'une part
les ensembles S et 4, — S, comme localement connexes dams B,,
ont dans B, et dans BLf les mémes notions de limite et d'autre
part l'ensemble S et compact en soi et I'ensemble 4, —§ est loca-
lement epmpact 8).

38) Un eapace, ou un cnsemble M considéré comme espace, eat dit localement
compact, lorsque pour tout point pe¢.M il existe un ensemble Q(C M coinpact en
goi et contenant p dane son intérieur relatif & M (of, M. Kréchet, Les espaces
absiradte, p, 228). ‘

9*
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= = =

Fig. &

Or, considérons les points y, e[t,;t,] situés sur la méme ligne
horizontale que g. Par définition de 4, il existe pour chaque £>>0
un N, naturel tel que

(20) Pour tout n>> N, le point x, peut éire lié avec un y, par un
- are simple L,C 4, — S de diamitre d(L,) << e.

Mais les ares L, ont la méme notion de limite dans chacun des
espaces Byf; on a done, d’aprés le théoréme I, "#(x,, g, )< O A(L,)=
= 6(L,) <& Il sensuit que la démonstration de la convergence do
la suite {z,} vers ¢ dans BYf se réduit & celle de la suite {Yu}

Or, par la définition de B (cf. aussi (17)) il existe pour chaque

n>1 un continu C»C B, tel que, s, désignant le sommet supé-
rieur de Sh, on a
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21) 0(Yns 84) = 0(Yn-1y i) < @by bat) S 3872
Draprés 8%a) et b) il existe un #, tel que
(22) El =8 pour tout n>>n,.

La frontidre de C/+ relative & B, ne contenant qu'un nombre
fini de points, l'ensemble C;», regardé comme sous-ensemble de BLY
quel que soit 7, a la méme notion de limite que lespace (oK )‘7
Mais celui-ci 4tant en raison de la homothétie entre (O et By
homéomorphe & l'espace Bﬁsltxn), on conclut de (15) et (22) que pour
tout n > n, et y < lensemble (C/)»? est un semicontinu et par
suite qu’il contient un continu K) qui unit les points s, et pix et
qui est un continu également dans I'espace By?. En vertu du thé-
oréme I, il en résulte que ¢**(K7%)==d(K}), done, d'aprés 2, Déf. I
et (18), on a

(28) ¢4 (su,
D’autre part, d’aprés (21), on a immédiatement

1._n
< d]'ﬂ([yn; 3,;]) = 6([3/,.; 3n]) = Q(yn) 8,,) <,E 372

)gaup 0 (K}) = sup KD < V— 57T

0"F(Yn, 84)
et de méme

-

1, _»
oMYy o) <3 87T,
ce qui nous donne avec (23) l'inégalité
‘ ) N
0" Yy Ynt) << Q"P(Yn 80) 0" P80y 227+ 0 (Yt ) < (1 + ~V;) 378,

Par conséquent, les points y, forment une suite de Cauchy; done,
lespace BLf étant complet, la suite {y,} est convergente et elle
y converge vers le points ¢ comme daus lespace By = B,,. La
condition (15) se trouve ainsi démontrée pour tout ﬂ< a,.

Il en résulte immédiatement que

(24) T8(By) == 1 pour tout B a,.
D’autre part, on démiontrera la formule
(26) 01 (By) < g

de la méme fagon que la formule (11) pour 4, '
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Les formules (24) et (25) donnent la condition (1) pour tout
o= @, Ainsi la définition des continus B, est achevée.

Remarque. Comme la suite {gfl“)} est donnée effectivement pour chaque a>>1
naturel par la formule 3%c), les continus A, resp. B, se trouvent déterminés
pour tout k naturel par la Déf. II, resp. par la Déf, II’, d'une maniére tout & fait
effective.

12, Nous allons construire maintenant une classe ® de puis-
sance ¢ de continus incomparables c.

I est & remarquer que déja les continus A, resp. By, tont incomparables ¢
deux & deux, ce qui ne nous donne cependant qu'une classe de puissance N,

En effet, Ay n'est pas une image continue d'aucun Ag ol & < f, puisque
() =2 > 1 =120%(dp), la fonction 0% $tant semi-invariante inférieurement,

Pour démontrer que, réciproquement, Ag n'est pas une image continue de Ag,
envisageons la classe des continus C assujettis 4 la condition suivante:

(26) N(C) désignant Uensemble de points de non-connexitd locale de C, toutes
les composantes de la fermeture N(C) relative & C sont des continus
Péaniens, tandis que fout continu K(C C qui en contient une infinité est
non- Péanien. .

Les composantes de N(C) formant uno décomposition semi-continue de N(C),
considérons T'hyperespace do cette décomposition) et désignons par »(C) le pre-
mier indice », & partic duquel le v-8me dérivé 38) de cet hyperespace est dense
en soi. Etant donoé un « ordinal, on démontre que la propriété d'un continu C
de donner »(C) < a est invariante par rapport i la classe des continus remplissant
la condition (26) et & la classe @, des fonctions continues, Or, il est facile de
vérifier que tout continu 4, et B, remplit la condition (26) et que l'on s en outre
#(ds) =v(By)=a—1 pour tout e naturel et v (4g) == »(By)==a pour tout
@>o. 1l g'ensuit que 4, ne pent pas Btre transformé d'une manidre continue
en Ag,-car l'inégalité « < § entraine » (do) << »(dp).

Suivant la méthode génerale déerite dans 10., il suffit pour cela de
construire les continus C, pour chaque suite o= oy ot 1=k, <<
<h ke S '

Considérons & ce but un segment vertical I, de longueur } et
désignons par p resp. par p’ les sommets supérieur resp, inférieur

*1) Pour la notion de décomposition semicontinue et de son hyperespace voir
p. ex. C. Kuratowski, Fund. Math, XJ, p, 169; ce que nous appelons ici dé-
composition gemicontinue y est appelée ddcomposition semicontinue supdrieurement.
%) Pour les dérivés d'espaces cf, F. Hauasdorff, 1. c, p. 166,
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1
2
et p, ==p. Posons ensuite L, = [p,,_1; p,,] et K, =le carré ayant
L, pour le coté ganche. Soit pour tout n naturel, de méme que
pour tout indice i ('l en existe) tel que k,_, <Ci < k,, F, le continu
qui s'obtient de A4, par la transformation homothétique du carréd I
en carré K, qui fait correspondre le segment L, au segment S. La
suite {#;} des continus ainsi obtenus sera finie ou infinie suivant
que- la suite {k,} est bornée ou non, Posons:

C=L+ Y F,
!

de L et par’;p,, le point de L tel que ¢(p',p,) =5 ot m=1, 2,..

olt la somme &'étend & tous les F, définie ci-dessus.

On voit aussitstque C est un continu, car, il y a une infinité
de F,, ils convergent vers le point p". D'autre part, dans chaque
espace C2* le segment L est un arc simple et F, est homéomorphe
a lespace A% tel que k, ;<Ci<k,, car la frontiére de F) rela-
tive & C, se compose de deux points p, , et py,.

Il en résulte en verta des propriétés (1), (2) et (4) de A4, que

P(C)=1+ ¥ (@(F) —1).

Maijs ¢%#(F))==1 pour tout.iz=k, et o**(F)==2 pour tout 1< i<k,;
par conséquent, ?%*(C,) =1 (k, — 1) =k,. '

Les continus (), possddent donc en effet par rapport aux fone-
tions %" la propriété exigée dans 10. p. 119. La construction de
la classe & se trouve ainsi réalisée.

Les continus C, peuvent servir encore pour résoudre (par affir-
mative) le probléme suivant: construire une infinité de continus C®,
n=1,2,..., dont les types de continuité forment une suite croissante
resp. décroissante, c. & d. telle que lon ait pour chaque n naturel

c(C(")) .< c(C("—H)), resp' c(o(")) > 0(0("+1))-

Il est en effet évident de la construction des continus C, que
les inégalités

(1) ki 2k, —Fkyy powr n=12..
entratnent 'inégalité ¢(C,) < ¢(C,) o o= {k,} et o’ = {k}. D'antre


Yakuza


136 : N. Aronszain:

part, si les inégalités (27) ont liew, mais si pour I'une d'elles le
signe d'égalité est exclu, alors ¢(C,) <<¢(Cp). _

Par conséquent, pour résoudre le probldme considéré, il suffit
de prendre une suite de continus {C,} ot o,={k¥} et de poser
p. ex.: P =1 et k?=n i pour tout n > 0, lorsqu’il s'agit d’ob-
tenir les types de continuité croissants; resp. kP =1 pour n<Ci et
B0=mn—i41 pour n>>i, lorsqu'il s'agit d'obtenir les types ¢
déeroissants. .

Le probléme s'impose: eriste-t-il ume classe de puissance >> 8,
de continus dont les types ¢ forment un ensemble ordonné, ¢. b d. ne
contenant aucun couple de continus incomparables ¢?

La solution affirmative du probléme ainsi formulé peut étre
donnée facilement par la construction de 8, continus A,; ol & <9,
dont les types ¢ forment done un ensemble ordonné du type L.
Ces continus A4,; s'obtiennent des A,, en ajoutant & ces derniers
le coté inférieur du carré I.

Reste ouverte la question quels sont les types des ensembles or-
donnés que peuvent former les types de continuité des continus? En
particulier, peuvent ils former des ensembles ordonnés du type Q¥
du type u (type de 'ensemble des nombres rationnels) et du type 4
(celui de I'ensemble des mombres réels)? ). ‘

13. Nous allons construire & present un continu R tel que
(28) quel que soit le continu C, on a @,(B) = w,(C) pour i=0 et 1.

Avant d'aborder la construction de R, nous démontrerons le
lemme suivant:

Lemme A: Soit EO un espace métrique & lo méirique (°). Si
pour un sous-ensemble PO de E° il existe un nombre réel positif n<1
tel que pour chaque ensemble connexe M(C E° les inégalitds

M.-P'F0M— P°
entrainent Vinégalité
¢ (M) 2= 7,
on a pour i=0 et 1 '
(29) ,(E°% Z w,(P).

) Les deux derniers cas ont §té réalisés positivement par M. Z, Warass-

kiewics, Fund, Math. XVIII, p. 808.
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Démonstration: Par définition, w,(B?) est le premier nombre
ordinal @ & partir duquel la notion de limite des espaces E*“* reste
invariable. Par conséquent, la notion de limite de l'ensemble P,
considéré comme sous-ensemble de E““, reste invariable pour tout
a >z w,(E". Nous obtiendrons donc immédiatement l'inégalité (29),
si nous démontrons que, quel que soit @, l'ensemble PC, considéré
comme sous-ensemble de l'espace E*% posséde la méme notion de
limite que l'espace P*¢ En désignant, comme dans le théoréme X1,
par P¢ leusemble PO considéré comme sous-ensemble de E** ef
par (05 la métrique de Pespace P4, il suffit, d'aprés le théoréme XTI,
d'établir la proposition suivante:

(30) Si ( y) CP* et ¢4 (x, y) <m, alors *(m Y)<<¢* (=, )

Cette proposition étant évidente pour & ==0, admettons qu'elle
soit vraie pour tout & < « et considérons deux points (z, y)C P* ou
o', y) <<l On a d'aprés 2. Déf. I:

0" (w, y) = sup inf F¥(M%) <9
§<“ Mé‘

et on peut évidemment supposer dans cette formule que M¢ parcourt
seulement des sous-ensembles de K% tels que &“(M¢)<C#. Il en
résulte que %, comme sous-ensemble de E a le diamétre S MH<L .
D'autre part, 'ensemble M dans 'espace Z° est connexe, car d’aprés
le théoréme I, il possdde dans E° la propriété W, Il en résulte
par Ihypothése du lemme que l'on a MEC Pt ot en vertu de la
validité de (80) pour tout £ < e, I'ensemble P¢ posséde la méme
notion de limite que P, Par conséquent M?, regardé comme Sous-
ensemble de P, possdde encore la propriété W, et en outre on
a d’aprés (30) pour tout § < a: d4E(M¢) << 0*(M%). On en conclut
en vaison de 2, Déf. I que
oWz, y) = sup 1;[2 SRE(MP) < sup R}g HMH<< sup g}g % (M8) =
== gh%(z, y), e q f d
Ceci établi, passons & la construction du continu R.

Considérons le cube fondamental de 'espace de Hilbert, & sa-
voir V'ensemble B de toutes les suites X =={z,} ol n=1,2,... et

0Kz, <3", On pose duns H: o(X, X")= I/n:‘.jl(x,'.—w:)’ ol
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X' ={zs et X" ={2,}. On obtient ainsi un espace métrique H
& la métrique (o).

On sait que H est un continu et qu’il contient parmi ses sous-
ensembles des images homéomorphes de tous les continus 4°). Il est
facile de montrer que ces images homéomorphes peuvent étre choi-
sies de la sorte qu'elles contiennent deux points donnés d’avance
p. ex. les points

a=(0,0,...) e a,=(400,..)

Considérons la classe ¥, de tous les sous-ensembles fermés de H,
métrisée par la métrique de Hausdorff+), On sait que 4, est
un espace compact en soi4?). La classe ¥ de tous les sous-continus
de H qui passent par a, et a; forme un sous-ensemble fermé de <;
elle est donc compacte en soi.

Considérons d’autre part l'ensemble P de Cantor, parfait et
ponctiforme, sur le segment [0; 4] de I'axe réelle; c’est donc len-

semble des nombres §=—.E§—",; ol 4==0 ou 1. Tout intervalle
. k=)

(ouvert) de [0; 4] contigu & P est de longueur 4 3~ pour un # na-

turel. Appelons ces intervalles pairs ou impairs, suivant que pour

un 7 leur longueur est 4 3~ ou §3-*M, Les extrémités des inter-

valles contigus impairs, resp. pairs, forment I'ensemble P, C P, resp.
P,C P. Posons

(1) Py=P— (P, 4 P,).

D’aprés un théoréme connu¢?), 4 comme ensemble compact en soi,
est une image continue de P, c¢. & d. qu'il existe une transformation
continue f faisant correspondre & chaque point £¢ P, un continn

(B e et telle que f(P)=+.

“Soit maintenant & le produit combiuatoire du segment [0 3]

par l'espace H. Ainsi défini, @ est donc l'espace des couples ordon-

nés (§ X), ob £¢[0;4] et XeH, ayant une métrique (o) definie
comme il suit: ‘

!

v

Qx(P,1 Pu) —_ V(§1_-_§11)|+Q(X{’ Xn)g pour pr__:(g/’ X’) et pn_:(éu’ X”).

4%) C'est une conséquence d'un théoréme de P. Urysohn, C. R, Ac. 8¢, 178, p. 65,
4) of, F. Hausdorff, L e, p. 146.

%) ear H, est compact en soi; of. ¥, Hausdorff, 1, e, p. 166, VI,

#%) Voir p. ex. F. Hausdorff, L e, p. 197, V.
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Pour chaque £ ¢[0; 4] nous allons définir un_ ensemble 7(§)C G
par les conventions:

. T(E) == l'ensemble de tous les points (£, X) ¢ G ot X e f(£), lorsque
Ee P, '

T(E) = (& a1)y lorsque § appartient d un intervalle contigu impair,
T(E) = (& ay), lorsque § appartient & un intervalle contigu pair.

Ceci dit, posons

(32) R= Y 1)
§el0; 3]
Les engembles 7'(&) seront appelés tranches de E 44),
Ainsi défni, R est un continu par ‘suite de la continuité de la

fonetion f.
On vérifie sans peine les propositions suivantes:

(88) Les tranches T(E) forment une décomposition semicontinue de R,

(34) Pour chague 0 < § <1 la tranche T'(§,) coupe R ¢n deux
composantes, o savoirﬁf«; T etg}Eg’ &),

(85) Pour tout £e P la tranche T(E) est homéomorphe & f),

(36) Pour i=1 et 2, si le nombre § e P, est une e‘xtrémité .gazfche
resp. droite d'un intervalle contigu & P, la frontidre relative & R
du continu 3 T(E), resp. 3 T(E), se réduit & un seul point,

gk §=d ;

& savoir au point (&, a) de R.

D’aprés (35) et par définition de la fonetion f et de la classe 7,
il existe parmi les tranches T(§) une image homéomorphe de chaque
continu, Pour prouver la propriété (28) de R, il suffit done de mon-
trer que

(37) on a w(R) = (1) pour i=1¢ 2 et pour chaque §eP.

) La noﬁoﬁ de tranche du continu irréductible a été introduite dans la 1thé-
orie do ces continus par M, O. Kuratowski, Fund. Math, X, p. 250. Cette
notion se laisse géndraliser sur une clamse plas vaste de maniére i en connervex;
quelque propriétés caractériatiques (3 publier pilleurs). Les ensembles T(g)fson
justement des tranches généralisées de R, car R dépendant Elu choix de la fonc-
tion 7, Il n'est pas nécessaire que R soit un continu irréductible.
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Considérons & ce but un £e.P. Deux cas sont & distinguer:

10 £¢ P,. Soit dans ce cas M B un ensemble connexe unissant
un point de la tranche 7(£) avec un point d'une autre tranche 7(£)
ot p. ex. £<&. Il existo donc selon (31) deux nombres &, et &,
appartenant respectivement & un intervalle contigu impair et pair
ot tels que &<C & <& <<&. D'aprés (34) et par définition de T'(§)
ensemble M contient les points (&, @,) et (&, a;); on a done

(M) = .Qx [(61y @), (&3 0)] 22 0(ty, a5) = §.

Les hypothéses du lemme A se trouvent donc remplies pour
E0=R P'=T(§) et n=14% et, en vertu de ce lemme, la propo-
sition (37) est par conséquent vraie dans le cas en question.

20 £¢ P, + P,. Par raison de symétrie, nous pouvons évidem-
ment admettre que I'on a p. ex. £e¢P, et que £ est lextrémité
gauche d’un intervalle contigu. Considérons le continu R, ==§E 7).

e

Selon (36) et en vertn du corollaire XIV, le continu R, regardé
comme sous-ensemble de l'espace R"* posséde la méme notion de
limite que Pespace R} On a done

(38) w,(R) Z o,(E,).

Si l'on regarde maintenant R, comme un espace pour lui méme
et 7(§) comme un sous-ensemble de R,, on démontre tout comme
dans le cas 1° que les hypothéses du lemme A, sont réalisées pour
BE°=R,, P°=T() et n=1}. La formule (38) donne donc en
vertu de ce lemme w,(R)> w,(By) > w,(T(£)), de sorte que la pro-
position (37) est vraie aussi dans le cas considéré, Ainsi la pro-
priété (28) du continu R se trouve démontrée.

Les propriétés des continus 4, et B, impliquent en vertu de (28)
pour chaque nombre ordinal & de la premidre ou deuxiéme classe que

wO(R) > wO(Aa) =0 ¢ ml (R) 2 Wy (Ba) =a.
1l densuit que
0(R)ZZ 2 powr i=0 et 1,

ou Q désigne le premier nombre ordinal de la troisdme classe.

On ne connait pas la valeur exacte de w,(R): il est probable
que o,(B)=Q.

Remarque: Si Pon veut construire un continu & d’ordre
o(B") 2> Q sans exiger qu'il remplisse la condition (28), on peut le
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trouver dans lespace euclidien & 3 dimensions. Il suffit pour cela
de prendre comme point de départ, au lien du cube fondamental
de 'espace Hilbertien, le continu 1-dimensionnel ,universel* S de
M. W. Sierpifnski4®), situé sur le plan et contenant une image ho-
méomorphe de chaque continu 1-dimensionnel plan. Le reste de la
construction étant effectué comme plus haut, on obtient un continu R’
gitué dans l'espace & 3 dimensions et-ayant parmi ses tranches 7'(§)
des images homéomorphes de tous les continus plans 1-dimensionnels,
en particulier de tous les continus A, et B,. Or, ceci nous donne,
comme plus haut, que w,(R)> Q pour i=0 et L

14. Toutes les fonctions semi-invariantes que nous avons défi-
njes dans 10’. ont un défaut commun: pour les espaces E® ,are-
wise connected“ elles prennent une valeur constante, p. ex.

() == " ¥ (F0) = 1.

Nous allons maintenant définir, & l'aide des espaces E'*, des
fonctions semi-invariantes n'étant pas constantes pour les espaces
,arewise connected.

Désignons par ¢%(£°) la puissance minimum d'un sous-ensemble
de Vespace E* dense dans E'* et définissons, tout comme aupara-
vant, @'*(E9), en remplagant @ par un astérisque (voir p. 112).

Soit @,(E°%) le premier nombre ordinal @ pour lequel l'espace
E'e cesse d’tre séparable et posons ¢,(E?) == oo, i un tel nombre
n'existe pas. Il est évident que les fonctions @'* e @"* sont semi-
invariantes inférieurement, tandis que @, sont semi-invariantes supé-
rieurement 49),

A laide des continus A4, et B, on.peut construire facilement,
pour i==0 et 1 et pour tout & < £, des continus C parewise con-
nected® et tels que

(39) 0,(0) = p(C)=c.

P ex. pour 4= 1, on n'a qua considérer sur le plan un systéme
20y des axes rectangulaires, de prendre sur le segment [0; 4] de

48) Comptes Rendus de 'Acad, des Sciences (Paxis), volM62, p. 629. .

4%) On montre aisément que @; (&%) est soit < &, soit = om. Dans ce dernier
cos on o (8% < 2. Il serait Intéressant de construire un continu K tel que
PR == w;(K) = Q.
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laxe Oz Densemble parfait P de Cantor et, pour chaque fe P,
le segment S; & extrémités (& 0) et (£ 4), paralltle & Oy Soit
[£; &] un segment contigu & lensemble P et £, — & ==4 3~ Pre.
nons A présent la partie du continu B, située entre les segments S
et [ f] (ef 11, p. 131), y compris ces segments, et transportons
la par translation de sorte que S coincide avec Sy, et [f,; ty] avee Sy,
Pour chaque segment contigu [£,; &] on obtient ainsi un conti;u
C(§,, &) unissant les segments Sy et Sg.

Le continu cherché C est formé de la somme de tous ces con-
tinus C(§;, &), de tous les segments S; et du segment [0; }] de
I'axe O ‘

15. Nous avons déjh mentionné quelques problémes se ratta-
chant aux considérations de ce travail. Signalons en encore les
suivants:

1) Quel est le plus grand ordre o(C) dun continu C, e, & d.
I'ordre du continu B de 13.?

2) Ewiste-t-il une classe de puissance ¢ de continus ,arcwise con-
nected® incomparables ¢ deuxr & deux?

Remarquons qne les types ¢ des continug C ,arcwise conmected”, définis
dans 14., forment une suite qui, en vertu de (39), n’est pas croissante, Si l'on
démontre qu'elle n'est pas en'méme temps déecroissante, on sera en présence
de R, continus ,arcwise connected” incomparables ¢. 8i on démontre au contraire
que cetta suite est décroissante, on aura un ensemble ordonné du type £* des cou-
tinus C, ¢, 4 d. la réponse affirmative & un des problémes posds dans 12, p. 136,

. .3) Les fonctions ©*“ sont-elles indépendantes (en dehors des con-
ditions de 10!)? Plus précisément: dtant donndes deux suites {m?
({3

et {m.} de nombres cardinaux, od « << I' et I' est un nombre or-
dinal, assujetties aux conditions :

0 1
MM e me<Smy powr a << et i=0 ob I,
existe-t-il toujours un espace (un continu?) EO tel que l'on’ ait

VB =mi pour tout ¢ <D e i==0 of 19
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Sur la deuxiedme définition des ensembles finis
donnée par Dedekind.

Par
J. Cavailles (Paris).

On connait le passage de la préface de la deuxidme édition de
o, Was sind und was sollen die Zahlen“, ot Ded ekind aprés avoir
dnoncé sa seconde définition des ensembles finis (un ensemble S est
dit fini lorsqu'on peut l'appliquer en lui-méme de telle sorte qu'au-
cune vraie partie de S ne soit appliquée en elle-méme) ajoute: ,Nun
mache man einmal den Versuch auf dieser neuen Grundlage das
Gebsiude zu errichten’, promettant les plus grandes difficultés & ce-
lui qui voudrait développer cette définition sans le secours de la
suite des nombres naturels.

Dans son ouvrage sur les ensembles finis (Fund. Math. T. VI
p.46) M. Tarski, aprés avoir cité ce texte, derit: ,nos recherches
nous conduisent & une conclusion bien différente; si on admet le
théoréme 52 (0% il démontre V'dquivalence avec la définition dont
il est parti) comme définition d’ensemble fini, on en déduit sans
difficulté les théorémes les plus importants sur les ensembles finis
et on prouve son équivalence & la définition habituelle arithmétique*
(ibid. p. 92).

Dedekind avait pourtant fait la tentative ainsi qu'en témoi-
gne un opuscule resté manuscrit et que publie Mlle Noether
dans lo tome LI des Oeuvres complétes. Il n'y atteint aucune des
propriétés essentielles des ensembles finis, mais les notions qu'il y
introduit et les théorémes qu'il y démontre permettent d’en retrou-
ver sans effort quelques-unes, ( ‘

Supposons établie la correspondance qui applique d'une fagon
univoque l'ensemble fini § en lui-méme et aucun vrai sous-ensemble
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