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Corollaire II. S un ensemble S est fini il est impossible d'ap-
pliquer d'une fagon biunivoque S sur un de ses vrais sous-ensembles.

Par induction compléte:

1° s étant un élément de S le théoréme est vrai pour l'ensem-
ble (s)

20 gil est vrai pour l'ensemble A, il est vrai pour 4 - (b), b
étant un élément de S.

La réciproque, qui établirait 'équivalence des deux définitions ne
semble pas pouvoir 4tre démontrde sans l'aide de la suite des en-
tiers, comme disait Dedekind (cf. Zermelo Acta Math. t. 32,
p- 190). :
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Théorie générale de 'homologie dans un espace
quelconque.

Par
Eduard Cech (Brno).

~ Dans les derniéres années, plusieurs auteurs’) ont développé
tune théorie de I'homologie dans un espace mélrique et compact R.
Voici la manidre de procéder de M. Alexandroff: D'aprés le
théoréme de Borel, on peut recouvrir R par un systdme fini

1 U, Uyy-..y U

d’ensembles ouverts ) dont la norme (= maximum des diamétres
des ensembles (1)) est inférieure & un nombre positif donné. Or on
déduit de (1) un complexe (abstrait) N dont les sommets ay, ay,..., @,
correspondent aux ensembles (1), les sommets a,,, a,,,..., a, déter-
minant un #-simplexe de N si et seulement si les ensembles corres-
pondants U, U,,..., U, ont un point commun. Ceci étant, on
considére une suite de recouvrements tels que (1), dont les normes

1) P, Alexandroff, Untersuchungen iiber Gestalt und Lage abgeschlossener
Mengen beliebiger Dimension, Annals of Math,; (2) 80, 1929; p. 101—187, ol Yon
trouve cités les travaux antérieurs du méme auteur.

8. Lefschets, Topology, Amer. Math. Soc. Coll.” Publ,, vol. 12, 1980,
Chap. 7, § 4.

L. Vietoris, Uber den htheren Zusammenhang kompakter Riume und eine
Klasse von znsammenhangstreuen Abbildungen, Math, Annalen, 97, 1927, p, 464—472,

Pour le cas particulier od l'espace R et une partie du plan euclidien, v. déjh
L. B. J. Brouwer, Beweis der Invarignz der geschlossenen Kurve, Math, Annalen,
72, 1912, p. 422425,

1) M, Alexandroff coheidére des ensembles fermés; mais cette différence
n'est pas essentiolle (v. ce Mémoire, V, 8).
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tendent vers zéro, chaque recouvrement de la suite s'obtenant du
précédent par une subdivision, et l'on forme la suite

2 Ny Npy N,

des complexes correspondants (Projektionsfolge). Chaque cycle Cp,
situé dans N,,, détermine un cycle Cj==Cpy; dans N,, la pro-
jection de Cry. Une suite

r Cg, G,y

de cyecles contenus dans les complexes (2) constitue un cycle dans B
(Projektionszyklus, Vollzyklus) si l'on a pour chaque » I'homologie
C: ~ n G}y dans N,,.

Or si l'espace B est quelconque, on peut aussi considérer des
recouvrements finis (1) formés d'ensembles ouverts (= réseaux
ouverts). Ici encore, chaque réseau peut étre considéré comme un
complexe. L'unique différence consiste en ce qu'il n’existe plus une
suite telle que (2) constituée par des réseaux ,arbitrairement petits“;
au lieu de la suite (2), on a ici & considérer la famille de fous
les Téseaux ouverts !). Le but principal de ce Mémoire est de mon-
trer comment on arrive ainsi 4 une théorie de 'homologie dans un
espace topologique quelconque; le traitement ne suppose d'ailleurs
aucune connaissance des travaux antérieurs.

L’ouvrage est divisé en cinq Chapitres. Au Chap. I, je rappelle
sans démonstration quelques propriétés connues des modules. Au
Chap. IL, j'expose une théorie générale d’une maniére trds abstraite,
Je ne suppose ici rien sur la nature de l'espace R; au contraire je
suppose donnée une famille fondamentale de réseaus, c'est-h-dire une
famille de recouvrements finis de B soumis 3 la seule restriction
qua deux recouvrements quelconques de la famille on en puisse
détermindr un troisiéme qui soit un ,affinement* simultané des deux
recouvrements donnés. Chaque famille fondamentale de réseaux
donze lieu & une théorie de Phomologie des cycles. Je considére
d'silleurs, d'aprés M. Lefschetz?), des cycles mod @, @ étant un

') On sait que M. Hurewicz a moniré limportance de la famille de tous
les réseanx ouverts dans la théorie de la dimension des espaces métriques et sé-
parables (v. W. Hurewicz, Proc. Acad. Amsterdam 80, 1927, p. 425 ou bien
K. Menger, Dimensionstheorie, Chap. V), .

1) Topology, Chap. I, n® 14,
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sous-ensemble donné queleonque de R. Au Chap. III, je considére -
le cas important olt R est un espace topologique, la famille fonda-
mentale étant celle des réseaux ouverts. J'y expose d’abord les re-
lations entre les cycles dans R et les cycles dans un sous-ensemble
fermé de R. Ensuite, je montre que la théorie des cycles de dimension
zéro coincide avee la théorie de la connexité au sens de Lennes-
Hausdorff. Ala fin, je considére des réseaux rdguliers?) par rap-
port & un sous-ensemble de R.

A ce but, je démontre (IIL20) deux lemmes relatifs & un espace
topologique complétement normal, qui ont peut-8tre quelque intérat
intrinséque. Au Chap, IV, je traite une application de la théorie
générale; notamment, je généralise uo théoréme de MM. Mayer
et Vietoris?) relatif aux homologies dans la somme R, -} R, de
deux complexes, au cas ob B, et R, sont deux espaces topologiques
normaux fermés dans leur somme. La méthode dont je fais usage
ici est celle de MM, Mayer et Vietoris, mais dans la cas bien
plus général que j'envisage il y a des difficultés que 'on vaine d’une
part au moyen de la notion d'un réseau régulier, d'autre part par
un théoréme général (II 21) relatif & lexistence des cycles. Le thé-
oréme que je démontre contient comme cas particulier le ,théoréme
de Phragmén-Brouwer généralisé* de M. Alexandroff?).
Au Chap. V je remarque d'abord que la théorie des cycles & coef-
ficients rationnels (suivant M, Lefschetz¢) exposée aux Chap. pré-
cédents peut se transporter au cas (considéré par M. Alexander?)
des cycles dont les coefficients sont des entiers réduits mod. m.
Ensuite, je montre que le cas oh la famille fondamentale est celle
des réseaux fermés est essentielloment identique au cas (que je con-
sidére) des réseaux ouverts, A la fin, je remarque que lon peut ob-
tenir une nouvelle théorie de I'homologie en choisissant une famille
additive fixe de sous-ensembles de R; en particulier, on peut obtenir

1) Cf. Lefschetz, Topology, p. 91 (normal neighborhood NL),

) W. Mayer, Uber abstrakte Topologie, Monatshefte f, Math, u. Phys, 36,
1029, p. 1—42.

L. Vietoris, Uber die Fomologiograppen der Vereinigung zweier Komplexe,
ibidem, 87, 1980, p. 159—162.

. %) Untersuchungen ete,, p. 178,

4) Topology, Chap. VIL.

¥ J. W, Alexander, Combinatorial’ snalysis sitas, L -Transactions Amer.
Math, Soc., 28, 1926, p. 801—829, ) .
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une théorie qui est & celle exposée au Chap. III dans le méme
rapport que la notion du continu & celle d'un ensemble connexe.

1. Modules.

1. R désigne l'ensemble des nombres rationnels.

Un ensemble quelconque non vide M s'appelle un module si 'on
a défini deux opérations: 1° la somme a-be M de deux éléments
a, beM; 2°le produtt rae M d'un élément a e M par un nombre
r N3 on suppose d'ailleurs que

10 par rapport & I'addition, M constitue wn groupe commutatif
dont 'élément identique soit désigné par 0';

2° pour a,beM; r,s¢R on a

rl@+b)=ra4rb (r+s)a=ra-+sa,
r(sa)=(rs)a, la=ua.

On en déduit en particulier que Oa==0’, r0'=(’, tandis que
pour r==0, a0’ on a ra==0'. Dorénavant, nous écrirons plus
simplement 0 au lien de 0.

2. On dit que l'élément ae¢ M dépend de AC M si a=0 ou
a,.=.1§.,'r,a, pour un choix convenable de n=1,2,3,..., r, N,
a,ed (1=v=n).

On dit quun sous-ensemble A(C M est indépendant si l’on ne

peut trouver des éléments ay,...,a,e M (n==1,2, 3,...) différents
I'un de 'autre et des nombres ry,..., r, ¢ % dont un an moins =0

n
de maniére que l'on ait Jr,a,=0. Cette condition est vérifide si
1 .

A =0 est 'ensemble vide.
Un ensemble A(C M constitue une base du module M si 1° 4 est
icdépendant; 2° chaque élément de M dépend de A.

8. Chaque module posséde au moins une base; le nombre % des
termes d’'une base (c'est un nombre naturel ou bien un aleph) est le
méme pour toutes les bases; nous appellerons k le rang du module M.
Un module M est dit fini si son rang est fini.

4. Un ensemble M, C M, M, =0, constitue un module si et seu-
lement si
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1° a, beM, implique a b ¢ M, ;
20 ae¢ M, reR implique raeM,.

On dit alors que M, est un sousmodule du module M.

b. Soit 4, une base d'un sousmodule M, du module M, Alors
il existe une base 4 )4, du module M. :

6. Soient &, &, les rangs d’'un module M et de son sousmodule M.
Alors hy, = h. Done si le module M est fini, aussi M, est fini; dans
ce cas, I'égalité hy ==h entraine M, = M.

7. Une suite ddcroissante de sousmodules d'un module fini M
est toujours finie (si le rang de M est h, la suite posséde au plus
h 41 termes).

8. Soit M une classe (non vide) de sousmodules d'un module
fini M et soit P le produit (== partie commune) de tous les modules
de la classe M. Il existe alors des éléments My, M,,..., M, (k fini)
de la classe M tels que P= M, M,,..., M,. Si P=£0, cest un
sousmodule de M.

9. Soient M, M’ deux modules. Soit f une fonction univoque
définie dans le domaine M et telle que: 1° pour a¢M on a fla)elM';
20 pour a’e M’ il existe un élément a ¢ M tel que a'=f{a); 3° pour
a,be M on a fla—+b)==f(a)-+f(b); 4° pour aeM, reR on
a f(ra)==rjf(a). On dit alors que le module /' est une image homo-
morphe du module M, Si a=kb entraine f(a) = f(b), on dit que les
modules M, M’ sont isomorphes.

10. Soient h, A’ les rangs des modules M, M'. Si M’ est une
image homomorphe de M, b’ < h (en particulier, une image homo-
morphe d'un module fini est un module fini); si M et M’ sont iso-
morphes, 2’ = h. Et réeciproquement.

11. Soit M; un sousmodule d’un module M. On peut considérer
comme dgaux deux éléments a, beM tels que a — be M. En faisant
ainsi, on obtient de M un nouvean module que nous désignerons
par M — M,. Evidemment M — M, est une image homomorphe de M.

12. Soient M, Mg deux sousmodules d’un module M jouissant
de la propriété suivante: Pour chaque a e M il existe un et un seul
couple a,, a, tel que a, e M;, 4,6 My, a=2,-a,. On dit alors
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que le module I/ est la somme directe des modules M;, M, et I'on
éerit M= M, + M,.

13. Soit M; un sousmodule d’un module M. Il existe alors un
sousmodule M, de M tel que M =M, + M,. Le module M, est
isomorphe & M — M,.

14. Soit M un module; soit L M. Nous dirons que L est un
systéme linéaire #'il existe un élément a,e L et un sousmodule M,
de M tel que pour ae M on a aeL si et seulement si a — ag e M,.

15. Soit A une classe (non vide) de systémes linéaires contenus
dans un module fini M et soit @ le produit de tous les systémes
constituant la classe A. Il existe alors des éléments L,, L,,..., L,
(k fini) de la classe A tels que Q =L, L,... L. Si 930, clest

un systéme linéaire,

II. Homologies par rapport & une famille fondamentale
de réseaux,

1. Soit R un ensemble arbitraire donné. Soit Z une famillé
donnée satisfaisant aux deux axiomes suivants:

1° Chaque élément 1 de Z est un ensemble fini de parties
Uy Uy,..., U, de R telles que 2‘: U,=&; U,&0;
1

2° U, U, e Z étant donnds, il existe un élement B e Z tel que
Ve®B entraine V(C U, U, pour un choix convenable de U, ey,
Ty ell,y.

Chaque élément Il de Z sera nommé un réseau; la famille Z pera
appelée la famtlle fondamentale de résesuz. Les éléments U d'un
réseau Ul seront appelés les sommets du réseau U et aussi les, (0, 1v)-
gimplexes. Nous désignerons habituellement un réseau par une des

lettres U, B, W; les sommets de 11 p. ex. seront désignés par la
lettre U (éventuellement avec un indice).

2. U étant un réseau et » un nombre uaturel, un (n, U)-simpleve
sera par définition un symbole de la forme

(T, O,,y..., T,

ob les. U, (qui seront appelés les sommets du simplexe) sont des
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gommets de U tous distincts l'un de Pautre et tels que l'ensemble

(1) v

0

n'est pas vide. Si (v, »....,%,) est une permutation des indices
(0, 1,..., #), mous poserons

' (2) (UWI’ Uv;v'y"! Uvn): i(Um Ula"'s U;l)

avec le signe supérieur (inférieur) dans le cas d’une pern'uutation
paire (impaire). L'ensemble (1) sera appelé le noyau du simplexe.
Nous désignerons un (n, U)-simplexe par S*(1) ou par S" (éventuel-
Jement avec un indice inférieur). Le noyau du simplexe S* sera
désigné par J(8").

8. Soit U un réseau; n==0, 1, 2,.. Soient 8, Sf.., S5, tous les
(n, W)-simplexes (de deux simplexes tels que 2(2) nous n'écrivons
qu'un seul). Une (n, U)-chaine sera par définition un symbole de la

forme ’
@n

s

1
oti 7, ¢R. Nous désignerons une (n, U)-chaine par K"(ll) ou par K
(éventuellement avee un indice inférieur). Aprés d'es conventions
évidentes, lensemble de toutes les (n, l1)-chaines constitue un modul.e :
fini. Pour presque toutes les valeurs de n, on a @, =0; alors il
n’existe qu'une seule (n, U)-chaine K"==0.

4. La frontitre d'une (O,vu)-chaine est zéro; notation F(K°)=.O
ou K°—> 0. Soit maintenant n>0. La frontitre d'un (n, ll)-sim-
plexe "= (Ty, Uy,..., U,) est la (n— 1, U)-chaine

n—1

RS =Y (— 1y 85 8
0

étant le (n—1, U)-simplexe dont le symbole gobtient de (T, Uiyes Us)
en y omettant le sommet U,. La frontitre d'une (r, )-chaine

on
K"= 2 Ty S:
1
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est la (n — 1, W)-chaine
FE= 3 r, F(S3).
1

Au lieu de K™ '==F(X") nous écrirons aussi K"—K"*'. En vertu
de l'opération F, un certain sousmodule du module des (n — 1, Ul)-
chaines est une image homomorphe du module des toutes les (n, U)-
chaines. :

5. Dorénavant, la lettre 4 désigne un sousensemble donné de R.
Nous dirons que la (n, U)-chaine

Gn
LI
Kr= 2, r, S5
1

est confenue dans A (notation: K"(_ A) si pour chaque valeur de »
on a un des deux cas suivants: 1° r, =0; 20 4, J(S%) 3= 0. Cette
condition est toujours vérifiée dans le cas 4 = R. Les (n, U)-chaines
contenues dans A constituent un module. Evidemment K”(C A en-
traine F(E")(C 4 Y

6. Dorénavant, la lettre ¢ désigne un sous-ensemble donné de 4.
La notation K7(0)= KZ(ll) mod ¢ signifie que K3(U) — K3(11) C e;
dans ce cas, si K7(U)C 4, on a aussi Kj(U)(C 4. Si l'on considére
comme égales deux (n, U)-chaines qui sont égales mod @, 'ensemble

de toutes les (n, U)-chaines continue & constituer un module (v. I, 11).
Nous éerirons

)] K" K** mod «

pour indiquer que F'(K”)= K" mod a. Dans la relation (1) il est
permis de remplacer chaque chaine par une autre égale & elle mod a.

7. Une (n, U)-chaine K*( A sera appelée un (n, W)-cycle mod
dans A dans le cas od K”-—>0 mod a. [Dans le cas 4= PR on
parlera simplement d’'un (n, W)-cycle mod a]. Les (n, W)-eycles mod «
dans 4 constituent un module. On désignera les (m, U)-cyeles mod &
par C*(ll) ou par C*, éventuellement avec un indice inférieur. Dans
le cas @ =0 on parlera de (1, U)-cycles absolus. Evidemment, un

1) 11 est important de remarquer que les relations ErC 4, E»C A4, n'en-
trainent pas K»(C 4, 4,,
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(n, W)-cycle absolu est aussi un (n, U)-cycle mod & pour chaque
choix de a.

8. On démontre sans peine !) que F[S"**(Ul)] est un (n, U)-cycle
absolu. Donc une (1, )-chaine C* est un (n, U)-cycle mod ¢ dans 4
g'il existe une (n <~ 1, U)-chaine K"t'( 4 telle que K" —C" mod &
(il en résulte C"(C A). Chaque (n, U)cycle 0" mod ¢ dans A jouis-
sant de cette propriété sera nommée homologue & 2éro mod o dans A4,
ce qu'on éerit '

C* ~0 mod e dans 4.

[L'attribut ,dans 4% sera omis si 4 ==R]. La notation

1) Cf ~ C% mod o dans A

signifie que Cf et Cf sont des (n, l)-oycles mod o dans A tels que
¢ —C%~0 mod o« dans 4. Les (n, Ul)-cycles homologues & zéro
mod ¢ dans A constituent évidemment un sousmodule du module de
tous les (1, U)-cyeles mod & dans 4. En considérant comme égaux deux
eycles C4, Cj liés par (1), ce que nous ferons dans tout ce qui suit,
les (n, )-cycles mod & dans 4 continuent done (v. I11) & constituer
un module fini. La relation (1) vaut en particulier si €7 = C§ mod a.

9. Un réseau B est un affinement d'un réseau U si chaque som-
met V de B fait partie d'un sommet U de U. U, H,,..., U, étant
des réseaux donnés (en nombre fini), d’aprés no 1, axiome 2°, il existe
un affinement simultané B de tous les réseaux il,. Evidemment un
affinement d'un affinement d’un réseau U est un affinement du
résean U,

10, Soit B un affinement d'un réseau Ul A chaque sommet V
de % on peut alors faire correspondre un sommet nV=UD ¥V bien
déterming du réseau . Liopération 7 sera appelée une projection
du réseau % dans le réseau ll; nous écrirons z == Pr. (%, U). Les
réseaux 1, B étant donnés, il peut exister plusieurs projections

de B dans 1.
11. Soit ¥ un affinement d’un résean U; 7z ==Pr. (B, U). Soit
*=(Vy, Viyerny Vi)
un (n, V)-simplexe. Si les sommets

wVy Vi, oV,

1) V. p, ex. Lefachets, Topology, p. 19.
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~du réseau Ul ne sont pas tous distinets I'un de l'autre, on posera
8% ==0; dans le cas contraire :

Al =(nVy V..., nV,)

est un (», U)-simplexe. Si

K- 25' r, S&.
1

est une (n, B)-chaine, sa projection 7z K” sera par définition la

(n, W)-chaine
m K" -—-:2 r, w82,
g :

En vertu de l'opération 7, un certain sousmodule du module de
toutes les (n, U)-chaines est une image homomorphe du module de
toutes les (n, B)-chaines. Pour chaque (n, B)-simplexe S” on a la
relation

7 F(8") = F(n 87)

qui est évidente si #S"==0 mais qui vaut aussi?) dans le cas
78" =0. Done 7 F(K")= F(n K") pour chaque (n, B)-chaine K.
Lorsque K*(CA od K"(C a, évidemment aussi zK*(C4 ou aK*Ca.
De toutes ces remarques il résulte: si C" est un (n, B)-cycle mod a
dans A, alors z C" est un (n, U)-cycle mod o dans A; si en outre
C" ~ 0 mod e dans 4, aussi 7 C* ~ 0 mod « dans 4.

12. Soit B un affinement d’un réseau A; soit 7 = Pr. (B, 1),

7ty = Pr. (B, ). Rangeons tous les sommets de B dans une suite
finie bien déterminée

M, T
et posons 7, V,, = U,, m, ¥, = U, Maintenant éoit
8" =(V,, V..., v,)
un (#, B) simplexe; on peut supposer que v, <% <...<<#,. Posons

pour un moment

P§Y)=F 0O, ;... U, U0, T, ... T, UL

{=0

) V. p. ex. Lefschets, op, e, Chap, II, n° 2,
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en convenant qu'a droite chaque symbole dont les sommets ne sont
pas tous  distinets signifie zéro. Done P(S8") est une (n -1, U)-

o
chatne. Si K" = f"r,, S% est une (n, B)-chaine, posons P(K")=

..—=$r,, P(87). On démontre sans peine ') que
P(8") - my S* — m, S* — P[F(S")]

d'od pour chaque (n, B)-chaine K"

1) P(K") ~» my K" — mty K* — P[F(K")].

En particulier, considérons une (», B)-cycle C* mod ¢ dans 4;
alors C*C 4, F(C")C a, d'ott P(C*)C 4, P[F(C")]C a, de maniére
que la relation (1) donne

7ty C" ~ 7, C" mod « dans A.

Or nous avons convenu de considérer comme égaux deux (n, U)-
cycles mod @ dans 4 homologues mod o dans A; donc nous pou-
vons toujours choisir arbitrairement la projection Pr. (3B, ).

18. Soit B un affinement d’un réseau 1l et soit W un affinement
du réseau B; soit # = Pr. (B, W), &' = Pr. (W, U). Supposons qu’un
(n, W)-cycle C*(1) mod « dans A jouisse de la propriété que
o C"(MW) ~ C*(1) mod « dans 4 pour un choix convenable du
(n, W)-cycle C*(W) mod & dans A; slors C"(B) ~ C*(U) mod e
dans A pour un choix convenable du (z, PB)-cyele C*(B) mod o
dans 4.

En effet, soit 7'’ = Pr, (I, B); d’aprés 12 on peut supposer que
n = nma’ %); alors il suffit de poser C*(B)=7" o).

)

14. Un (n, U)-cycle C*(11) mod ¢ dans A s'appellera essenticl si,
pour chaque affinement B de U il existe un (n, B)-cycle _C"(iB)
mod ¢ dans A4 tel que 7w C*B) ~ C*(W) ok 7= Pr. (B, W). 8i l'on
considére comme égaux deux (n, )-cycles homologues mod o dans 4,
les (n, W)-cycles essentiels mod a dans 4 constituent un module
fini; cet important module sera désigné par M,(4,1; a). Le sym-
bole A s'omettra dans le cas A =R; le symbole a somettra dans
le cas @ = 0; done p. e. M,(1)=M,(R, I 0).

1) Of. Lefschetz, op. e, Chap. I, n® B, ‘
%) L'opération sz’ a'obtient en effectuant d'abord l'opération #'/ et ensuite 7.
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16. Un affinement L d’un réseau U est dit normal, lorsque pour
n=0,1,2,..., et pour chaque (#, B)-cycle C*(B) mod « dans 4
le (n, W)-cyele 7 C*(B) mod @ dans A [z ==Pr. (B, Il)] est essentiel,
La notion de normalité dépend doae de 4 et a. D'aprés 13, chaque
affinement d’un affinement normal du réseau U est un affinement
normal de 1. '

16. I étant un réseau arbitrairement donné, il existe um affine-
ment normal de U (pour un choix donné de 4, a).

Démonstration. La condition de normalité est banale pour
toutes les valeurs suffisamment grandes de » (pour toutes les valeurs
de » pour lesquelles les (n, W)-simplexes n’existent pas). Il suffit
done (cf. la remarque faite 4 la fin du n® 15) de prouver l'existence
d'un affinement tel que la condition de normalité soit satisfaite pour
une valeur donnde de n. Cela étant, pour chaque affinement B du
réseau U soit I'(B) Pensemble de tous les (s, W)-cycles C*(1) mod «
dans 4 pour lesquels il existe un (#, B)-cyele C*(B) mod o dans 4
tel que C"(Ul) ~ 7 C*(B) mod « dans 4, ol == Pr.(B, U). Pour
chaque choix de B, I'(B) est un sousmodule du module fini
M, (4, 1; a); en outre, si W est un affinement de B, d’aprés 13 on
a I(WC I'(B).

Evidemment I'ensemble £ de tous les (s, W)-cycles mod « dans 4
essentiels coincide avec la partie commune de tous les I'(B), od B
parcourt tous les affinements de L. D'aprés 18, il existe des affi-

nements B;, By,..., B (k fin) de 11 tel quo B= ITI'(B,). Soit B
1

un affinement simultané de tous les réseaux B, I1=Zv< k). Alors
I'®WC I'(B,), dod I'W)CE (et naturellement I'(W) = E).
L'affinement B de U1 jouit done de la propriété voulue.

17. D’aprés la remarque 4 la fin du n° 16, on a plus générale-
ment: U,,..., U, étant des réseaux donnés en nombre fini, il existe
un affinement normal simultané de tous les U1, .

18. Soit B un affinement d’un réseau 11; m = Pr. (B, U). Soit
C*(U) un (m, U)-cyele mod o dans A essentiel. Il existe un (n, B)-

eyele C*(®) mod & dans 4 essentiel tel que m O (B) ~ C*(1) mod «
dans A.

Démonstration. Soit (16) W un affinement normal du ré-
sean B; 7' = Pr. (B, B), donc na’ = Pr. (W, "W). Le cyele C*(W
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étant essentiel, il existe un (n, W)-cycle C"(TW) mod o dans 4 tel
que (W) ~ zn’' C"(W) mod ¢ dans 4. En posant O*(B) = a’ O"(W);
on a C*"(U) ~ wC"(®B) mod @ dans 4; en outre, le cycle C*(B) est
essentiel, car W est un affinement normal de B.

19. Le théoréme qui vient d’étre prouvé peut évidemment s'énon-
cer ainsi: B étant un affinement de U, le module M,(4,U;a) est
en vertu de l'opération m == Pr, (%0, ll), une image homomorphe du
module M, (4, B; ).

20. Soit donné, pour chaque résean U, un (n, U)-cycle C*(U)
mod « dans 4 et supposons vérifiée la propriété suivante: Si B
est un affinement de W, w==Pr, (B, W), alors C"(U) ~ = C*(B) mod ¢
dans 4. L'ensemble {C"(l1)} de tous les cycles C*(Ul) sera appelée
un (n, R)-cycle mod o dans 4. L'attribut ,dans 4% s'omettra dans
le cas 4 =R; dans le cas & ==0, nous parlerons de (n, R)-cycles
absolus. En vertu des conventions évidentes, l'ensemble de tous les
(n, R)-cycles mod & dans 4 constitue un module. L'homologie {C*(U)}~0
mod @ dans 4 signifie que 0"(ll) ~ 0 mod @ dans 4 pour chaque
réseau U, L’homologie {Ci(W)} ~ {C3(W)} signifiie que {C7(W)} —
— {O3()y = {C1 (1) — C5(U)} ~ 0 mod o« dans 4. Si Don considére
comme égaux deux cycles homologues mod o dans A, I'ensemble
de tous les (n, R)-cycles mod & dans 4 continue (v. I11) & consti-
tuer un module. Cet important module sera désigné par M,(4, E; a)
et son rang (qui est un nombre naturel ou un aleph) sera désigné
par P,(4, R; a). La lettre A s'omettra dans le cas 4= R; la lettre a
g'omettra dans le cas o == 0. Le nombre P,(R; &) est le n"™ nombre
de Betti de B mod a; le nombre P,(R) est le #*™ nombre de Betti
absolu de R.

21, Soit donné, pour chaque résean 1, un systéme linéaire?)
(v. 114) L*(11) de (n, Uycycles mod o dans A et supposons vérifiée
la propriété suivante: Si B est un affinement de U, = = Pr.(B, U),
on a 7 L*(B)C L*(W). Alors il existe un (s, R)-eyele {C*(ll)} mod &
dans A tel que C*(U)e L*(1l) pous chaque réseau U.

La démonstration de ce théoréme fait lobjet des n* 22—27.

1) Nous considérons comme égaux deux ecycles homologues mod ¢ daus 4 de
manitre que les rélations” C4(1) ¢ L"(1N), ) ~ CHW) mod ¢ dans 4 en-
trainent que (%(U) ¢ L*(1).

Fundamenta Mathematicae, t. X1X, 11
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22. Pour chaque réseau U, soit Lj(l1) la partie commune de
tous les ensembles 7z L*(B) 1), ol B parcourt tous les affinements
de U, # = Pr.(B, ). Evidemment, chaque = L"(B) est un systdme
lindaire de (n, lj)—cycles mod & dans 4 et, si W est un affinement
de B, n’' = Pr. (W, N), on a 7' L*(W)C 7 L*(B) (cf. 13) D'aprés I 15,
il existe des affinements B,, B,,..., B, (k fini) de U tels que

'{(U)=Iin,L"(§B‘,), ol m,= Pr.(B,,U). Soit B un affinement
1

simultané des réseaux B,, w=Pr.(B, W) Alors nL"(B)C =, L"(B,),
done = LA(B)C Lr(U), d'od m L*(B) = L;(1) en vertu de la défini-
tion méme de L(U).

23. Un affinement B d'un réseau U soit appelé favorable si
7 L*(B) = L;(W); nous venons de voir que chaque réseau Ul posséde
un affinement favorable. Evidemment chaque affinement d’un affi-
nement favorable d'un réseau U1 est un affinement favorable de 1I.
Done &i P’on a donné un eusemble fini de réseaux, il existe un affi-
nement favorable simultané de tous les réseaux donnés.

24. Soit B un affinement d'un réseau U; w = Pr. (B, U). Alors
7 L}(B) = Li(). ,

Démonstration. Soit W un affinement favorable simultand
des réseaux U, B, soit 2’ = Pr.(W, B), donc mn' = Pr.(BW, W).
D’aprés la définition méme d'un affinement favorable. on a /L ()=
= L}(B), na’ (W)= L), d'od 7 L}(B) = LxW).

25. Rangeons la famille fondamentale Z de réseaux sous la forme
d’'une suite transfinie bien ordonnée

u01 ul!v"s uan um+11"1 ue"" (§< }’)
On peut alors former une suite transfinie
1) Coy Chivvny G5y Ol Cooon (E<<y)

ot CfelLi(lly) de maniére que l'on ait la propriété P suivante: Si
74y "s,..., M 80Nt des nombres ordinaux en nombre fini inférieurs
& 9, il existe un affinement simultané B des réseanx u, 1sv<k)
et un eycle C*(B)e Ly (B) tel que =, C*(B)) ~ Gy, mod @ dans 4
l=v<¥k =, =P (BU,)

) wL” (%) est lensemble de tous les (n, W1)-cycles ‘ C"(ll) mod a dans A
tels que C#({1) ~ 7 C™(B) pour un choix convenable de C"(B) e L"(B)

3
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La démonstration en sera donnée dans les deux #* suivants;
énoncé du n® 21 sera alors prouvé, car {C3} est un (n, R)-cycle
mod ¢ dans 4. En effet si U, est alinement de U,,, n="rr.(U, U,),
d'aprés la propriété P il existe un affinement B simultané des ré-
seaux U, U, et un eyele C"(B)e Li(B) tel que =,C"(B) ~ Cr,
my C*(B) ~ Cy, mod & dans A4, ol 7, = Pr (B, W) 7= Pr.(B, U,)
or on peut supposer que m, == n7, de maniére que Om ~ qumy CHB) ~
~nC" mod o dans 4.

M

26. On construit la suite transfinie 25 (1) par récurrence trans-
finie. Le cycle Cf e Li(ll,) peut étre choisi & volonté. Supposons que,
£ étant un nombre ordinal <y dooné, on ait déjh déterminé tous
les termes Cy e Li(U,), 7 < & de la suite 25 (1) de telle fagon que
on ait la propriété suivante: Si #,, 7,,..., 7, sont des nombres
ordinaux inférieurs & £ on nombre fini, il existe un affinement si-
multané B des réseaux U, (1 =v=k) et un cycle C"W)e L1 (V)
tel que 7,0"(V)~ Oy mod o dans 4, od n, = Pr(B,U,) Il
g'agit seulement de ce qu'il est alors possible de choisir un cycle
Ofe Lt(U;) de telle fagon que, pour #y,..., 7 < § (k fini) il existe
toujours un affinement T simultané des k-1 réseanx U, U,,... U,
et un cycle C*(W)e Lj (W) tel que 7, C"(W) ~ C; , =wC"(W) ~ (¢
mod « dans 4, ob 7, = Pr.(B, U, ) n=Pr.(B, Uy

27. Pour 7y, 1s,-.., m << donnds, désignons par A(m, ns-.., M)
Pensemble de tous les cycles Cfe Lj(l,) jouissant de la propriété
qui vient d'8tre énoncée. Alors A(n;, s,..., ma) == 0. En effet, soit B
un affinement simultané des réseaux WU, U,,..., U, tel que, pour
un choix convenable de C*(B) ¢ L} (D), on ait z,C"(B) ~ C; mod &
dans 4, od 7, = Pr.(B, U, ). Soit W un affinement simlultané-des
réseaux W, et B; m=Pr.(BW, W), #= Pr.(B,B). done my =7, W=
= Pr.(B, U, ). D'aprés 24, on a 7 L] (W) = Lz (B); done il existe
un eycle C"(2)e L (W) tel que 7 C" (W)~ C*(B), donme aussi
m, C" (W)~ C; mod a dans 4. En posant C’§'=n‘0"(518) en L (W)=
=L (1), on a Cled(m, fyye-., 7). Liinégalité A(m, y..es 1)
étant ainsi démontrée, on vérifie sans peine que A(7, N,..., M) 8t
un systéme linéaire de (n, Uy)-cycles mod o daos 4. La pa-rtie com-
mune d’un nombre fini quelconque de tels systémes linéaires

Ay (r=1,2,..., b) *
1
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est toujours £= 0, car elle contient évidemment le systéme linéaire
Ay o, mh), By '?Y;,))-

D’aprés 116 on en déduit que la partie commune A de fous
les A(n,..., 1) (pour tous les choix possibles des nombres ordinaux
ureeer 7 €0 nombre fini tous inférieurs & &) est elle aussi 5= 0.
11 suffit évidlemment de choisir arbitrairement C%e A.

28. Soit U, un réseau donné et soit C; un (n, Uy)-cycle mod «
dans A essentiel dooné. Il existe an (n, R)-eyele {C*(0)} mod «
dans 4 tel que C"(lly)= Cx.

Démonstration. Soit B un réseau arbitraire. Désignons par
L*(B) l'ensemble de tous les (n, B) cycles mod ¢ dans A4 jouissant
de la propriété suivante: Il existe un affinement simultané 2B, des
deux réseaux B, U, et un (n, B,)-cycle C*(B,) mod a dans 4 tels
que 7, C*(B,) ~ C*(B), 7, C"(B,) ~ C; mod & dans 4, ol = =
= Pr.(B,, B), 7, = Pr. (B, ). Evidemment L*(B) =0, parce que
C3 est essentiel; on voit sans peine que L*(B) est un systéme liné-
aire de (n, B)-cycles mod & dans 4. Supposons encore que le réseau B
soit' un affinement d'un réseau i, choisissons C*(B) ¢ L"(BV) et gar-
dons les notations précédentes; soit m= Pr.(B, W), done ;=
=nm, = Pr.(B,, B). En posant C*(Ul) = C*(B), on a n; C*(B,) ~
~ C*"(W), 7, C*(B,) ~ C5 mod e« dans 4, d’'oht C*(Il) ¢ L*(B). Done
n L*(B) = L*(1). D'aprés 21, il existe done un (n, R)-eycle {C"(U)}
mod a dans 4 tel que C"(U)eL"(Ul) pour chaque réseau . Or
C*(Uy)eL”(U,) entraine évidemment que C*(Ul,) ~ Cj mod @ dans 4,
de maniére que l'on peut poser C(ll,)= Ci.

29, Le résultat qui vient d'étre démontré peut évidemment &'é-
noncer comme il suit: Soit U, un réseau fixe. En faisant corres-
pondre, & chaque (n, R) eycle {C*(11)} mod a dans 4, le (1, U,)-cycle
C*(l,) mod o dans 4, le module fini M, (4, l},; @) apparait comme
une image homomorphe du module M,(4, B; ). Lorsque le nombre
de Betti P,(4, B; @) est fini (et dans ce cas seulement) on peut
évidemment choisir le résean I, de maniére que les modules
M,(4, B; a) et M, (4, U,; a) soient isomorphes. Chaque affinement
d’un tel réseau jouit évidemment de la méme propriété.

30. Soit Z;, un sous-ensemble de la famille fondamentale Z de
réseaux tel que, le réseau U e 7 étant arbitrairement donnd, il en
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existe dans Z; un affinement % de W, La famille Z, satisfait évi-
demment aux axiomes 1° et 2° du n® 1, Nous dirons que Z, est une
famille compléte de réseaur (relativement 4 la famille fondamen-
tale Z).

Pour un moment, appelons (n, R)*-cycle la notion qui differe du
(n, R)-cycle seulement en ce que la famille fondamentale Z est rem-
placée par Z;. De chaque (n, E)-cycle {C"(l1)} mod e dans 4 on
obtient un (n, B)*-cycle mod o dans A en négligeant les réseaux
qui ’appartieunent pas & la famille Z,. Réciproquement, soit {C"(B)}
un (s, Ry*-eyele mod a dans A arbitrairement donné. Si We Z est
un résesu ne faisant pas partie de Z,, choisissons en un affinement
BeZ et posons C*(W)==nC"(B), n=Pr.(B,U). On voit sans
peine que V'on obtient ainsi un (n, B)-cyele {C"(1)} mod e dans 4
qui est bien déterminé par le (n, B)*-cycle {C™(L)} & une homologie
mod & dans 4 prés. En remplagant la famille fondamentale Z de
réseaux par la famille complete Zy, le module M,(4,R;a) ne
change pas.

III. Homologies dans les espaces topologiques.

1, Dorénavant, B désigne un espace topologique, c'est-a-dire un
ensemble (dont les éléments s'appellent points) ol I'on a donné & des
certains sous-ensembles le nom d'ensembles ouverts (dans E); Den-
semble complémentaire B — 4 d'un ensemble 4 ouvert da}:s R
gappelle fermé (dans R). On suppose de plus les quatre axiomes
suivants: o

1° [ensemble vide O est & la fois ouvert et fermé.

20 Un ensemble composé d'un point unique est fermé.

30 T/ensemble somme d’une famille arbitraire d'ensembles ouverts
est ouvert. e

40 L'ensemble produit de deux ensembles ouverts est ouvert.

Le plus petit ensemble fermé contenant un ensen_xble ACR
donné wappelle la fermeture de A (dans R) et on le désigne par 4.
Ona A=A si A est fermé et dans ce cas seulement.

A étant une partie dounée de B, on appelle ouvert dans A4 chaque
ensemble de la forme AU, ot U est ouvert dans R. En vertu de
cette définition, chaque partie d’un espace topologique est un espace
topologique. ‘
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Les propriétés les plus élémentaires des espaces topologiques
seront supposées connues.

2. Un réscau (ouvert) dans R est un systtme composé d'un
nombre fini d’ensembles ouverts et non vides. dont la somme cofn
cide avec l'espace B tout entier. Dorépavant, la famille fondamen-
tale Z de réseaux sera composée de tous les réseaux ouverts. L'a-
xiome 1° du Chap. II, n° 1 est évident; mais aussi Paxiome 2° est
vérifié; il suffit d'appeler B le systéme des ensembles U, U,, o U,
parcourt les sommets de U, et U, ceux de U,. On reconnait sans
peine que l'on peut, dans tout ce Chapitre, remplacer la famille
fondamentale Z par une famille compléte (11 30) Z, (" Z arbitraire-
ment choisie. '

3. Evidemment un ensemble ouvert rencontre A(CR #'il ren-
contre 4 et réciproquement. On en conclut Y} que la théorie de 1'ho-
mologie des (#, R)-cycles mod @ dans 4 (aC AC R) reste inaltérée
si I'on remplace @, 4 par @,, 4, de manidre que 4, &=72,
A=4,. Il Yensuit que l'on peut supposer, sans restreindre la gé-
néralité, que les ensembles a et A soient fermds dans R.

4. Soit U un résean dans R. En remplagant chaque sommet I/
de U par son intersection w = A U avee AC R et en omettant les
intersections vides, on obtient un réseau u = 4 - Ul dans 4

b. Soit 4 fermé dans B et soit u un réseau dans 4. Il existe
un réseau U dans R tel que u=A4.11.
Il suffit de remplacer chaque sommet % de u par un ensemhble [/

ouvert dans R et tel que u=4d.U et d’ajouter le sommet U =
=R—A.

6. Soit 4 fermé dans E; soit u un réseau dans 4; soient U, U,
des réseaux dans R tels que A+, = 4. Uy =u. Il existe un af-
finement simultané B de U, et U, tel que 4.V =1,

Les sommets ¥ de B s'obtiennent comme il suit: 1° V=7, [,

od Tyelly, Uyelly, AU, =AU, 40; 20 V=(R— A4)T,T},, ot
Uiell, Gyell,.

7. Soit 4 fermé dans R: soit U un réseau dans R, u=41u

Soit §* un (n, W)-simplexe dans 4, c'esta-dire 4. .J. (8" =%0. En

') 11 faut tenir ‘compte de ce fait évident que le noyau (I12) d'un simplexe
est un ensemble ouvert,
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remplagant chaque sommet [/ de §” par u==4-U, on obtient de S"'
un (n, 1) simplexe 8" == A+ 58" si fous les n - 1 sommets u sont di-
stincts; dans le cas contraire, on pose ¢"==0. Plus généralement,
soit K" == 3 r, 8% une (n, U)-chaine dans 4; alors 4*=A4.K"=
=J3r,+ A 8% est uve (n, u)-chaine. Evidemment F(4 K") = AF(K")
On en conclut: 8i C” est un (n, U)-cycle mod o dans 4, alors AC':
est un (n, wt)-cycle; si l'on a de plus C* ~ 0 mod & dans 4, aussi
AC"~ 0 mod a.

8. Réeiproquement soit u un réseau dans A=ACR. et soit
") un (n,u)cyele mod @ D'aprés b. on pet_xt d.étermmer un
réseau 11 dans B tel que u==4-U. Evidemment il existe un (n, 1)-
eycle C*(11) mod & dans 4 tel que c(u) m‘A-C"(Q). Lq cy.cle
C*(W) vest pus complétement déterminé, mais on voit sans psme
que ¢*(u)==4-0j(0)==4.Cjll) entraine que C';(l.l) ~ C3(W)
mod ¢ dans A. Plas généralement on reconnait sans difficulté que
f(u) =4 - CyW), c(u)==4.C3(W), alors c’lf(u) ~ cf(u) mod @ en-
traine CF(U) ~ Cj(U) mod & dans 4 et réciproquement,

9. Soit {c"(w)} un (n, A)-cycle mod @ (4 =A). Pour chaque
résean 11 dans K choisissons (8) un (n. W)-cyele C"(1}) mod  dans 4
de maniére que 4 C"==c"(4U); chaque cycle Q"(U) est (8) déter-
miné & une homologie mod ¢ dans A prés. Soit B un gf'ﬁnement
de W; = Pr. (B, W). On voit sans peine que 7 C"(B) ”est’ une va-
leur admissible pour C"(U), ce qui donne C"(M) ~n0‘(§3)‘ n}gd o
dans 4. Done {C(11}} est un (s, B)-cycle mod @ dans A, Evidem-
ment, le cycle {C#(W)} est déterminé par {¢*(u)} & une hoy:ologxe
mod @ dans 4 prés. Posons {c"(1)} = A -{C*(W)). o

10. Réciproquement, soit {C*(1)} ua (n, R)-cycle mod o dans
A=14. Il existe un (n, 4)-cycle {c"(u)} mod a tql que {c"(g)}=
=4 -{0"(W)). ‘ . -

Démonstration. Soit u un réseau dans 4. Choisissons (5)
le réseau Ul dans B de manitre que u=2A4-U et posons c"(ug.w—
=A.C"W). Il faut démontrer que le (n, u?-cycle c"(u) est 12
déterminé & une homologie mod ¢ prés. Soit dome u=4.U,=
=4 +1,; on doit démontrer que A - cr(Wy) ~ 4-C* (1) modf;ix—.
D'aprés 6, nous pouvons évidemment suppuser que u‘, est It;n 5312
nement de il,, # == Pr. (Ui, Il,). Par la méthode du Chap.II n
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on reconnait que AmC(ll,) ~ AC*Y,) mod a. Or nC*(ll,) ~
~ C*(0,) mod & dans 4 de maniére que (8) An C*ll;) ~ 4C*(1L,)
mod a, done finalement 4 C*(,) ~ 4 C*(ll;) mod a.

Soit 1 un affinement du u. On voit sans peine que l'on peut
déterminer 1§, B de manidre que W=A-B, u=4-U ot que Y
soit un affinement de U, 7= Pr.(B,U). Comme 7C"(L) ~ C*(U)
mod ¢ dans A, on vérifie aisément que 7'c*(w) ~ c*(u) mod e,
o #' = Pr.(, u).

Done {¢*(u)} est le (n, 4)-cycle mod @ demands,

" 11. Les considérations qui viennent d'dtre faites prouvent qu'il
y 8, si A est fermé dans R, une correspondance biunivoque entre
les modulest) M,(4, R; @) et M,(4; a). En particulier P,(4, B; a) =
= P,(4, a\

12. Soit p un point donné de R. Pour chaque réseau 1 dans R,
choisissons un (0, Ul)-cycle absolu C°(W) constitué par un seul (0, U)-
simplexe U tel que p e U. Evidemment {C°(l1)} est un (0, R)-cyele
absolu; nous le désignerons par {p}. Ce cycle n’est pas absolument
déterminé (car un réseau peut avoir plusieurs sommets contenant p),
mais il est certainement déterminé & une homologie prés.

13. Soient 4, B deux sous ensembles de B qui peuveat se ré.
duire & des points, Pour abréger, disons qu'un réseau U dans R
sépare A de B lorsque pour deux sommets. U,, U, de Ul tels que
AU;50, BU; =0 on n’a jamais Ihomologie U, ~ U,; évidem-
ment, chaque affinement L d'un tel réseau Ul sépare aussi A de B.
Si le réseau U sépare A de B, soit U la somme de tous les (0, W)-
simplexes homologues & un (0, W)-simplexe rencontrant A et soit V
la somme des autres (0, II)-simplexes. Alors on & évidemment

1) B=U4V; UV=0; ACU, BCV; U, V ouverts dans R.
Récipmquement, sous les conditions (1) le réseau constitué par
U, V sépare A de B.
On voit que I'espace B est connexe si et seulement si deux quel-
conques de ses points ne sont jamais séparés par aucun réseau.

Rappelons que chaque point p de R appartient toujours & un sous-

ensemble I' conneze marimé de R; on dit que I" est une compo-
sgnte de R. ‘

1) Pour la notation, v, IT 20,
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Soit p un point donné de B; soit @ l'ensemble de tous les points
qe R qui ne sont séparés de p par aucun réseau; 'ensemble @ eét
une quasicomposante de R au sens de M. Hausdorff?). On sait
que chaque quasicomposante de B est une composante de R ou bien
une somme de composantes de E; si le nombre des quasicomposantes
est fini, elles coincident avee les composantes.

14. Si les points p et ¢ appartiennent & la méme quasicompo-
sante de P, on a {p} ~ {g}. o

Soit {p}=={CI(W)}, {g} ={CiW)}. Un réseau arbitraire U ne
peut séparer p de g; done Cj(ll) ~ Q;’(ll).

15. Soit @ C R. Une quasicomposante @ sera dite esgentielle mod c,
gil existe un résean 11 séparant ¢ de @. Si la composante Q n'est
pas essentielle mod « et si pe @, évidemment aucun réseau ne sé-
pare p de a.

Si @ ne rencontre qu'un nombre fin¢ de quasicomposantes de B
et si Q@ ==0, la quasicomposante @ est essentielle. 14?11 effet, pour
chaque quasicomposante c, rencontrant & il existe évidemment un
réseau 11, séparant @ de ,; un affinement Il simultané des reseaux
U, sépare alors Q de a.

16. Soit peR, a«CR. Si la quasicomposante ¢ contenant p
n'est pas essentielle mod @, on a {p} ~ 0 mod .

Soit {p}=={C°()}. Un résean arbitraire 11 ne pouvant séparer p
de a, évidemment C°(1l) ~ 0 mod a

17. Soient ¢, Qy,..., @ des quasicomposantes distinctes et
essentielles mod a; soit p,e @,. Alors les (0, R)-cycles {p,} sont
indépendants mod a.

Démonstration Soit {p,}=={Co(W)} Seit U, (1 vk
un réseau séparant p, de a; soit B, (1 §u< v < k) un réseau
séparant p, de p,; soit B un affinement mmu-ltané de tous les ré-
seaux Ui, %B,,. Le réseau B sépare alors sunultam?ment chaque
point p, de o et de tous les autres p,. On en déduit sans }_)_olmoe
qu'une homologie Ir, C3(W)~ 0 mod a exige ry=...=7,=0.

18, Les raisonnements qui précédent conduisent sans peine au
théorbme général suivant: Le nombre des quasicomposantes essen-

1) Grandslige der Mengenlehre, 1914, p. 248—249.
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tielles mod o est égal & P,(R; @). Cas particuliers: Si @ ne ren-
contre qu'un nombre fini £ de quasicomposantes de R, le nombre
total des quasicomposantes de R est égal & Py(R; &) -} k. Le nombre
des quasicomposantes de R est égal & Py(R); etc.

19. Dorénavant, nous allons supposer que l'espace topologique B
est complétement normal *); cela veut dire que l'on a, outre les axio-
mes 1°—4° du n° 1, I'axiome suivant:

5° si deux ensembles A, B(C R sont séparés par un réseau u
dans A 4 B?Y), ils le sont aussi par un réseau U dans R,

Chaque sousensemble A de R constitue un espace topologique
compldtement normal 2).

20. Lemme K (h =1, 2, 3,...): Soient %, u,,..., 4, des ensembles

A
ouverts (fermés) dans AC B; soit IIu, = 0. Il existe des ensembles’
1

A
U, U,,..., Uy ouverts dans B et tels que U, Du,, II U, = 0.
' 1

Lemme b (h=1,2,8,...): Soient u;, u,,..., 4, des ensembles
ouverts (fermés) dans A(CCR; soit ¥ un ensemble ouvert dans R;

h
soit V) ITu,. Il existe des ensembles U,, Uy,..., U, ouverts dans R
1

et tels que U, Du,, ﬁU,=-— V.
1

Les lemmes étant évidents pour h=1, il suffit de déduire
1° 1" de A’; 2° (b4 1) de A"
Supposons done en premier liew la validité de A’ ainsi que la

]
prémisse de h”. Posons A'=A—ITu,; u,=A’-u,. Les ensembles u,
1

sont alors ouverts (fermés) dans A’ et I'on a f] v, ==0. D'aprés #’,
1
il existe des ensembles U, ouverts dans R et tels que U, Du,;

5 ,
117 U,=0. On voit sans peine qu’il suffit de poser U,= U, V.

') Cetie notion a 6té introduite par M. Tietze (Math. Annalen, 88, p. 801);
la dénomination est celle d'Urysohn (Math. Annalen, 94, p. 265).

") La supposition peut évidemment w'énoncer sous la forme suivante: 4*B=0
et 4, B sont cuverts dans 4 -- B; ou encore sous la forme: 4 B +B4d=0

%) V. Uryuohn, 1 c, p. 284.
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En second lie, supposons la validité de 4" ainsi que la prémisse
de (b + 1). Evidemment

h
J"’H oY== uh+1 '17,‘_*_1 =0, (U:”uv).
1

L'espace R étant complétement normal, on en déduit (v. 13 (1))
quiil existe des ensembles V et U, ouverts dans R et tels que

h
VO ITu,, Uy Dtusyyy, V-U=0. Daprés A", il existe des en-
1
h
sembles Uy, Uy,..., U, ouverts dans R et tels que U, Du,, IIU,=V.
1

On voit bien que les ensembles Uy, Uj,..., U4, jouissent des pro-
priétés demandées.

21. Soit AC R. Soient 1wy, y,..., #, (k fini) des ensembles ouverts
(fermés) dans A. Il existe des ensembles V,, V,,..., V, ouverts
duns R et tels que: 1° V, D, (1<v=k); 2°ona Voo Viyroot ¥, =0
pour chaque combinaison (v,, #;.,..., %) dindices 1, 2,....k (1 < h<k)
telle que u,,+u,,-... %, =0.

Démonstration. Supposons que le symbole x == (»,, »,,..., ;)

~ parcourt toutes les combinaisons pour lesquelles u,,-u,,:....u,, =0.

D’aprés le lemme }', il existe des ensembles U, U®,..., U¥ ouverts

dans R et tels que U Du,,,..., UP Du,, et UP.-UR.... . UP=0.

Pour une valeur arbitraire de » (1 < » =< k) posons
V, = ” Uy,
x

lindice » parcourant celles de ses valeurs (v, #,,..., »,) qui con-
tiennent l'indice donné », On voit sans peine que les ensembles
Vi Vayeory V, jouissent des propriétés demandées.

22. Un réseau Ul dans R s'appelle régulier par rapport a un
ensemble A(C R si chaque (n, U)-simplexe S* de Ul jouit de la pro-
priété suivante: ow bien ancun sommet de S" ne rencontre A4, ou
bien le noyau de S* rencontre A. On voit (v. 3) que cette pro-
priété dépend seulement de la fermeture A de A; on peut done
supposer A fermé,

28. Soit AC R. Soit | un réseau dans B. Il existe un affine-
ment B de Ul régulier par rapport & A et tels que A.U=A.,
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De plus, si ¢(C R est un ensemble fermé donné, on peut s'ar-
ranger de fagon que, pour chaque sommet W de B, on ait WA =0,
ou bien We==0 ou enfini WAa=0.

Démonstration. On peut supposer A fermé. Désignons par
U, Uy..., U, tous les sommets de Il rencontrant A et posons
u,=A- U,,: A ces ensembles u,, w,..., % ouverts dans A associons
des ensembles. ¥,, V;,.... V, ouverts dans B d’aprés le théoréme
du n® 21 et posons W,=1U, V, si u,a=0, W,=U,V, (B—ea)
dans le cas contraire. Aux ensembles W ainsi définis ajoutons en-
core les W= U.(E— A), U parcouraut fous les sommets de U.
On voit sans peine que les W constituent un affinement I8 de U
possédant la propriété voulue.

IV. Homologles dans la somme de deux espaces.

1. Soit R un espacetopologique normal. Soient B, et R, deux
sous-ensembles fermés de R tels que R=2R, -} K, ; posons Ry =R, R,.
Soit @ un sous-ensemble fermé de R; posons (pour i==1,2, 3)
¢,— R; @, de maniére que @, est un sous-ensemble fermé de R,.

2. Désignons par N; la famille de tous les réseaux (ouverts)
dans R, réguliers (v. III 22) par rapport & a,. D'aprés III 23,
N, est une fawille compldte (v. II 30) de réseaux ouverts dans R,. Il en
résulte sans peine que la famille N’ constituée par tous les réseaux
(ouverts) U dans B tels que R, :1UleN; est aussi compldte. Soit N,
la famille constituée par ceux des réseaux e N' qui sont réguliers
par rapport & Ry et qui jouissent en outre de la propriété suivante:
Si U est un sommet de UI, on a URy =0 ou bien Ua=0 ou enfin
Uay 4= 0. D'aprés III 23, N est une famille compléte de réseaux
dans B. De chaque réseau 1l e N’ déduisons un nouveau réseau B
dans E de la maniére suivante: si U est un sommet de Ul tel que
UR: =0, on le remplace par les deux sommets U, = U(R — R,),
Uy=UE—R,) [on a U;+ U= U(R— Ry)=U]; désignons
par N la famille constituée par tous les réseaux B ainsi déduits de
tous les réseaux 1l e N, -

Dans la suite, nous considérons, au lieu de la famille constitude
par tous les réseaux ouverts dans R, la famille N comme la famille
Jondamentale de réseaur dans R. Ceci est permis (v. 1180 et III 2),

car N est évidemment une famille compléte de réseaux ouverts
dans R,
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3. La famille fondamentale N jouit donc des propriétés sui-
vantes (e N):
1° Pour chaque sommet U de I} on a
URy==0 on bien UR =0 ouenfin UR,=0.

20 Si chaqde sommet d’un (n, W) simplexe S” rencontre Ry, on
a Ry« J(8") 0.

30 Si chaque sommet d'un (n, U) simplexe S" rencontre @,, on
a oy J(S") 0.

4° Pouar chaque sommet U de U tel que UR, =0, )
on a Usy == 0.

4. Des propriétés 1% 2° dun® 8 il résulte pour Ue N: 1° Chaque

(n, 1)-chafne K"(WI) peut se mettre sous la forme
K = Ky — K5); KiWC By KiWC B,

2 8i K"(WC B, et K"(W)C R,, alors KW C RB,.

b. Soit C"(1l) un (n, Wy-cycle mod ¢ dans R, (i= 1,2, 8). Alors
C"(1) est un (n, Wy-eyele mod e dans R, "

Démonstration. Posons F(C*(W) = Z'r, §;~ ol nous pou-
vons supposer que dans chague terme & droite on a r,==0, done
8:'C R, S:'Ca. Soit dabord i==3. Chaque sommet U. de
eﬁaque 871 rencontre B, et a, donc (d'aprés 4° dans n° 3) aussi &y}

* il en résulte (d’aprés 8° dans n’ 3) que 83 ag, dob F(C"(W)C @

C*(1)—> 0 mod ;. En second lieu, soit i=1 (le cas i'=2 88
traite de la méme maniére). Si, pour une valeur de %, le slmplgxe
S~ posséde un sommet U tel que UR, =0, d'aprés 1° du n’ 3
on & UR =0 ou bien UR,=0; or ,S’,',"‘C'Ii!1 entr’x‘a,ixlle que
UR, = 0; done J(S}WCUCR—R CR,, dob J(ogr1 )-a:;
= J(8"").a,. Or J(8;™)-a=0, car Sr-1C a; done J(S} )-all+ .
D'autre part, si chaque sommet de Sz rencontre Ry, la re ah:g
821C a donne (daprés 4° du n° 8) que chaque sommest (}i s
rencontre ¢z, done (d'aprés 8° du n’ 3) 0 J (Sr) - a,CJ(‘A.S, 1)-'a1.
En résumé, pour chaque valeur de lindice » on a linclusion
J(8: Y C ey, ce qui sigoifie que c"(11) >0 mod ¢;.

6. Soit CH(1) un (n - 1, W)-cycle mod a arbitrairement donné
(We N). D'aprés 4, on peut poser

(1) orH (W) = Kt (1) — K3t ()
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avec
) KW C R, EKi"WCR,.

On a F[E(W)] = F[E*(U)] mod a. Désignons par C*(l1)
une (n, U)-chaine qui se déduit de F(K/+'(Ul)) [et done aussi de
F (K (11))] en enlevant tous les (n, W)simplexes contenues dans o
et en ajoutant ensuite une (n, W)-chaine contenue dans o, arbitraire,

Evidemment

@ C*a)=FE+H W) mod @, C"()= F]KFH )] mod a,.

D'aprés (2) et (3), on a C(U)CR,, CYWCR,, doi (4) C*(W)CR,.
D'aprés (3) C"(U) est un (n, U)-cycle mod @ Done (v.5) C*(Ul) est
un (#, U)-cycle mod a, dans B,. De plus les relations (2) et (8)
donnent encore

(4 C'(W)~0 mod @, dans B, C*() ~ 0 mod e, dans R,.
Pour abréger, écrivons
C*(U) = @[C+ ()]

pour indiquer que le cycle C*(ll) a été déduit du cyele C*H(l) de
la manibre qui vient d'étre expliquée.

1. La fonction & n'est pas univoque. Au lieu de 6 (1), on peut
poser généralement

0a+1(u) — 'If,"“(u) . E"“(ll)
ol

Ero) = Epo) + Ko, (i=1,9)

K{+(1) étant une chaine telle que EHMWCR,, BEfPWCR, et
done (4) K;P(U)(CR,. Au lieu de C*(U) on a donc généraleinont

CH{ll) = O"(W) + FIEI (W) mod a.

_Donc: Si C"(W)= G[C™* ()], on a aussi C () = B[C+ ()]
si C*(ll) ~ C"() mod a, dans R, et dans ce cas seulement,

8. Réeiproquement, soit C"(ll) un (x, W)-cycle mod «, dans R,
tel que

C*() ~ 0 mod a, dans R; C*"(U) ~ 0 mod @, dans R,.
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Alors il existe pour i==1 et pour i==2 une (% -} 1, U)-chaine
EM(W) C R, telle que

FIEM W] = C*(W) mod a,.

En posant
CrH (1) = Byt (W) — K (W)

on a évidemment C"(ll)= @[C"+'(1)].
9. Si -
omin =3, C3,  C3() = B(Cr)
1

évidemmment .

S = o[e)

1

10. Soient C*t (W), Cr+ (W), Cp+*(U) des (n + 1, U)-cycles mod «
tels que
1) BW)=CrtM) — oY W) OPPWMCR; GEWC By
alors 0 = @[C"(U)]. Et réciproquement, si 0= [C"+ ()], il existe
deux (n 1, W)-cycles mod ¢ CF+(U) (=1, 2) tel que P'on ait (1).

11. Soit C**(M1) un (n+ 1, U)-cycle mod « homologue & zéro
mod a. Alors 0 = @[C"(U)).

Démonstration. Il existe une (n--2, U)~chaine K™(U) et
une (7 + 1, 1f)-chaine K*t'(11) telles que

O (Ul) = FIE(W)] + B+t W); KHWCe.

D’aprés 4 on peut poser

Er(ll) = Ki#(l) — K5H(ll); B9 W)= K@) — K3e) -
ol '

Kt WCE; EMMWCE (=1,2)

Evidemment, on peut s’arrangec de fagon que K C e
En posant _
(W) = FLE/H(W)] + Erv

les conditions 10(1) sont réalisées; en outre, C/+!(L) est un (n4-1, W)-
cycle mod ¢ dans R,
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12. Seit ¥ e N un affinement d'un réseau Ue N; 7= Pr. (T, N).
Soit C*H(l) un (n+4 1, U)-cycle mod ¢ et C*(U)= P[C"+ ()],
On vérifie sans peine que

7 O"(ll) = B[m C*H (1))

13. Maintenant, soit {C**(ll)} un (» + 1, R)-cycle mod a. Pour
chaque résean?) U, soit C"(Ul) = @[C"+ (U)]. Chaque C"(Ul) est un
(n, Ry-cycle mod a; dans R, (6) déterminé précisément a4 une ho-
mologie mod ¢, dans R, prés. D'aprés (12), {C*(l})} est un (n, R)-

cycle mod @, dans R,. Posons {C"(ll)}= @ [{C*(W)}].
D’aprés 6 (4), on a
1) {C*(W)} ~ 0.mod @ dans R, (i=1,2)

14. Réciproquement, soit {C"(1l)} un (n, B)-cycle mod e, dans R,
tel' que I'on ait les deux relations 13 (1). Pour chaque réseau Ue N,
désignons par L' (1) l'ensemble des (n - 1, R)-cycles mod a dans B
tels que C"(Ul)= D[C**(U)]. D’aprés (8), Lt U)3=0. D'aprés 9
et 11, L*+(ll) est un systéme linéaire de (n -} 1, R)-cycles mod e.
8i BeN est un affinement de UeN, m = Pr. (B, W), on a w L (B)C
CIL+ (). En vertu du théordme énoncé au Chap. II, n° 21 on
peut choisir C**'(U)e L*+(Ul) de manidre que Pon obtient un (n-}-1, R)-
eycle mod e {C'(U)} tel que

{O" (W)} = P C (U]

16. Soit u,(Rs; @) le sousmodule du module M,(R,, 2; ;) con-
stitué par les (n, R)-cycles mod @, dans R; homologues & zéro
mod «, dans R,, ainsi que mod @, dans R;. Moyennant la fone-
tion @ le module u,(R,;a,) est (v. 9, 11, 13 et 14) une image
homomorphe du module M,,(R; ). Plus précisément, d'aprds 10, le
module u,(B;, B; @) est isomorphe au module (v. I 11) M, ((R; @) —
— M3 (R; @) od M¥,(B; ) est constitué par les (n - 1, R)-cycles
wod « de la forme {C;(U)} — {C3(W)}, {Cr(W)} (=1, 2) étant un
(n + 1, E)-cycle mod o, dans B,. D’aprés I 12, le module M,,,(R; )
est une somme directe du module M¥,(R; @) est d’un module iso-
morphe & u,(By; a;); done

(1) Foa(B; @) = PX,(B; o) + m,(By; ),

') Rappelons que nous ne considérons que les résenux UelN.
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ol P} (B; a) est lo rang du wodule ¥, (B; o) et m,(R,; @) celui
du module p,(Ry; ay). .

16. Soit {C/*(U} (i==1, 2) un (n 4-1, R)-cycle mod o, dans R;;
soit {CyTI(U)} ~ {C5 ()} mod a. 1l existe un (n-f 1, R)-cycle
€3+ (1) mod @y dans Ry tel que {C/H(W)} ~ {C3+(U1)} mod «, dans B,
pour i==1 et par i=2.

Démonstration. Pour chaque Ue N, il existe une (n-2, 11)-

chafne K{+*(l) — K1) telle que

O (W) — Cff H (1) = [ K2 (1) — K;4+2(U)] mod a.

On peut supposer (v. 4) que K/P(UC R, (i=1,2). Il en ré-
sulte sans peine (of. 6) quil existe un (n - 1, U)-cyele Opt(ll)
mod a, dans R; tel que l'on ait pour i=1, 2

Gyt (W) = O (W) — FLE(W)] mod e,

cest-a-dire

g () ~ Cr () mod o, dans R,.

Le cycle Cyt'(U) n’est pas univoguement déterminé; or en dé-
gignant par L (ll) l'ensemble de tous ses valeurs, on voit sans
peine que L"t'(ll) est un systéme linéaire de (n--1, U)cycles
mod o, dans Ry; de plus, si BeN est un affinement de Ue N,
n=Pr. (B,W), on a wmanifestement n L*t*(V)C L+ (ll). Done,
d’aprés IL 21, on peut choisir Cy+*(U) ¢ L***(11) pour chaque Ue N
de manitre que {Cy*+'(W)} constitue un (n -1, B)-cycle mod a,
dans R, qui jouit évidemment de la propriété demandée. :

17. Désignons, pour un moment, par M, (R, R,) la somme
directe (I 12) de deux modules respectivement isomorphes &

-Mu-}-l(-Rn R; “1) ot b Mn+1(Ri) R; a,).

M, (R,, B,) peut 8tre considéré comme constitué par des couples
KOrH ), {Ca+(U))] od (pour i=1, 2) {C;+ (W)} est un (n+-1, B)-
cyele mod a, dans R et m‘x deux couples {OrH ()}, {CrH(U)}] et
[{OrH (), {Tp+i ()] sont égaux si et seulement si (O} ~{CrH(W)}
mode, dans R,pouri=1 et pour i=2. Evidemment, le module M¥,(R;a)
est une image homomorphe de M,.;(R; @) de maniére que (v.I113)

M, 1(Ry, Iy) est la somme directe d'un module isomorphe & M ¥, (E; e)
Fundamenta Mathematicae t. XIX, 12
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et du module MJ,(R,, R,) constitué par les couples [{C{‘*“(ll)},
{C7¥1(W)}] dont Vimage dans M¥,(R;a) est zéro. Done (v. III 11)

o) P,,“(Rl, &) + Popa(By; ay) = PX,(R; ) + Py, (By, Rn)

oh Pl(R,, R,) désigne le rang du module M (R,, R,). Or,
d’aprés 16, le module M}, (R,, R,) est constitué par les couples de
la forme [{Co (W)}, {CoH(W)), ot Cy+'(U) est un (» - 1, R)-cyele
mod a; dans R, et ol le couple que nous venons d'éerire est con-
sidéré comme égal au couple [{Cy+(11)), {Cyt(W))] si et seulement si

{CrH ) — {CFH(U)) ~ 0 mod @, dans B,

pour i=1 et pour i=2. Donc le module M}, (R, R,) est une
image homomorphe du module (R, B; a;) de sorte que les
cycles du module M,,(R,, B;e,) dont l'image dans le module
M1u(Byy RBy) est zéro constituent le module u,.,(Ry; @) (Ia notation
est celle du n° 15). Donc (v. IIT 11)

@ Pupr(By; a5) = Plis(By, By) + 7,00(By; ).
18. De (15 (1) et de 17 (1), (2) on obtient le résultat définitif:

-Pu-{—l(Rl; @) + Poya(By; @) + 7, (Ry; ag) + g1 (By; ap) =
= ,,+1(R; a) + Pn+l(Rl; an),

ol m,(Ry; @;) est le rang du module constitué par tous les (n, R)-
cycles mod a, dans R, homologues & zéro mod o, dans R, ainsi
que mod @, dans R,, deux tels cycles étant considérds comme
égaux s'ils sont homologues mod «, dans E,.

V. Compléments.

1. Dans ce qui précéde, les coefficients de tous les cycles ont
été pris dans Pensemble N des nombres rationnels. On ne peut rem-
placer R par I'ensemble des nombres entiers, car alors les théoréme I 7
et I8 ne valent plus et, en conséquence, Pimportant théordme II 16
cesse d’étre vrai. Or on peut choisir pour module un module arith-
métique fixe m =2, 3, 4,... et remplacer RN par l'ensemble R, con-
sittué par tous les nombres entiers, deus entiers congruents mod m étant.
considérés comme dgaux. Si m = m, . my, les deux facteurs m, et m,
étant sans facleur commun, on voit sans peine que le module con-
stitué par les cycles mod m d’une quelconque des diverses sortes
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considérées dans les Chapitres précédents est une somme directe du
module constitué par les cyeles mod m, et de celui constitué par
les cycles mod m,. [Ceei résulte immédiatement du fait conuu que
anneau (Ring) 9, est une somme directe des deux anneaux R, , R,J.
On peut donc se borner au cas ol m =p* p étant un nombre
premier k==1, 2, 8... Dans le cas k=1 (m = p) la théorie mod m
est formellement identique & celle exposée aux Chapitres précédents;
la raison en est simplement que l'ensemble 9, constitue un corps
comme l'easemble . Dans le cas m=p", k> 1, il y a des diffé-
rences qui consistent principalement en ce qu'un module n'est plus
caractérisé par un nombre cardinal wnique (son rang); outre les
nombres de Betti, on a ici & considérer encore des coefficients de
torsion. Néanmoins, le contenu essentiel de la théorie reste le méme.

2. Au Chap. II, nous avons pris comme tumille fondamentale
des réseaux dans un espace topologique R celle constituée par tous
les réseaux ouverts, On peut aussi fonder la théorie sur les réseaux
fermés (ce sont naturellement les réseaux dont les sommets sont
des sousensembles fermés de R). Or nous allons prouver (dans les
n* 8—8), que, gi B est un espace topologique complélement normal, les
deuzx manidres de procéder sont absolument dquivalentes.

3. Soit done B un espace topologique complétement normal et
goit ¢ un sousensemble fermé de R donné d'avance. Un résean
fermé U, et un réseau ouvert U, dans B soient appelés.isologues,
s'il existe une correspondance biunivoque entre les sommets 1, ty,... %,
de U, et ceux Uy, Uj,.., Uy de U, jouissant des propriétés suivantes:

1w CU, Asvshk); , '
2 U,-U,-...- U, =0 entraine u,, - u,-...- 4, 0.
3 a-U,-U,+...- U, &0 entraine a-u,-... 4, 0.
On a alors dvidemment upe correspondance biunivoque entre les
(n, Uy)-cyeles mod a et les (n, U,)-cycles mod @ et cette correspon-
dance conserve les homologies mod «; nous dirons qu’on #ransporie
un cycle de U, & U, ou réciproquement.

4. Soit U, un réseau fermé dans R. Il existe un réseau ouvert
U, isologue a U,

Démonstration. Désignons par s, uy,..., % les sommets

de U, En appliquant aux sousensembles fermés a, ty, ts,...,
‘ 12+
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de R lo théordme du Chap. IIL, n° 21 (4 = R), on obtient des
sousensembles ouverts V, Ui, Us,..., Uy de B. On voit sans peine
que Uy, Uy, Ui constituent un réseau ouvert U, isologue & 1.

B. Soient ll, un réseau ouvert donné dans R, Il existe un réseau
fermé U, isologue & U,.

Démonstration. Désignons par Uy, 0;,..., U les sommets
de W, Daprés un lemme de M. Menger il exlste des ensembles

ouverts ¥y, Vy,..., V; tels que 1° V,CU,; 2 27 V, == R. Pour

chaque combinaison (v, #y,..., #;) des indices 1, 2,.. k telle que
Yensemble U,,-U,,:...- U,, un'est pas vide, choisissous un  point
Pouvn 9y € U U,...-U,,; ce point soit choisi dans « toujours
lorsque cela est posmble Pour » =1, 2,..., k désignons par I, I'en-
semble fini constitué par les points p,,,,..,, tels qu’un des indices
¥y, ¥y, ..., ¥ coincide avec ». Posons u, = 7,4 1,; on voit sans
peine que w4y, Us,..., t%; sont les sommets d'un réseau fermé U, iso-

logue & U,.

6. Soit {C*(11,)} un (n, B)cycle®) mod a donné. A chaque ré-
seau fermé U, attachons un réseau ouvert U, = I(ll,) isologue & U,
- et désignons par C*(l1) le (m, U)-cycle mod o obtenu en transpor-
tant C*(ll,) de U, & U,. Soit B, un affinement de U,; soit U, =
==I(W,), B, =I(B,). Désignons par u,, tiy,..., 4 (v, vy,..., vy) les
sommets de W,®B,) et par Uy, Ui,..., U, (V1, Vy,y..., Vi) les som-
mets correspondants de U, (B,), Soit m==Pr. (B, U,); wv,=u,,,.
Remplagons chaque sommet ¥, de B, par I'ensemble ouvert V. U _,,;
le réseau B, se transforme de cette maniére en un nouveau réseau
ouvert 3, qui est évidemment un affinement simultané des deux
réseaux Ul et B,; aussi on voit sans peine que W, est isologue
i B, Posons

[V Un(v)] v ' [Vv : Un(u)] = Um(v)v

") K. Menger, Dimensionstheorie, ,Bemerkung* p. 166—160. M, Menger
suppose I’espace B séparable; mais on voit bien que la démonstration est valable
dans chaque espace complétemant normal (méme, ploe généralement, dans chaque
espace normal).

%) L'indice g(f) signifie tout partont que 'on & pris les résesux ouverts (fer-
més) comme famille fondamentale de réseanx.
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de manidre que n’ == Pr.(BB,, B,), 2" == Pr.(W,, W,). Posons
Cm(%‘r) o ﬂ' Gn (QB‘)’ O:m (uz) — nu 0,; (QBI) .

de manidre que

C"i%y) ~ C"(B,) mod @, C"(Up) ~
11 en résulte que
(1) C"(By) ~ C"(B/y) mod @, C*(ll) ~ C"™(U) mod e,

ol les cycles C™” (L)) et C”*(11) s'obtiennent en transportant C”(B,)
de B, & By et O""(U,) de U, & U, Oril est évident que C"*(Ul) =
= C"(ll) de manidre que les homologies (1) entrainent

(2) C*(Uy) ~ w 0" (B) mod a.

Done {C"(U,)} est uu (m R)-cycle mod a. Ce cycle n'est pas
sbsolument déterminé, car l'opération U, == I(U,) ne l'est pas. Or si
'on pose U= 2, dans le raisonnement qui précéde, la relation (2),
(dans la quelle 7 est l'identité) montre que le eycle {C”(11,)} est bien
déterminé & une homologie mod ¢ prés.

C'"™(U,) mod a.

7. Soit {C*(U)} un (n, R)reycle mod a donné. A chaque résean
ouvert i1, attachons un résean fermé U, = I(ll,) isologue & U, et
désignons par C*(11,) le (n, U,)-cycle mod @ obtenu en transportant
C* (W) de U, & U,. Soit B, un affinement de U,; soit U= I(l,),
By = I(B,). Ohommaona un a,fﬁnement. simultané B, des deux réseanx
U, et By; soit ' = Pr.(W, By, a"=Pr.(B, U). Soit W} un
résean ouvert isologue & T, Soit W* un sommet arbitraire de W
et w le sommet correspondant de ,; soit ¥ le sommet de B, cor-
respondant au sommet 7'l de B,; remplagons W* par l'ensemble
W= W*. V. En procédant ainsi avec tous les sommets W* de W,
ce réseau se transforme en un mouveau réseau ouvert $,, qui est
évidemment un affnement de 98,; ob voit sans peine que W, est
isologue & 2,

Désxgnons par C™(L,) [C'""(U,)] le cyele obtenu en transpor-
tant ' C* (M) [a'' C*( QB‘,)] de B, a B, [de U, a 11.]; on voit sans
peine (cf. .6 (1)) que

(1)  C*(B) ~ C"(YV,) mod @, O (W) ~ """ (1) mod e

Soit m= Pr. (%, U,), i==Pr.(B,, B,), dove a7 = Pr. (T, Up).
Désignons par C3(8,) le cycle obtenn en transportant CH (W) de
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‘B, & W, et posons C%(Y,) =7 C3(W,), Cf (U,) = n 7 CF(W,), de
manidre que
(2) 03 (ug) =n C{)‘ (%z)-

Or le raisonnement du Chap. II, n® 12 est évidemment appli-
quable pour montrer que

6) C™(B,) ~ C4 (L) mod &, C™(U,) ~ Cill,) mod e.
Des relations (1), (2), (8) on déduit
4 Cc () ~ 2 C"(B,) mod a.
Done {0"(ll,)} est un (n, B)-cycle mod @. En posant U, =,

dans le raisonnement qui précéde, la relation (4) montre que ce
cyele est bien déterminé A une homologie mod o prés. .

8. Les opérations considérées dans les deux n° précédents étant
évidemment inverses I'une & I'autre, on voit qu'il existe une corres-
pondance biunivoque entre les deux modules M,(B; a), et M,(R; a).
Or on voit sans peine que cette correspondance est une isomorphie,
done P,(R; @), = P,(R; a);. Les deux familles fondamentales com-
posées respectivement de réseaux ouverts et de réseaux fermés sont
done bien équivalentes; or les réseaux ouverts sont peut-8tre plus

commodes dans les applications; of. le théoréme III, 11 qui a jous

un rdle si important au Chap. IV.

9. Revenons 4 la théorie générale de I'homologie exposée au
Chap. IL. Supposens que nous ayons choisi une certaine famille »
de ‘sousensembles de R jouissant de la propriété que 4,ex, Agex
entrainent 4, |- 4; ex. Par un (n, R),-eycle mod ¢ (o étant un sous-
ensemble donné de R) nous voulons entendre un (n, R)-cycle {C*(l1)}
mod o tel quil existe un ensemble A4 ¢x jouissant de la propriété
* C*()(C 4 (dans le sens du Chap. II, n° 6) pour chaque réseau 1l.
Un (n, B)-cycle {C*(})} mod @ ne sera considéré comme homologue
& zéro mod o que #'il existe un ensemble Be x tel que pour chaque
résean U on ait K*H(W)— C*(11) mod a, la (n - 1, ) chatne étant
contenue dans B. En vertu de la propriété additive de la famille x, les
(n, R)-cycles mod e constituent un module M,(R; a),, en considérant
comme égaux deux cycles homologues dans le sens qui vient d'étre
précisé. Le ‘rang P,(R;a), de ce module est le n™ nombre de
Betti despice » de- R. Si Rex, la nouvelle théorie ne différe pus
de’la précédente. :
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10. Voici un cas particulier bien important des définitions: qui
viennent d’étre posées. Soit B un espace méirisable ot nous prenons
les réseaux ouverts comme famille fondamentale; posons @ = 0.
Soit % la famille de sousensembles compacts de B, clest-d-dire des
ensembles 4 (C B tels que de chaque suite x,¢A on puisse extraire
une autre y, possédant un point limite y ¢ A. D’aprés un théordme
connu de M, Hausdorff, les quasicomposantes d'un ensemble mé-
trisable compact sont elles mémes compactes et cotneident avec
les composantes. Done, d’aprés III, 14 et 17, on a {p} ~ {g} an
sens de la théorie d’espdoe x si et seulement s'il existe un continu
(= ensemble compact et connexe) contenant p et g, Done le nombre
Py(R), est le nombre des constituantes de R, c'est-d-dire des semi-
coptinus maximés, le nom semicontinu désignant un ensemble 4R
dont chaque couple de points appartient & un continu C'( 4.
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