Sur les fonctions quasicontinues *).
Par

Stefan Kempisty (Wilno).

1. Introduetion.

M. R. Baire a établi dans sa thése, que la fonction f(z, y, 2),
continue par rapport & chacune de ses trois variables, posséde des
points de continuité, dans chaque portion de la surface continue
2=9(zy) ?) |

Or la méthode du raisonnement de M. Baire ne g’applique
pas directement aux fonctions de plusieurs variables

M. H. Hahn, en se servant d’un autre raisonnement, a étendu aux
fonctions de » variables un corollaire qu'on obtient du théordme
cité en posant g = const. Il en résulte qu’une fonetion de plusieurs
variables, continue par rapport & chacune d'elles est ponctuellement
discontinue 3),

Du théoréme de M. Hahn et d’'un de ses lemmes on déduit
immédiatement que la fonction de plusieurs variables, continue par
rapport & chacune d'elles, jouit de la propriété plus spéeiale & la-
quelle nous donnons ici le nom de quasicontinuité. Ce fait a été
remarqué antérieurement par M. Volterra pour les fonctions de
deux variables 4). : s

En étudiant les fonetions quasicontinues, nous, allons voir qu'une
fonetion de plusieurs variables, quasicontinue par rapport & chacune

1) Communication au Deuxidme Congrés der Mathématiciens Polonais & Wilno,
septembre 1931,

%) Sur les fonctions des variables réelles, Milan, 1899, p, 98,

') Uber Funktionen mehrerer Veranderlichen, ... Math, Zeitachrift, t. 4, 1919,
p. 310,

‘) Thése de M. Baire, p, 95.
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d'elles, est quasicontinue, Comme toute fonction d’une variable uni-
latéralement continue est quasicontinue, une fonction unilatéralement
continue par rapport 4 chacune des plusieurs variables est quasi-
continue dono ponetuellement discontinue.

En introduisant la notion de la quasicontinuité symétrique nous
allons établir qu'une fonction continue relativement & une variable z,
et quasicontinue par rapport & chacune des autres variables posséde
des points de continpité sur toute portion de Ihyperplan , = const.

Les notions de la quasicontinuité supérieure et de la quasiconti-
nuité inférieure vont nous permettre de voir qu'une fonetion ponetu-
ellement discontinue par rapport & une des variables et quasicon-
tinue par rapport & chacune des autres variables est ponctuellement
discontinue,

En considérant des suites de fonetions simultanément quasicon-
tinues nous allons montrer que la limite d’une suite de fonctions
continues par rapport & chacune de ses n variables est ponctuelle-
ment discontinue,

En se servant de la quasicontinuité simultanée des fonctions,
nous allons ensuite modifier la méthode de M. Baire de manidre
qu'elle soit applicable aux fonetions de plusieurs variables.

Enfin, en suivant un raisonnement de M. K. Bdgel?), nous
allons établir que la fonction f(x,,x,,...,,) continue par rapport
4 chacune des variables posséde des points de continuité sur toute
portion de I'hypersurface

"n"""fy(”u Tyy:oey wn—l)s

g étant une fonetion continue par rapport & chacune des variables.

2. Les fonctions quasicontinues.

Considérons l'espace cartesien 4 n dimensions composé des
points @ == (#y, #,..., &,). L/ensemble de tous les points = tels que

al<wl<biy ’

pour i==1, 2,..., n, est appellé intervalle b n dimensions et sera
désigné par (ay, by; agy byjeer; Gny ba)

»

1) Uber die Statighest und die Sehwankung von Funktionen zweior resller
Verdnderlichen, Mathematische Annalen, t. 81 (1820),


Yakuza


186 S. Kempisty:

L'intervalle (z, — 0, @, 4+ 6;...; #, — d, @, -} 0) est un wvoisinage
V, du point 2 == (%,, 75,..., %,) de rayon 4.

Nous dirons que la fonetion f(z) est gquasiconfinue au point
20 = (23, 3,..., 23) lorsque, étant donné un & positif, il existe, dans
chaque voisinage de ce point, un intervalle ol |f(%) — f(2%)| < &.

Ainsi la fonction d'une variable unilatéralement continue en un
point est quasicontinue. La fonction de deux variables continue en
un point du c6té d’un angle dont le sommet se trouve en ce point
est aussi quasicontinue.

Une fonetion partout-quasicontinue est évidemment ponctuellement
discontinue, mais il existe des fonctions ponctuellement discontinues
qui ne sont pas quasicontinues; telle est, par exemple, la fonction
caractéristique d’un ensemble fini de points.

Si dans chaque intervalle se trouve un point de quasicontinuité,
la fonction est aussi ponctuellement discontinue, c'est & dire chaque
intervalle contient un point de continuité

Nous allons voir qu'une fonction quasicontinue par rapport & cha-
cune des variables est quasicontinue.

Considérons une fonction de deux variables = et y, dont x est
un point d’un espace & # dimensions et y un point d’un espace li-
néaire ).

Supposons que la fonction f(z, y) quasicontinue par rapport i x
6t & y séparement n'est pas quasicontinue par rapport & (=, y) en
un point (z°, ¥°) 2).

La fonction f étant quasicontinue relativement & z, il existe, dans
le voisinage V,, de z° de rayon d, un intervalle  dont les points =
vérifient I'inégalité

.

m |f@ ) — = 9 <3
Divisons le voisinage (y°— d, y°- J) successivement en
2,28, 28 ... 2™ ...

parties égales et rangeons les intervalles partielles, provenant de
toutes ces divisions, en une suite simple

1) nous n'admettons cela d’ailleurs que pour simplifier les notations,
!) nous désignerons par (x,y), le point (z, &,..., 2, ¥).
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Désignons par A, lensemble des points 2 appartenant A l'inter-
valle I et tels quil existe, dans le voisinage (y*— 4, °+ d), un
intervalle J ocontenant X, et dont les nombres y vérifient la con-
dition

€
©) | flw, ) —flo y°| < 1

¢

La fonction f étant quasicontinue par rapport & g, tout point z
de I appartient & un des ensembles 4,. Il est évident que I'un de
ces ensembles, soit 4,, n'est pas non dense dans lintervalle I

Soient: I’ un intervalle arbitraire contenu dans I et R =(I"; K,,)
le rectangle se projettant sur les ,axes‘ de x et de y suivant les
intervalles I' et K, . o '

Oomme la fonetion f(», y) n'est pas quasicontinue au point (%, y“),
pous pouvons déterminer, pour d suffisemment petit, un point (', y’)
dans chaque rectangle B contenu dans le voisinage (Vs ¥° — 6,
y° 4 d) de manidre qu'on ait
®) | [, y') — S y°)| > &

La fonetion f étant quasicontinue par rapport 4 z au point (a’n’, ¥,
il existe dans I’ un intervalle I” dont les nombres satisfont
b l'inégalité

€
| y) — fr )| <

Les inégalités (1), (2), (3) et (4) donnent, pour & appartenant & I,

fen )=S0 > §

Comme le nombre y’ appartient & K,, lintervalle 1"_ ne contient
pas des nombres x appartenant & Pensemble 4, défini au moyen
de la condition 2. Par suite, dans chaque iutervalle I', contenu dans
I se trouve un intervalle I”, ne contenant pas des points de l'en-
semble 4, c'est & dire cet ensemble est non d.ense dans L

Nous sommes arrivés ainsi & une contradiction.

En passant su cas d'une fonetion fl@y, @yyeens %) :
par rapport A chacune des variables, nous pouvous a;zpllquer notre
théordme d'abord aux variables z, et z,, puis au point (y, x5) et
a la variable , et ainsi de suite pour finir par (@4, Bgyers Tpy)
la derniére variable x,.

quasicontinue


Yakuza


188 S. Kempisty:

Comme toute fonetion partout quasicontinue est ponctuellement
discontinue, nous voyons qu'une fonction quasicontinue par rapport
&4 chacune des variables est ponctuellement discontinue.

Ce dernier corollaire est une généralisation de la premisre partie
du théoréme suivant de M. Hahn: une fonction continue par rap-
port & chacune des variables est ponctuellement discontinue,

Dans la démonstration de ce théoréme M. Hahn s'appuie sur
un théoréme auxiliaire qui peut étre énoncé de la maniére suivante:
une fonction f(z,, #,,..., #,) ponctuellement discontinue par rapport
& (zy, @y,..., 7,) et continue par rapport & chacune de ses variables
est quasicontinue %),

Des ces deux théorémes de M. Hahn on déduit immédiatement
le corollaire suivant: une fonction continue par rapport & chacune
des variables est quasicontinue. Or nous sommes arrivés directement
& ce résultat, toute fonetion continue étant & fortiori quasicontinue,

3. Les fonctions quasicontinues symétriquement,

Nous dirons que l'intervalle & 7 dimensions (a1, by ay, bys...; a, b))
est coupé par I'hyperplan 2;,=rc quand a, < ¢ < 3,

La fonction sera dite quasicontinue symétriguement par rapport
Y z, au point 2° = (], 4},..., 22, si, dans chaque voisinage de ce
point, il existe un intervalle coupé par I'hyperplan z, = ¢ et tel que

|f(2) — fl=9)] <.

Il est évidefit~qu'une fonction f(x) quasicontinue symétriquement
par rapport & iz, est quasicontinue par rapport & (2y, 24,..., z,).
L’ensemble défini par les conditions:

a; < % <b;, pour i=12..,n—1,
x,=c
est un intervalle de I'hyperplan , — c.
Lorsque chaque intervalle d'un hyperplan z,=¢ contient un

point de quasicontinuité symétrique par rapport & z, de la fonction

. f(xl,m,,:..,?r,), chaque intervalle de cet hyperplan contient un point
de continuité de cette fonction,

) M. Hahn énonce dans ce théordéme une propriété qui est équivalante & la

quasicontinuité et qui s'obtient de celle-ci en remplac ! )
b emplagant l'intervalle par )'ensemble
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Ainsi une fonction f(v, y) de deux variables réelles quasicontinune
gymétriquement par rapport & y jouit de deux propriétés suivantes:

1) elle est quasicontinue par rapport & z,
2) chaque intervalle de la droite paralléle & 'axe des x contient
un point de continuité de f(x, y).

Aucune de ces propriétés prise séparément ne suffit pour que la
fonetion soit quasicontinue symétiriquement par rapport & y, mais
il est facile & voir que toute fonction jouissant de ces deux propriétés
est nécessairement quasicontinue symétriquement par rapport i y.

Comme toute fonction continue est & plus forte raison quasicon-
tinue, nous oblenons ainsi une généralisation de la remarque de
M. Volterra daprés laquelle tout fonetion f(x, y) continue par
rapport & » et possédant des points de continuité sur chaque seg-
ment paralléle & l'axe des ®» jouit de la propriété qui porte ici le
nom de quasicontinuité,

La remarque de M. Volterra se raportait & une fonetion con-
tinue relativement & chacune des variables; tandis que M. Baire
a établi que les points de continuité d'une fonction de ce genre
se trouvent sur chaque segment paralléle & l'axe des . ,

Tl est facile & montrer directement que toule fonction f(w, y)
continue par rapport & w et & y est quasicontinue syméiriquement
par rapport & lune quelconque des variables.

Soit en effet (x® — 4, a° 4 d; y® — 4, y°- d) un voisinage plan
du point (2% §°). L fonetion f étant continue par rapport & , nous
pouvons déterminer un nombre positif & <d dépendant de & et
tel que, pour |z — 2°| < @, on ait:

€
1) e, 40— 1@ 3 <5
Désignous par F, l'ensemble des nombres z de l'intervalle fermé
d.
(2 — a, 2"+ a) tels que linégalité |y —3°| g; implique
g
@) fo ) —fa P <5
" La fonction f étant continue par rapport & , cet ensemble est

fermé.
Comme la fonetion considérée est anssi continue par rapport & y,
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tout point de 'intervalle fermé (2° — @, 2"+ @) appartient & un des
ensembles 7.
Un au moins de ces ensembles, soit #),, n’est pas non dense
et par suite, étant fermé, contient un intervalle (a, b). Soit R le
0,
considéré et de plus il est symétrique par rapport & la droite

y=1y". Pour tout point de ce rectangle les deux inégalités (1) et (2)
ont lieu et par suite

d AV
rectangle (a, b; _7/0—}—,;, y°—|——ﬁ); il est contenu dans le voisinage

[fl@, 9)— [ 9| < &5

done la fonetion f est quasicontinue par rapport & (z, y) symétri-
quement par rapport & y au point (2° y°).

En raisonnant ad absurdum, on peut établir le théoréme suivant
qui est plus général que celui qui vient d'dtre démontré: si mz;
ffmction quasicontinue de x est continue relativement & y, elle est qua-
sicontinue par rapport & (z,y) symétriquement par rapport & y?).

Il suffit pour cela de reproduire la démonstration du chapitre 2
en simplifiant la construction de l'ensemble 4, qui cette fois sera,

composé de points z pour lesquels 1'inégalité |y — ¥ < g implique
p

Lf (= 9)— fla, ¥°)] <-Z—.

l,intLa flc;nc;lon I é:tant co’ntinue par rapport & y, tout point de
ervalle [ appartient a un des ensembles 4,
Enfin le rectangle R sera défini en posant

0 d
R=(I"; —— y° ~—~).
y Do y +Po

En appliquant ce théoréme successivement aux variables et aux
systo?mes des variables, on en déduit qu'une fonction f(z,, @y,..., 2,)
continue par rapport & chacune des variables est quasico;atl:@;ze.;)a’;
rapport & (zy, x3,..., 2,) symétriquement par rapport a4 x,.

' .
Oint) I;: fonc.non !"(x, ¥ =1, pour =0 et y=>0, et nulle en tons les autres
P ..s o b qnasxconmfue par rapport & chacune des variables, mais elle n'est pas
gquasicontinue symétriquement par rapport & y anx points (z, 0), pour 2= 0, On ne

peut done pas remplacer dans le théol'ém considérd 1& COntinuitG x‘elltlvement
e
3 1 . inuit 1
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Comme toute fonetivn quasicontinue symétriquement par rapport
4z, possdde des points de continuité sur chaque segment de 'hyperplan
#,==c, une fonction continue par rapport & chacune des variables est
ponctuellement continue de manidre qu'elle posséde sur chaque intervalle
d'un hyperplan @, == ¢ des points de continuité.

(est bien ce corollaire qui est le théoréme final du mémoire

de M. Hahn.

4. Les fonetions quasicontinues supérieurement
et inférieurement.

Nous dirons qu'une fonetion f(z) est quasicontinue supérieurement

au point &° == (29, a§,..., #3) quand, étant donné un nombre & po-
sitif, il existe, dans chaque voisinage de ce point, un intervalle ol
f@) < f(@) 4 e

La définition de la quasicontinuité inférieure s'obtient en rem-

~ plagant la derniére inégalité par I'inégalité suivante f@) > fla") —e.

La fonction' d'une variable réelle semicontinue supérieurement
(inférieurement) d’un coté, droit ou gauche, est évidemment quasi-
continue supérieurement (inférieurement), En particulier une fone-
tion monotone est partout quasicontinue supérieurement ou inférie-
urement. Une fonction possédant les limites unilaterales en un point
est quasicontinue supérieurement ou inférieurement en ce point,

T résulte des définitions donndes que la fonction quasicontinue
est en méme temps quasicontinue inférieurement et supérieurement,
mais linverse n'est pas vral. Par exemple la fonction f(z,) telle que

flah—0) < fe) < flar+0)
n'est pas quasicontinue au point zf.

Désignons par m(x) et M(z) respectivement la borne inférieure
est supérieure de la fonction f(z) au point # de 'espace considéré;
ensuite par m.M (z) et Mm(x) respectivement la borne inférieure
de M(x) et la borne supérieure de m(z) au point .

Il est aisé & voire que linégalité f(2%) 2= m M(a°) est une con-
dition nécessaire et suffisante de la quasicontinuité supérienre de
la fonction f(z) au point 2% De méme linégalité f(z%) < M m(2°) est
une condition néoessaire et suffisante: de la quesicontinuité infe-
rieure de f. Par suite, si la fonction f est partout quasicontinue
supérieurement (inférieurement), nous avons la relation

m M (z) < Mm(z)
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qui caractérise les fonctions ponctuellement discontinues ). Done
une fonction partout quasicontinue supérieurement ou partout quasi-
continue infériearement est ponctuellement discontinue.

Inversement une fonetion ponctuellement discontinue est en chaque
point quasicontinue supérieurement ou inférieuremént. En effet, si
m M(2°) << Mm(2"), I'une des inégalités caractéristiques citées a lieu.

Les fonctions qui sont ici appélées quasicontinnes supérieurement
interviennent dans la thése de M. Baire. Il y a établi que la
borne inférieure d’'une fonetion quasicontinue supérieurement et po-
sitive ne s'annule pas en tous les points d’un intervalle%). Nous
allons appliquer plus loin cette propriéts.

En reproduisant le raisonnement du chapitre 2, nous pouvons mon-
trer qu'une fonction quastcontinue de z et quasicontinue supéricurement
de y est aussi quasicontinue supérieurement de (®, ¥), donc ponctuelle-
ment discontinue. )

Pour qu'une fonetion de deux variables soit ponctuellement dis-
continue sur le plan, il suffit d'ailleurs d'admettre qu'elle est quasi-
continue par rapport & une des variables et ponctuellement discon-
tinue par rapport & l'autre. Cela résulte du théoréme suivant: Sj
une fonction est ponctuellement discontinue de x of quasicontinue de y,
elle est quasicontinue de (z,y) en tout point de continuité par rap-
port & z%), ’

Pour démontrer ce théordme il suffit, d’appliquer le raisonne- °

ment du chap. 2, car la fonetion ponctuellement discontinue est en
'e!mque point quasicontinue supérieurement ou quasicontinue infé-
rieurement,

En appliquant 'énoncé du théordme oité & 2 et (z,, ay,..., 3,)
et en, tenant compte du théoréme établi dans le chap. 2, nous vo-
yons qu'une fonction f(z,, ay,..., 2,) ponctucllement discontinue de »,

et quasicontinue par rapport & chacune des autres variables est pon-
cluellement discontinue.

DR Kempisty, Sur les fonctions ponctuallémmt discontinues, Compt
Rendus du Premier Congrds de Math. des Pays Slaves, 1929, p. 975,
3 loc. cit., p. 97. '
.') Une fonction ponotuellement discontinue par rapport & chacune de denx
;lr;?bles peut étre totalement discontinue; telle est p. ex, la fonction caractéristiqne
e ble de

conséeutifs que les noeuds qui n'appartiennent pas aux grillages précédents,

ide d'un réseau si I'on ne considére dans chacan de grillages
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5. Les fonetlons simultanément quasicontinues,

Nous dirons que les fonctions f(z) et g(x) sont simullanément
quasicontinues au point a° lorsque, étant donné e positif, il existe
un intervalle dans lequel ont lieu simultanément les inégalités:

1f@) —f@) <& |9@)—g6") <e

Ainsi une fonetion continue et une fonetion quasicontinue sont
simultanément quasicontinues. .

Il est évident que la somme de deux fonctions simultanément
quasicontinues est quasicontinue,

En raisounant comme dans 'le chap. 2 et en introduisant les
simplifications signalés dans le chap. 3, on montre aisément que #i
fonctions f(x, y) et g(@, y) sont simullanément quasicontinues par rap-
port & x et continues par rapport & y, elles sont simultanément quasi-
conlinues par rapport & (w, y)

Remplagons dans cet énoncé d’sbord » par z et y par x,, en-
suite par (z, @) ot 2, par (y, &,, ;) et x, et ainsi de suite pour
finir par (xy, %y,..., ¥,.1) et z,. Nous arrivons ainsi au corollaire
puivant: si les fonctions f(ay, #y,..., %,) et g(xy1, Zy, ..., %,) sont con-
tinues par rapport & chacune des variables, elles sont simultanément
quasicontinues par rapport & (@, Tg,..., Zy).

Nous dirons, dans la snite, qu'une fonction f(z, y) est quasicon-
tinue par rapport & a simultanément pour les divers valeurs dey, lo%'sque
quelques soient y* et y?, les fonctions f(#, y*) et f(x, y*) sont simul-
tenément quasicontinues par rapport & =

Il suit du théordme démontré qu'une fonction continue par rap-
port & chacune des variables ;, 2y,..., @, est continue par rapport
4 (2, ..., 2, pour les divers valeurs de ,.

En suivant le raisonnement de M. Lebesgue dont il se sert
pour démontrer le théoréme de M. Baire sur la discontinuité pon-
ctuelle de la limite d’une suite de fonctions continues, on peut établir
que la limité d’une suite de fonctions simultanément quasicontinuies
est ponctuellement quasicontinue. }

Il suffit pour le voir de remarquer que I'ensemble des points
tels que

|f@) —fu@| <&

ost guasifermd, ce qui veut dire qu'il contient chaque point dans le
Fundaments Mathemations. T. XIX. , 18
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voisinage duquel il est partout dense. Or l'intersection des ensembles
quasifermés est aussi quasifermé et l'ensemble quasifermé partout
dense dans un intervalle contient cet intervalle.

1l résulte des théorémes cités que lo limite d'une suite de fonc-
tions f,(w,, %g,..., %,) continues par rapport & chacune des variables est
ponctuellement discontinue.

Par suite si une fonction de plusiears variables possdde des
dérivées partielles par rapport & chacune des variables, ces derivees
partielles sont ponctuellement discontinues. Nous arrivons ainsi 3 un
résultat établi par M. Baire au moyen d’un raisonnement spécial 1),

La notion de quasicontinuité simultanée peut aussi servir pour
établir le théortme suivant sur les fonctions composées: si les
Jonctions

f(yly Yaroeor Yp) ot gi(®, @g,..y 3,) (=1, 2.5 p)
sont continues par rapport & chacune des variables, la fonction composée

f(gj.(xl’ x’l"" xll), g’(xlﬁ xa}"" x")""’ gp(xl’ zﬂ"", xn))'
est quasicontinue. '

En effet, la fonction f est quasicontinue par rapport & 1> Yagoe Y
et les fonctions g, sont simultanément quasicontinues par r;p;’)o:t
A (2, Zyyen, 2,).

En particulier, la fonetion f(z, y, g(z, )), composée des fonctions
Sflz, ¥, 2) et g(%,y) continues par rapport & z,y et 2, est quasi-
continue par rapport & (z, y). Or cet dernier corollaire est une géné-
ralisation d'un corollaire de M. Baire daprés lequel cette fonetion
composée est ponctuellement continue ?).

6. L’oscillation d’'une fonetion sur un segment.

‘ Soit f(x, y) une fonction de deux variables dont z est un point
d'un espa(xc: & n dimension et y un nombre réel. Considérons un
segment (2°; y°—h, y°+h) composé des points (x de Je
4 n+ 1 dimensions tels que ) e

r=2a yY—h<y<y+h
Désignons ensuite par w(z; y°— b, ¥’ +h) loscillation de la

1) loc. eit,, p, 108,
%) loe. cit., p. 98,
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fonction f(x, y) sur ce segment. Cette oscillation est une fonetion
semicontinue inférieurement par rapport & (z° y°), lorsque la fone-
tion f est continue par rapportd x 1). Il est aisé & voir que l'oscil-
tation @ (2, y —h, y —h) est une fonction quasicontinue inférieure-
ment de (2, ¥) quand f est quasicontinue par rapport & a simulta-
nément pour les divers valeurs de y.

Or M. Baire a défini dans sa thése?) la fonction e,(z,y)
égale & la borne supérieure des nombres positifs A pour lesquels

(@ y—h y+r<o.

Il a établi: 1° que cette fonction est semicontinue supérieurement
lorsque f(w, y) est continue par rapport & chacune des variables
réelles x et y; 2° qu'elle est quasicontinue supérieurement lorsque
@ = (%,, ¥5) ot f est continue par rapport b ux,, x, et y séparement?).

Or, on peut montrer aisément que o, (x, y) est une fonction quasi-
continue supérieurement de (z,y) lorsque l'oscillation w(z; y—h, y-4-h)
est quasicontinue inférieurement par rapport & (z, y). En tenant
compte de nos remarques concernant losecilation w, nous voyons
que la fonction @, est quasicontinue supérieurement lorsque f(z, y)
est” quasicontinue par rapport & ® simultanément pour les diverg
valeurs de y. En particulier cela a lien quand f est continue par
rapport & chacune des coordonnées du point .

En se servant de la fonetion &, et en suivant le raisonnement
de M. Baire, nous pouvons démontrer le théoréme suivant: si
f(x, y) est une fonction continue de y et quasicontinue de z simul-
tanément pour les divers valeurs de y, chaque portion de I'hyper-
surface continue y = g(x) contient un point de continuité de la
fonetion f par rapport & (z, y).

On en déduit qu'une fonction de n variables @,y @y,..., T, continue
par rapport & chacune delles posstde des points de continuité sur
chaque portion de Uhypersurface continue ,= G (@1, Tyyerey Tuog)y CO
qui est une extension aux fesetions de plusieurs variables du théo-
réme établi par M. Baire pour les fonctions de deux et trois va-

riables 4).

1) 8, Kempisty, Sur les fonctions semicontinues pay rapport & chacune des
variables, Fund, Math,, t. XIV, p, 237 :

1 Joc cit., p. 22.

*) log, cit,, p. 28 ot 97,

4 loc. eit, p. 27 et 99,
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Or, en suivant un raisonnement de M. Bégel, nous allons voir
que ce théoréme subsiste quand la fonction g est continue par rap-
port & chacune de ses variables.

11 suffit pour eela de montrer que la fonction f(w,y) quasicon-
tinue relativement & x et continue relativement & y posside des points
de continuité sur toute portion de U'hypersurface quasicontinue y =g ().

La quasicontinuité de la fonetion f par rapport & 2 implique la
propriété suivante de cette fonction: si chaque intervalle B=(I; a,)
contient un intervalle B’ == (I’, @, b) dans les points duquel l'oscilla
tion w(x, y)de la fonetion f(x,y) est au moins égale & y, on peut
déterminer, dans I, un intervalle I’ des points # pour lesquels on a

w(;a,b)=y—e).

Comme la fonetion f est continue par rapport & y, son oseillation
par rapport & y est nulle, c'est & dire on a

o, (=, y):‘"}.if:’w(‘”; y—h y+h).

Si la fonction f n'est pas ponctuellement discontinue par rap-
port & (z, y); 'ensemble de points (x, ) ol on a

oz, y) =y

n'est pas non dense. Or cet ensemble est fermé, il contient done une
portion de l'hypersurface quasicontinue y = g(x).

Soit B = (I; a, b) un intervalle tel que chaque segment (; a, b)
coupe la portion considérée dés que x appartient & I%). L'oscillation
de la fouetion f(z,y) dans R est alors au moins égale & y.

Soit ensuite R, =(1,; a,b) un intervalle contenu dans R et tel
que, d’aprés la propriété citée, on a

w(;a, b=y —1.

Si R, y=(I,; ayy,0b,—) est donné, nous pouvons déterminer
dans cet intervalle un autre intervale R,==(I,; a,,b,) tel qu'on ait
bu—l—' On—1

bn_an‘<""" 2

1
o w@isb)=y—,

1) En se servant de la continuité f par rapport & ¥, on peut montrer que
cette propriété a lien quand f est quasicontinue par rapport & « pour y formant
un ensemble partout dense.

¥) 9(x) étant quasicontinue nous pouvons toujoues choisir I de maniére que
b — a soit inférieur 4 un nombre arbitraire positif,
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pour chaque point x appartenant & I,. Nous définissons ainsi une suite
des intervalles R, dont les projections sur Paxe de y tendent vers
un point.

Or, pour le point (27, 4°) commun & tous les intervalles R,, nous
avons

w,(a, §°) =y >0,
[

contrairement & I'hypothése w,(x, y) = 0.

La fooction f(z,y) est donc ponctuellement discontinue, en tout
point (2, y).

Le théoréme démontré implique le corollaire suivant: si les fone-
tions f(y, ®y,e.., @) o6 g(xy, @y, ..., T,_,) sont continues par rapport
& chacune des variables, la fonction f posstde des points de continuite
sur chaque portion de Uhypersurface y == g (@, @y,. .., &p1)-

De plus, en vertu de la remarque ) il suffit d'admetre que la
fonetion f est continue par rapport & =, &g,..., #,.y pour un en-
semble partout dense des valeurs de ,.
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