Sur les transformations intérieures.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

Soit f une transformation continue d’un espace R en un espace 7'
On appelle f transformation intérieure de B si pour tout ensemble I
ouvert dans B, f(U) est ouvert dans f(&)=T'1).

Je vais démontrer le théoréme suivant, analogue av théoréme
de M. Lavrentieff sur Pextension d'une homéomorphie ),

Théoréme *). Soient B, T deux espaces complets, séparables, ACR,
S une transformation intérieure de A, f(A)= BC T. 1l existe dans R
un G, absolu A, DA et une transformation intérieure f, de A,, telle
que FA)CT et fi(x) = f(x) pour e A.

Il existe ¢) un ensemble B, D) A, qui est un G4 dans R et une
fonetion @ continue dans R,, telle que @(R)(C T et @(z) = f(=)
pour xe A, B, étant métrisable d’'une maniére qui le rend complet 5),

la démonstration de notre théordme se réduit & la démonstration
du lemme suivant.

Lemme. Soit B complet, séparable, - AC R, f une transformation
continue de B et intérieure de A. 11 existe un B A qui est Gy dans R
et tel que f est une transformation intérieure de B.

') 8. Btoilow. Ann, Ee. Norm, 1928, p. 348,

) A, Lavrentieff. Fund. Math, VI, p. 149—150.
%) comp, N. Aronszajn. Fund. Math. XVI, p. 120.
“) A, Lavrentieff, 1, ¢, p. 150.

) P. Alexandroff. C. R. 178 (1924), p. 185—187, F. Hausd orff, Fund.
Math, VI, p, 146—148.
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Pour @' e R, n > 0, désignons par S(«',7) la sphére de R de
centre 2 et de rayon 7 (== ensemble des x ¢ R tels que o(z, ') <C 1),
par S*(f(«"), 1) la sphére de f(R) de centre f(2) et de rayon 7.

Définissons un systéme déterminant

{G’llr”h‘-ﬂ"k = S(aﬂn"a.---;u’ ;'nlm.-...ru)}

et un systéme de nombres positifs {w,,y,.. .}, satisfaisant aux con-
ditions suivantes:

1
(Zl) Znunp,....n. = A = Honyngnny) Bgigyuenny € A
(Zﬂ) @:;:...,11,‘,”‘_; C a”lr~~l»"k
() ACS G AX G,C Y] Grryn
ol ne=l

(Zt) Sl an.,n,,....n,,_He Gmx.m--..ml et my +ml + ere +m1ék - 1’ alors:

(1) Gnhng,...,ll‘_‘_l CZ Gm,.m.....,ml.m
m=)
(Zﬁ) f(Gﬂlrn-n"b) C S*(f(a”buu'l~7 “I_t;,...,n.)

(ZG) f(.A.) >< S* (f(a”""""k'"k*l-l y ﬂn,,...,n,.n,,+1) Cf(Gl‘h"t--»"k >< A)

(Z7) Si‘ f(am,m.nk,n‘,ﬂ) ef( Gm;,m.m, >< A) et m1+m?+"‘+m‘ék—1!
alors il existe un entier m’ tel que:

) STA) X 8* (fnpmppysh By CS Comcimnt X A

1 Oonsidérons la classe des sphéres S(a, ) telles que aecd,
A1 et

®) S(S(a, H)C 8*(flay 1)
la fonetion f étant continue, chaque a¢A est lo centre d'une telle
sphére.

R étant séparable il existe une suite {S(a., A} de ces sphéres
telle que Ac'_‘."é';’1 S(ay, &) On poso Gy= S(@n &), #=1,
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IL. Supposons que pour ¢ = k les ensembles G, ,,..., et les nom-
bres g, ..., sont déterminés, de maniére & satisfaire aux conditions
p—

(Z,)—(Z,). La condition
@4 my g oM <k — 1

.....

condition sont déja détermmés, ces Gy,m,...n, Stant en nombre fini,
on peut les ranger en une suite L, LY, ..., LY, Si G p,..,m, = L§,
J=1,2,..., r, nous poserons: L") = G, m,..mym m=1,2,... Les
ensembles I{¥ sont déja aussi déterminés.

Soit maintenant n,, #,,..., 7, une suite déterminée d'indices, et
soit @ e Gy .., X 4.

Supposons que l'on a f(a e f(L¥ X A) Daprés (Z;) et (Zy)

nous avons:

g

(6) P X A= 3 (L X 4)
me]

done:

(®) fIPX )= 3 FLH X 4)

done il existe un entier m, tol que f(a)e (L , X A). Lff, étant
ouvert dans R, L{%) X A est ouvert dans 4, done f étant une trans-
formation intériure de 4, f(L§), X A) est ouvert daus f(A4). De

méme f(G,,n,..n, X 4) est ouvert dans f(A4). La partie commune
d'un nombre fini d'ensemble ouverts étant un ensemble ouvert, —
Tensemble:

© G X ) X JI Ff, % 2)
F(@)eA(LP X 4)

est ouvert dans f(A) et contient f(a). On peut par suite déterminer
un nombre u(a) tel que:

® 0< o) S iy

) fed) X 8* (f@), k@) Cf(Grr..., X 4) X JPFII, X 4)
S(@)ef(LP X 4)
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o0
Les ensembles, G,,,.., et L, donc aussi EIL},"),, sont ouverts
Mo

dans R, f est coutinue et d’aprés (Z;) la rélation ae L{® entraine

aeg'L},",?,; done nous pouvons déterminer un nombre A(a) tel que
mw=l

(10 0<U0S

(11) S(S(a, A(a) C 8*(f(a), p(a))

(12) 5(a, (@) C Grynyoramy X ]I (2' L}n)
aEL") mml

R étant séparable, il existe une suite de points b,e A X Gypny...y
telle que:

Crraeuns C Y S(bur A

LIS}

(18) A X

Nous posons:

= A(by,,)

Y}

(14) ﬂnx,np...,n‘,nk.'_i = l"'(bﬂk_‘_l ; Z’nx,m,...,n‘.n‘_._l

==b

Gn, Bplpgl ‘S(aﬂuﬂu witpgy) T "'*+l)

(16) a'lpllﬁ,...,ll.,)l*_*] Ilk,_‘_‘"j

De cette manidre nous déterminons tout le systéme {G, ...},
{#ts,...n,}- Lies conditions (Z,)—(Z,) sout remplies. En effet, (Z,) ré-
sulté de (8), (10), (Z,) de (12), (Z;) de (1), (Z,) de (12), (Z) de (11),
(Zy) de (9) enfin (Z,) de (9).

Soit
(16) V=3 Gumry
BBy e iy
(17) s=Jf".
kel
(18) 0"-‘52 ”Gm,um..,n‘-
Ry My eee Rl

V, étant ouvert dans R, B est un G,'dans R. D’ap}és (Zs) on
a ACYV; et la rélation ACV, entraine:
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(19) 4A=AXV,= 2' (Gyong X A) C 2 ( j‘ G ,,) =Ven.

LR Aoty Amel

Donc ACB.
Soit x ¢ B et supposons que ze Gy, p,...p5 soit % un entier satis-
faisant aux conditions :

20) S (377 E‘_‘{{_”‘f) C Gm,m.---mj
1) k=p+p 4. +p+1

Comme z ¢ B, on a ¢V, c. & d. il existe une suite g, gy, ... gua
telle que:

(22) Ze Gm:..-..q,,+1= S (am,u-,uH’ i'qx,nuvk.u)'
11 résulte de (Z,), (20), (22) que

(23) Ogyegpga € GﬂhPﬂm-:Fj'
D'aprés (Z,), (21), (23) on aura:

(24) Te Gv‘,w-nu.;.l CZ Gm.p»--upj.ﬂ

p=1

done il existe un p,, tel que z¢ G, ..., 41+ 11 en résulte l'existence

d’'une suite mﬁme d'entiers py, p,,... telle que
(25) xGHGmmw-ru
k=3

gonc ze C. On voit qne B(C C; évidemment on a aussi C(C B;
one

(26) B=C

Considérons maintenant un ensemble G ouvert dans R et soit
x’eB. X G. D'aprds (Z,) et (26) nous pouvons déterminer une suite
d'entiers py, ps,..., pi, puyy telle que

’ (27) - ze G

PuPueessPry '0

Plvpi-"‘nP[ C G'

Considérons un point y tel que:

'~ (28) vef(B) oW, f@) <3 Mpmunsyy
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T existe un point @, ¢ B tel que:

(29) fl@)=1y.
D’aprés (26) nous pouvons déterminer une suite d'entiers ry, ry,...
telle que: .
(30) Ay | 0%
Rl
Déterminons maintenant deux suites d’entiers: ky, Ky... et gy, goy

de maniére suivaate:
(1) Soit %, un entier satisfaisant aux conditions:

11
(31) E é a ”’l’hﬁw--m/.q_ﬂ
(82) kx§P1+Pi+--'+P1+1+2-

On aura daprés (28), (29), (81), (Zu), (Zs), (Zo)

(33) f(ml) ef(Gr.,n,....r“) C ‘S’* (f(ar,,r,,...,r,“ ] [l’n,r.,...,r,,l)c
C 'S*(f(ammu-.rhs ‘}l“mvm,«umﬁ):

(34) f ("'mruu-.r,-‘) € S*(f (@) ﬁﬂp.,p;....,p;_’_l)c 8% (f (a'm,m.m.n;“)v ll’Px-Pt--~rPl+l)

(35) f (an,n,...,rh) eS*(f (apun...,p,_*_l ) !"phpn..-..p,_;,_l) Xf @ C
CS(Gaupcns X A):

D'aprés (32), (8B), (Z,) il existe un entier ¢,, tel que:
(86) f(A) >< S* (f(aﬂ,ru,-mr‘,‘ ] xur'urh..-..rh) Cf(Gm.m,»-uPMt X A)‘

IL. Supposons maintenant que nous avons déterminé les entiers
k, et ¢, et que l'on a:

BT)  F(A) X 5* (fnry) Brsg) CHCrprtg X A
Soit %,;, un entier satisfaisant aux inégalités:

(38) kg > Ky

(39) ki =p +Pn+--~+1’1+91+---+91+2'
D'aprés (Z,), (Z,), (Zy) on a:

(40) a"b . C T 'rk/

ly 7 +1 '1 "k/ 1
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(4 flnry, ) €A X Gy ) CFA) X [y, )C

D'aprés (39), (41) et (Z,) il existe un ¢, tel que:
(42) f4) X 5*(fla, YC S Gty X A

Mais c’est la rélation (37) ol Uon a remplacé j par j - 1. Les
suites {4}, {g,} sont donc déterminées par induction et on a

) M.

Tk ..,r,,H_l

(48) S (an.-.-,rkl) e/l pr-..,ﬂ[,qhnqu‘)
done il existe un point ; tel que:
(44) b] € Gan-.P[ﬂn--u?j

9) [®) = @)

Dlaprés (Z,), le diamétre de Goutrsrpagi.ngy tend vers 0. Done,

R étant complet, on aura en vertu d'un théordme de M. Haus-
dorff1)

00

(46) ”_G—Pbpz,..-,pi, ueendy = bo .

J=1

Mais d'aprés (Z,):

(47) _” pr'"lp[!qhuqu =”Gpu~--mp%-wvj C B

J=1 Je=1
Done by eB et comme évidemment b, ¢ G,...; C G, on aura
bye B X G. D'autre part, d'aprés (44) b, =1lim b, f étant continue
il résulte de (29), (30), (45): o=
(48) f(bo) =j]ilf'° f(al"h-.v."kJ) —,:kl—ipi:lof(arh.mr‘ =f(x1) = !/
Done (28) entraine:
(49) yef(BX G).

On voit que tout point de f(BX &) est un point intérieur de

cet ensemble dans f(B). Donc f(B X @) est ouvert dans f(B) et f
est une transformation intérieure de B . q, f. d.

1) Grundzilge der Mengenlehre, p. 818,
Warszawa 3/V 1932,
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Un théoréme concernant les transformations
continues des ensembles linéaires.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Théoréme I: F dtant une famille de puissance du continu d'en-
sembles linduives de pudssance du continu, il existe toujours un en-
semble lindaire non dénombrable B, dont les images continues sont
distinctes de tout ensemble de la famille F'Y).

Démonstration. Dans le ‘cas, ot 2% > x,, notre théoréme
ost évidemment vrai. (Il suffit dens ce cas prendre pour E un en-
gemble linéaire queleconque deo puissance ¥,). Il suffira donc de donner
une démonstration de notre théoréme, en admettant que 2% =g,

Admettons done que 2% =,

Soit
(1) Ei) EN Eﬂy-"l Ean Ew+1;"" EEH"' (§<‘Q)

une suite transfinie du type @, formée de tous les ensembles de
la famille £

La famille de tous les ensembles G4 linéaires ainsi que la fa-
mille de toutes les fonetions continues, définies sur un ensemble
linéaire donnd, étant de puissance du continu, il existe une suite
transfinie du type £,

(2) fl(“’)a fs(“’): o '>fw(“’)’ fm+1(x)""1f§(w)’“" (§< 'Q)

formée de toutes les fonctions, dont chacune est définie et continue
sur un ensemble G (variable), I'; soit I, l'ensemble G sur lequel
est définie et continue la fonction fq(®).

1) D'aprée une remarque due 4 M, Lindenbaum on peut encore dire que,
E, étant un sous-emsemble guelconque de E, les images continues de E, sont ,
distinctes do tout ensemble de la famille F.
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