Uber eine Klasse von lokal zusammenhingenden
Riaumen?).

Von

Karol Borsuk (Warszawa).

Im Gegensatz zu den manchmal paradoxen Eigenschaften der
in der Topologie vorkommenden Punktmengen, weisen diejenigen
Gebilde, mit denen wir in anderen geometrischen Disziplinen (ele-
mentare, analytische, projektive Geometrie u. s. w.) oder in deren
Anwendungen gewthnlich zu tun haben, einen. viel regelméssi-
geren Bau und unserer Intuition leichter zugiingliche Eigenscha-
ften anf. Anschaulich ausgedrtickt, sind diese Mengen (Figuren)
nicht zu sehr ,faserig“, sie enthalten nicht unendlich viele zu tiefe
»Spalten oder ,Aushohlungen, sie sind mehr oder weniger ,glatt.

Ohne die Frage nach dem vollen mathematischen Inhalt dieser
intuitiven Begriffe hier entscheiden zu wollen, bemerken wir nur
dass mit denselben mindestens folgende, in den Anwendungen
wichtige Eigenschaften verkntipft sind: liegt eine solche Punkt-

menge in einem euklidischen Raume, so muss auch ihre Begren-

zung eine verhiltnismissig einfache fopologische Struktur haben:
sie muss zumindest lokal zusammenhiingend sein und keine uner-
reichbare Randpunkte enthalten.

Nun ist bis jetzt auf dem Boden der punktmengentheoretischen
Topologie keine den obigen Forderungen gentigende Punktmengen-
klasse definiert worden. Die durch S, Mazurkiewicz? und H.
Hahn ) eingeftihrte und durch zahlreiche andere Mathematiker un-
tersuchte Klasse der lokal zusammenh#ngenden Riume ist von diesem

') Die Hauptresultate dieser Arbeit sind (ohne Beweise) in meiner in C. R.
Bd, 194, (1932), S. 951 publizierten Note vertffentlicht worden.

') 8. Mazurkiewicsz, C, R. Soc. Sc. Varsovie 6, (1918), 8. 306 und 941.

%) H. Hahn, Jahresber. D, Math, Ver., 28, (1914), 8. 3819,
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Standpunkte aus zu umfassend: schon ebene lokal zusammenhangende
Kontinua (stetige Streckenbilder), welche die Ebene in unendlich viele
Gebiete zerschneiden, kinnen lokal unzusammenhingende Begrenzun-
gen mit unerreichbaren Punkten besitzen. In den htherdimensiona-
len euklidischen Riumen gibt es sogar stetige Streckenbilder mit
unzerlegbaren - Begrenzungen, sowie stetige Streckenbilder, die eine
gemeinsame Begrenzuog dreier Gebiete bildent), u. s, w.

Dagegen hat Alexander auf dem Boden der kombinatorischen
Topologie, einen Begriffs) eingefthrt, den die Kombinatoriker ehen-
falls ,Zusammenhang im Kleinen* nennen und der eine wichtige
Klasse von Blume charakterisiert, die sich duch Regelmissigkeit
ihrer Struktur sauszeichnen. Diese Riume sind aber bis jetzt nur
mit kombinatorischen Methoden untersucht worden,

Der Zweck dieser Arbeit ist, eine Punktmengeklasse (R-Mengen),
welche im Bereich der endlichdimensionalen Mengen mit der Klasse
der im kombinatorischen Sinne im XKleinen zusammenhingenden
Riumen zusammenfillt, einzuftthren und punktmengentheoretisch zu
untersuchen.

Im § 1 gebe ich die Definition der R-Mengen an, indem als
Ausgangspunkt eine (mit dem Begriffe des Retraktes®) eng verbun-
dene) Eigenschaft ,im Grossen“ gewihlt wird, und untersuche ele-
mentare Bigenschaften dieser Mengen, Der § 2 ist der Untersuchung
der R-Mengen in euklidischen R#umen gewidmet, und zwar als
Hauptresultat den Beweis enthilt, dass die :} Mengen den beiden
erforderlichen Begrenzungseigenschaften gentigen. Die dort bewiese-
nen Sktze stellen eine Verallgemeinerung des qualitativen Inhaltes
des fur die Ebene von Jordan angegebenen und von Brouwer?)
erweiterten Satzes Uber das Zerschneiden des s-dimensiopalen eu-
klidischen Raumes durch topologisches Bild einer (n — 1)-dimensio-
nalen Kugeloberfliche. Schliesslich beschaftige ich mich im § 3 mit
einer igenschaft ,im Kleinen“ die ich ,lokale Zusammenziehbar-
keit“ #) nenne und beweise, dass dieselbe in den in sich kompakten,

4) Hin solches Beispiel ist in meiner Mitteilung am IIL Kongress der polni-
schen Mathematiker in Wilno (1981) enthalten.

8) Siehe §, Lefnchetx, Topology (New York, 1980) 8. 91.

¢) Vgl. Fund, Math, 17 8, 162, Die Definition dieses Begriffes wird bier
8. 222, angefiihrt,

") L, B J. Brouwer, Math, Ann, 71, (1911), 8. 814 und 821,

®) In meiner obenerwhhnten Note in der C, R. wurde diese Eigenschaft ,cou-
tractibilité locale gemannt,
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metrischen, endlichdimensionalen Rdumen fiir die ®R-Mengen cha-
rakteristisch ist.

§ 1. Die R-Mengen und ihre elementare Eigenschaften.

1. Definition®). Ist P ein topologischer und 4 ein metrischer
kompakter Raum, so bezeichnet A” den. Raum, der als Elemente
alle stetige Funktionen ¢, wo ¢(P) (" 4, hat und der durch die
Formel ,

0(@r. py) = Eug Ple: (@) pa(2)] wo @y, y € A
€
metrisiert. ist. “

Ist P eine Teilmenge eines topologischen Raumes 7' und ® e AP,
8o heisst eine Funktion f Erweiterung von ¢ auf T relativ zu A,
wenn feA” und f(x) =@(z) fir jedes ze P ist. Der aus allen
Funktionen ¢ ¢ A, die eine Erweiterung auf 7' rel. zu A haben,
hestehende Teilraum von A” wird mit II(A", T') bezeichnet..

Ist P=A und hat die im Raume A durch die Formel p@)=u
definierte Funktion ¢ eine Erweiterung f auf 7 rel. zu A (also
@ e II(A", T'j), so heisst f eine den Raum 7 auf A retrahierende 10
Funktion und A selbst ein Retrakt des Raumes T. Bin absoluter
RBetrakt heisst eine jede in sich kompakte metrisierbare Menge A,
welche Retrakt jedes, sie enthaltenden, metrisierbarer’ Raumes
M ist 1),

Ist AC T und gibt es eine Umgebung 11) UC T von A, derart
dass 4 ein Retrakt von U ist, so heisst 4 ein Umgebungsretrakt von T.

Ein ,absoluter* Umgebungsretrakt, also eine in sich kompakte
méetrisierbare Punktmenge, welche ein Umgebungsretrakt von Jedem sie
enthaltenden metrisierbaren Raume ist, wird R-Menge genannt,

Es folgt aus dieser Definition, dass jeder absolute Retrakt eine m-Menge ist;

nicht aber umgekehrt, da z. B, jede endliche (auch leere} Punktmenge offenbar

eine m-Menga ist, whhrend die absoluten Retrakte Kontinua sind 13),

%) Vgl K. Borsuk, Surles rétractes, Fund. Math, 17, (1931), 8. 152—170,

1%) Anstatt der frither gebrauchten Bezeichnung , zusammenzishende Funlktion®
(vgl. K. Borsuk, Fund. Math, 18, (1982), B. 199), welcher wir und hier in an-
derem Binne bedienen werden,

1) Vgl. K. Borsuk, Fund, Math, 17, (1931), 8. 160, 18),

1) Die Menge U wird eine Umgebung der Menge A im Raume T genannt,

wenn A im Innern von U enthalten ist d, h, wenn ACU—-T—TUCT ist,
%) L e S. 163, 22, 10,
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9, Das homdomorphe Bild einer M-Menge ist wieder eine solche.

Beweis Sei A eine hombomorphe Abbildung, welche die Pu.n_kt-
menge A auf die Punktmenge A4, abbildet und M, eine metrisier-
bare Obermenge von A,. Es gibt dann eine Obermenge M von A
und eine homtomorphe Abbildung ¢ der Menge M auf M, Wfllche
eine Erweiterung von % ist4). Ist nun A eine R-Menge, so gibt es
eine Funktion f, die eine Umgebung U M von A auf A'retra-
hiert. Die Funktion gfg.;, wo g, die Umkehrung der Abbilduug
g bezeichnet, retrahiert die Umgebung U, = g(U)C My von 4,
auf 4,, wonmit 4, eine R-Menge ist, w, z. b. w.

8. Die R-Mengen sind mit den homdomorphen Bildern der abge-
schlossenen Umgebungsretrakte von Q,1%) identisch.

Beweis. Ist, erstens, A eine M-Menge, so gibt es '%) eine m_it y|

homtomorphe Teilmenge B von €),, welche nach 2. Retrakt einer
vV von B ist.

Um%::?u;geiteli (iw eine homdomorphe Abbildung der Teilmenge 4
eines beliebigen metrisierbaren Raumes M auf eine abgeschlogsen'e‘
also in sich kompakte Teilmenge B von ()ﬁ,,' so ist A auch eine in
sich kompakte Menge und somit gibt es'7) eine Erweiterung ¢ von
h auf M rel. zu Q,. Wenn nun B Retrakt einer Umgebqug VC Q.
von B ist und f die V auf B retrahierende Fuunktion bezeichnet,
go retrahiert die Funktion h_fp, die Umgebung U=1}' (p(x) e V]

von A im Raume M auf 4, w. z b. w.

4, Dia endlichdimensionalen m—MMyan sind mit den homaoow.zof'p:en l;;zu;:
abgeschlossener und beschrdnkter Umgebungsretrakie der euklidischen u
identisch, , . . L R N

BEs ist einerseits eine endlichdimonaionale m-Menge mit ?mer‘m .mh lf;m:
pakten Teilmenge eines euklidischen Raumes R, also nach 2,, mit zm;r as:m
aéhiosseuen und beschrinkten Umgebtfhgsretrakte von R,homBomorph. Anderer

14 1, c. 8. 159, 16. . )
“% d c11 in sicl’1 kompakte Teilmenge des Hilbertschen Raumes, die als

1 = ., hat, Vgl 5. B, K,
Elemente alle Folgen {ws}, wo 0-San <~ fir n= L., g

; 1 i lin 1928), 8. 13—14.
M Dimensionstheorie, (Leipzig u. Ber ,
en’s)o ;ach dem l:m]:uu:u:ltenY Einbettungssdize von P, Urysohn, nach welﬁh?:;x
jeder separable metrische Raum wmit einer Teilmenge von Q. homoomorph iet.
Biehe z B, K, Mengor, 1. ¢ 8. b7,
11) K. Borsuk, | e 8, 168, 12.
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ergibt sich aus 3. und da jede offene Teilmenge des euklidischen Raumes wit
einem Rotrakte einer offenen Teilmenge von @, homomorph ist und da Retrakt
eines Retraktes wieder ein Retrakt ist!%), dass ein bomgomorphes Bild eines in
sich kompakten Umgebungsretraktes von R, eine endlichdimensionale m-Menge ist.

5. Ist A eine R-Menge und B eine abgeschlossene Teilmenge von A,
die ¢in Umgebungsretrakt von A ist, so ist B eine R-Menge.

Beweis. Man kann pach 8. voraussetzen, dass A @, ist.
Sei f eine die Umgebung U von A suf A retrahierende Funktion.
Nach Voraussetzung gibt es in A eine Umgebung ¥ von B in 4
und eine V auf B retrahierende Funktion ¢. Die Funktion ¢f re-
trahiert dann die Umgebung G = E[f(x)e V] von B in @, auf B,

woraus es nach 3, und weil B (als eine abgeschlossene Teilmenge
von 4) in sich kompakt ist folgt, dass B eine R-Menge ist, w.
z. b, w.

6. Ist B eine abgeschlossene Teilmenge eines metrischen Raumes
M und A eine R-Menge, so ist jede Funktion @ e A® einer Erweite-

rung auf eine (von @ abhingende) Umgebung UC M won B relativ
2u A fihig.

Man kann nach 3. voraussetzen, dass A(C @, ist. Dann
hst?) die Funktion ¢ eine Erweiterung ¢ auf M rel. zu @,. Die
Menge A ist aber eine R-Menge; es gibt also eine Funktion f, die
eine Umgebung U(C @, von A auf A retrahiert. Die Funktion fvy
bildet dann eine Erweiterung von ¢ auf die Umgebung V=
= E[p(x)e U)(C M von B rel. zu 4, w. z. b. w.

7. Satzw), Ist A eine m-Menge und T' ein topologischer Raum, so ist der
Raum AT lokal zusammenhingend,

Beweis, Da die topologischen Eigenschaften des Raumes A7 pur von denen
der Riume 4 und T abhiingen ), so kann man 4 (C @, voraussetzen. Es seien:
U eine Umgebung von 4 in @, und f eine U auf 4 retrahierende Fuuoktion. Da
A in sich kompakt ist, gilt es:

) ‘ 0(4,0,—U)=24>0.- .

Die Menge P=I‘é‘[g (w,4) <} A] ist eine abgeschlossene und somit in sich

€Yo

) 1, c. 8. 164, 4.
1) Vgl. K. Borsuk, 1 e. 8, 170, 27.
) L c. 8. 167, Théoréme 3,
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kompakte Teilmenge von @,. Es gibt aleo fir jedes beliebige 2> 0 ein 7> 0
mit der Eigenschaft:
@ ous o(w,y) <7u folgt o[f(@)fy)]<s fir jedes w,yeP.

Um nun den lokalen Zusammenhang von A7 zu beweisen, geniigt es fiir jo
gwei Funktionen ¢y, ¢, ¢ A7 mit der Eigenschaft

(8) Coelpap) <7 .
die Existenz einer stetigen einparametrigen Funktionenschar {g;} im Raume
AT zu zeigen, wo ¢(ps, P,) << & fiir 0.<¢<1 ist. Man kann sich ausserdem auf
den Fall
0 L 0<e<tA und 0<q<4A
beschriinken,

Fitr jedes 0<Ct =1 und we T sel ye(w) der um t* olpo (), @ (z)] von po(x)

entfernter Punkt der Strecke (), (@) C Qu. Nach (3) und (4) ist gy (x) @, (x) C P
und somit ist die Funktion f im Punkte y:(x) definiert, wobei nach (2) und, da

Jpy = Por

(6) olfui(@) yo(@)) <& flir jedes xeT und o<1

gilt, .
Setzen wir nun @ (x) = fur(x) fiir jedes ze T ond 0.<<t<C1, so erhalten wir

in AT eine stetige einparametrige Funktionenschar, wobei nach (B), o(p,, ) < ¢
fir jedes 021 ist, w. 2 b. w.

8. Hilfssatz. Vorausseteungen: 1° Die Punktmengen E, und E,
gind in ihrer Summe abgeschlossen,

20 AC B+ E,, .

30 UDA K, far i=1,2, ist eine offene (velativ au E,) Teil-
menge von B, ‘ ,

Behauptung: Die Menge U =U, + U, ist eine Umgebung von A
in der Menge Ey -+ Ej. ‘

Beweis. Nach 3° gibt es in E; | £, offene Mengen I, (i =1, 2),
fir die ,

(6) [][ = F‘ . E[
gilt.

Es ist I, - (B, — B,) C Uy, I, (B, —E,)C U uwd Iy - Iy =
=TI,y (E + Ey) C U+ U,, woraus nach 2° 3"1 und (6),
A A (B — Byt A~ (By— E) + A+ By BC Ty (Bi— B+
4 Iy (B — By I - I, C U, + U, folgt. Um nun dl.e Behaup-
tung zu beweisen, genligt es nur zu bemerken, dass die Menggn
I, . (B — EB), I+ & — E), I,.T,, also auch jhre Summe, in
E, + B, offen sind.

b
Fandamenta Mathematicae t. XiX. 1
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9. Satz®). Sind A, und Ay abgeschlossene Teilmengen eines me-
trischen Baumes A, A=A, 4 A, und A, + A, eine R-Menge, so ist
A dann und nur dann cine R-Menge, wenn A, und A, R-Mengen sind.

Beweis. Sind 4, und 4, zwei 3-Mengen, so sind dieselben,
also auch 4, in sich kompakt. Da A, 4, eine R-Meuge ist, so gibt
es fir einen beliebigen metrisierbaren Raum M ) 4 eine Funktion
J/, die eine in M offene Obermenge G von 4, .4, auf A, .4, re-
trahiert. Nehmen wir nun zwei in M offene Mengen @, und G,
mit den Eigenschaften:

4, —4,CG, 4,—A4,CG, G-G=0,
(Gi+ G5)- 4, -4, =0,

und betrachten zwei Funktionen f; (i = 1, 2), welche auf den Mengen

M

(8) Pi==(G— G, — Gy)+ 4, wo i=1,2,
folgendermassen definiert sind:
(9) _fi(-’”) =f(x) fﬁr zel— Gl - Gﬂ:-
fl®)==2  fir zed,
so ist es leicht zu ersehen, dass f;e A fir i=1,2 ist.
Wir setzen

(10) B =(¢+ G+ 6) — Gy wd B = (G+ ¢, + &) — G,

Nach (8) und (10) gilt es P, = [E, — (G, + Gy)] + 4,, wo beide
Summanden und somit ihre Summe P, abgeschlossene Teilmengen
von E; sind. Infolgedessen gibt es nach 6. eine offene Teilmenge
U, von E,, wo '

(1) P,CUCE fir i—1,2

ist, sowie eine Erweiterung ¢, von /i auf U, relativ zu 4,.
Nach (7) und (10) erhalten wir ‘
12) E1‘+E,=G+G1+G,:)_1,

sf)wie By, = (E, —}-E,) — Gy und E, = (B, + ) — G,. Hiermit
sind die Mengen £, in ihrer Summe abgeschlossen. Da, schliesslich,
n.'ach (10), (7) und (11) 4 *Ei=A,CPCU (i=12) besteht, so
sind alle Voraussetzungen des Hilfssatzes 8. erfull, Die Menge

*) Vgl N. Aronszaju u, K. Borsuk, Fund. Math.»18, (1982), 8. 194,
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U= U, + U, ist also eine Umgebung yon 4 in Z :+E, =-G'+
4 G, + G, und, da diese Menge offen ist, bildet sie auch in M
eine Umgebung von 4.

Bemerken wir nup, dass wir nach (8), (11), (10) und (7)
G—G — G CP-P,CU-UCE B =[(G— G)+ G~
(G — Gy) + Gy) = G — Gy — G, und somit

(13) U1'U2=E1'E,=G-—Gl——'gz

haben. .
Da die Mengen E, (i==1,2) in jhrer Summe abgeschlossen sind,

50 ist nach (11) und (18): T« (U, +Uy) = U, + T, - LCU+
+ B, + By == Uy. Folglich sind auch die Mengen U, (i=1,2) in
ihrer Summe abgeschlossen. Es ergibt sich daraus und da die E_‘unk-
tion @, eine Erweiterung der durch die Formeln (9) deﬁnlerte.n
Funktion f; ist, dass die auf der Menge U= U, 4 U, durch die
Gleichung ‘
p(x) = @) fir ze Uu, i=12
definierte Funktion, die Umgebung U von A im Raume M auf 4
retrahiert. Es ist also 4 eine Ji-Menge. . . o
Ist andererseits A eine R-Menge und ¢ eine Fm?ktmn, die eine

Umgebung V C A von A, - 4, retrahiert, so bildet die Menge U=
= A,+ V eine Umgebuyng von 4, in A und die fiir z¢ U, durch
die Formeln:

filwy=a  fir wed,

filw)=p() fir zeV—4
definierte Funktion f; retrahiert U, auf 4, Daraus und aus b.
schliessen wir, dass 4, eine f-Menge ist, w. z. b. w.

10. Korollar. Alle Komplewe der kombinatorischen Topologie sind

R-Mengen. .

Dies ergibt sich aus 9. durch Induktion (nach.Dimenslm} und
Anzahl der den betreffenden Komplex bildenden .Slmplexe), 1.ndem
man berticksichtigt, dass der Korollar im Falle eines (.—- 1)-%11mex.x-
sionalen Komplexes (d. h. einer leeren Me.nge'), sowie im Falle ei-
nes einzelnen n-dimensionalen Simplexes richlig ist.

11. Milfssatz. Ist A eine Teilmenge eines metrischen Ra:{n;sjllf,
s0 gibt es fir jedes 6> 0 ein n >0, derart dass fir je zwei Funk-

tionen fe Q" und @ e Q4 aus der Bedingung "
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(14) elf(py o) << fir jedes ped

die Existenz einer Erweiterung ¢ von @ auf M relativ 2u Q, von
der Kigenschaft o(v,f) << & folgt.

Beweis. Sei >0 eine beliebige Zahl von der Eigenschaft

aus |e,|<Min.(q,;lz—-) fir n=1,2,... folgt
(15) =

\/2‘8‘;’, <e

nesl
Sei ferner ,(x) eine stetige reelle Funktion, welche folgender-
massen definiert ist:

a,(x)=0 fir z<O0; a,(2)=2a fir 0o

)=

)
1 .1
a,‘(:v).._;q-‘ i z>;‘-.
Diese Definition ergibt unmittelbar folgende Schliisse:

(16) 0 a,‘(:u)gi-,

1 s
1) o 0<z<, folgt |an(x+y)—m1<M1n(iy|,%>,

Es seien nun f und ¢ zwei die Voraussetzungen unseres Hilfs-
satzes erfiillende Funktionen, und zwar

SO =) w O<ABSE, fir pel,
9(p)={g.(p)}y wo 0<%(p)<%, fir peA

Auf Grund von (14) erfillen dann die E‘.unktionen & (p) =
=f2(p) — @.(p) fir pe 4 die Ungleichung

le(p)| << o[ f(p), 9 (p)] < Min ('71 ;1;>

Es bezeichne 1,(p) die Erweiterung von &,(p) auf M relativ
zum Intervalle — » <Cx<C#. Wir setzen:

¥up) = a(fo(p) — (2)) wnd @(p)={v,(p)} fir jedes pe .
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Da 1, stetig ist, so ist nach (16), ¥ ¢ @, wobei fiir jedes pe 4,

a(0) = 0 (fa(D) — &) == @4(p4(p)) == @i(p) ist, und somit ¢ eine
Erweiterung von @ auf M relativ zu ¢, darstellt. Dabei haben

wir nach (17) fur jedes peM die Beziehung |y,(p) — fa(p)| <
< Min ([zl,,(p)l,;l;-) < Min (’77;1;)5 woraus nach (15),

e f) = 2!:1;1\/ Swn) —fulpyr<e

ne=0
folgt, w. z. b. w,

12. Satz®) Ist B eine abgeschlossene Teilmenge eines metrischen
Raumes M und A eine R-Menge, so ist II(A®, M) eine offene und
zugleich abgeschlossene Teilnenge von AP

Beweis Man kann sich auf den Fall 4 C @, beschrinken. Es
genligt zu zeigen, dass es eine positive Zahl % gibt, filr welche die
Ungleichung

(18)  o(@o, Pr) <1, wo @y (A% M) und @ ed’

die Beziehung ¢, e II(A% M) zur Folge hat.

Sei f eine Funktion, die eine Umgebung UC¢Q, von A aufA
retrabiert. Da A in sich kompakt ist, haben wir
(19) e=0(4, Q,—U)>0.

Bezeichnet nun f, eine Erweiterung von @, suf M relativ zu
A, so gibt es nach Hilfssatz 11. eine positive Zahl 7 derart, dass
die Umgleichung (18) die Existenz einer Erweiterung ¢ von ¢,
relativ zu @, mit der Eigenschaft o(fo,¥) <<€ ergibt. Nach (19)
ist somit w(z)e U fur jedes xe . Die Funktion fi=fv bildet
dann eine Erweiterung von @, relativ zu 4, so dass @, ¢ I1(A%, M)
ist, w. z. b, w. .

13. Korollar, Damit A ein absoluter Retrakt sei, ist es notwen-
dig und hinreichend, dass A eine R-Menge und der Raum A* zusam-
menhdngend sei.

Als absoluter Retrakt ist A eine R-Menge (nach 1) und der
Raum A4 zusammenhtngend1?). Ist andererseits A eine M-Menge,

) Vgl. K. Borsuk, Monateh, f. Math, u. Phys, 38, (1981), §. 382, 4.
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so hat nach dem vorigen Satze der Zusammenhang von 44 zur
Folge, dass IT(A% M)= 4* fiir jede metrisierbare Obermenge M
von A gilt, also dass jede Funktion f¢ A* eine Erweiterang auf i/
relativ zu A besitat. Iasbesondere bildet irgendeine Erweiterung der
identischen Abbildung f(z) = « eine M auf A retrahierende Funk-
tion, w. z. b. w.

- 14. Korollar?3). Ist A eine R-Menge und gehirt die Funktion
@ zu einer, eine konstante Funktion enthaltenden Komponente von
A?, so gibt es einen Punkt x4 € A, fiir den @(wx,) == 2, ist (Fizpunkt).

Beweis. Man kann A C @, voraussetzen. Auf Grund von 12,
o e II(44, Q,) ist; somit gibt es eine Erweiterung ¢ von ¢ auf
Q, relativ zu A. Da die Menge ¢, einen Fixpunkt besitzt *) und
Q) CACQ, ist, so gibt es ein a6 ¢, derart, dass z;=
= () e A gilt. Fir jedes z¢ A ist aber @(z) = ¢(x) und somit
P (@) = P (%) = %o, W. 2. b. W.

Hiermit ist folgende noch offene Frage gebunden:

Bleibt die Behauptung des Korollars 14. richtig, wenn man von
der Menge A nwr voraussetzt, dass sie in sich kompakt ist?

§ 2. M-Mengen in euklidischen Riumen.

15. Ist E eine Teilmenge eines metrischen Raumes M, so wird
mit U, ,(E) die Menge E[¢(x, E) < £} bezeichnet (im Falle i/ = R,
xeM

kann der Index M vernachlssigt werden),

Unter A ist in diesem § stets eine im euklidischen n-dimensiona-
len Raume R, liegende R-Menge, unter U eine auf A retrahierbare
Umgebung im R, und unter @ eine U ouf A retrahierende Funktion
2u_ verstehen.

16. Satz. Die Punkimenge R, — A ist Vereinigungsmenge endlich
vieler Qebiete.

Beweis. Da in jeder Umgebung von einer in sich kompakten
Teilmenge von R, fast alle Komponenten ihrer Komplementirmenge

33) Dieser Korollar bildet eine Verallgemeinerung des Satzes, nach welchem
die sbeoluten Retrakte cinen Fixpunkt besitzen (I, c. 8. 161, Corollaire). Dieser
Satz bildet seinerseits eine Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsatzes,
nach welchem die euklidische n-dimensionale Kugel H, einen Fixpunkt besitat.

) J. Schauder, Math, Zeitschr, 26, S. 52 und Studia Math, 2, 8, 178,
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liegen ), bleibt es zu zeigen, dass fir jede beschrinkte Kompo-
pente I' von R, — 4, die Beziehung I'— U= 0 besteht.
Anderenfalls und da F(I")==I"+(R,— I')C A ist, whre die
Funktion @ in der ganzen Menge I7 definiert, wobei o(I) C A (
C R, — I" und fur jedes ¢ F(I), p(x) =« gelten wiirde, was fur
eine stotige Funktion unmbglich ist*¢), w. z. b. w, .

17. Hilfssatz, Sind H wund H” 2wei Kugeln in R, mit dem
Mittelpunkte p und den Radien r" <1, so gibt es hdchstens endlich
viele Komponenten von H' — A, die in H' Hiufungspunkte besitzen.

Beweis. Da ¢ stetig und A4 in sich kompakt ist, gibt es eine
Zokl &> 0, fiix die:

(20) U4 C Uy,
@1 olo(), 2| (" — ) fir jedes w e U,(4)

ist. Da aber fast alle Komponenten von H” — A4 in der Umgebung
U(A)+ H” der in sich kompakten Teilmege A.H" des peanoschen
Raumes H” liegen %), so giibe es im Falle der Ungtiltigkeit des zu
bewiesenden Hilfssatzes, eine Komponente I' der Menge H' — 4
mit den Eigenschaften: »

(22) r'C U, 4,
(23) B 0.

Es bezeichne nun H die Kugel mit dem Mittelpunkte p und
dem Radiug 7 ==#' -} §(r" — #'). Sei ferner v die Funktion welch'e
als Werte die freien Vektoren v(z) im Raume R, annimt und die
auf der abgeschlossenen Menge H - F(I') folgendermassen defi-
niert ist:

v(@) =0 fir wzeH,

o(z)=zp(@) fir weF(T).
Da @(z) == fur jedes z¢ A gilt, so ist die Funktion v nach
(24) stetig, wobei nach (22) und (21)

(26) lo(z)| S} (" — 1) fir jedes weH—A+ F(I).

(24)

#) K, Borsuk, Mathematica, 8, (in Vorbereitung),
) K, Borauk, Fund. Math, 17, (1981), 8. 161, 20,
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gilt. Mit Ricksicht auf die perfekte Zuordnung zwischen den freien
Vektoren »(r) und den Endpunkten der ihnen gleichen Vektoren
mit gemeinsamem Anfangspunkte O, und da alle diese Endpunkte
nach (25) in der Kugel mit dem Mittelpunkte 0 und dem Radius
4(r" —7") (also in einem absoluten Retrakte 7)) liegen, besitzt die
Funktion o(z) eine die Bedingung (25) erftillende Erweiterung )
auf H”. Man kann also voraussetzen, dass die Funktion v(z) bereits
auf H” definiert ist. Wir betrachten nun die folgendermassen auf
definierte Funktion y:

¥(x) = @) — ().
Nach (21) und (25) ist dann:

26) o[v() 2l Selp@) 2] + |v(@)| <4 (¢ — ') fiir jedes x ¢ I'

und
(27) V(@) =g(z) fir jedess ze I H,
(28) Y@)=z  fir jedes xzeF(I)

Da aber I'« H 5= 0 ist, gibt es einen Punkt g ¢ T", derart dass
¢(a, B, — H) > 4 (" — ). gilt. Ist nun ze H, so gibt nach (27),
Y(z) =p(v) e A und somit (z) 3= a; ist dagegen x ¢ I' — H, so ist
0@ a)> 4 (r" —7') und nach (26) wieder Y(z)Fa. Es ist also
aeR, — ¢(F), was wegen der-Stetigkeit von 1, der Bedingung (28)
widerspricht 26),

18. Hilfssatz. Liegt der Mittelpunkt p der Kugel H auf der
Begrenzung etner Komponewte I' von H - A und ist H" eine mit

H konzentrische Kugel, so liegt p auf der Begrenzung einer Kompo-
nente von I'. H”,

Beweis. Im Falle H(C H” ist F=1I.H" und unsere Be-
hauptang offenbar richtig, Man kann also voraussetzen, dass H"'(C H
ist. Jede Komponente von I'- H” ist dann zugleich eine Kompo-
nente von H” — A, Sei nun H' eine mit H” konzentrische, aber
kleinere Kugel. Auf Grund des Hilfssatzes 17. gibt es nur endlich
viele Komponenten von H” — A, also auch von I'- H", die ihre
Hiufungspunkte u. a. auf A’ besitzen. Gehort nun der Punkt p

') 1. e, 8, 161, Beispiel,
) 1 e. 8 161, 19.
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keiner von ihren Begrenzungen, so gehort er auch nicht der Be-
grenzung ihrer Summe und somif der Menge F(I'), was der Vo-
raussetzung widerspricht,

19. Satz. Jeder Punkt der Begrenzung einer Komponente von
R, — A ist von dieser Komponente aus erreichbar.

Beweis. Sei foe‘F(I’), wo I' eine Komponente von R, — A
ist und bezeichne H® die Kugel mit dem Mittelpunkté p und dem
Radius % (k=1,2,..). Aus dem Hilfasatze 18. folgt durch Induk-
tion die Existenz einer Punktmengenfolge {I;} mit den Eigenschaften:

1) I, ist eine Komponente von H® — A, wobei peF(I) filr

k=1,2,...,
2) Iy ist eine Komponente von Iy« H* (also Iy C T fiir
k=1,2...,

Wenn wir nun eine beliebige Punktfolge {p,}, Wo p,e [, neb-
men, so gibt es einen einfachen Bogen L, C I'y C H* mit End-

punkten p, und pyy,. Die Menge kgiL,—I—(p) ist ein stetiges in der

Menge I" -} (p) liegendes Streckenbild, Greifen wir aus diesem Strec-
kenbilde einen einfachen Bogen mit Endpunkten p und p’'==p he-
raus ¥, so erhalten wir einen einfachen Bogen, welcher, von seinem
Endpunkte p abgesehen, in I' liegt, w. z. b. w.

20. Milfssatz. Fir jedes € >0 gibt es ein >0, derart dass
je zwei Punkte 2,y ¢ F(A), welche sich durch einen (abgesehen von sei-
nen Endpunkten) in R, — A liegenden einfachen Bogen L vom Durch-
messer < 1) verbinden lassen, sich in F(A) durch ein Kontinuum vom
Durchmesser < & verbinden lassen

Beweis, Setzen wir vor allem voraus, dass 7 << (4, &, — ),
also dass L (" U gilt und dass 5 dabei so klein ist, dass L - ¢(L)
in einer Kugel H (C U mit dem Mittelpunkte peL — A und dem
Radius <C e liegt. Es sei C die p(L) enthaltende Komponente
von H+A und I" die den Punkt p enthaltende Komponente von
H — C. Wegen der Unikoh#renz %) der Kugel H, ist die Begrenzung

%) 8, Magzurkiewicz, Fund, Math. 1, (1920), 8. 201.
19) welche sioh %, B. sus der Tatsache, duss H ein absoluter Retrakt ist (vgl.

Fussuote (27), 8. 282), ergibt. X, Borsuk, L e. §. 168, 22,


Yakuza


234 Karol Borsuk:

(H—TI") I' der Komponente I in H ein Teilkontinuum %) von F(()C
C F(A)- H, wobei 6[(H—F)-I'l<<e und wyye(H—F). T ist,

w. z. b. W
21. Satz ). Die Begrenzung von A ist lokal zusammenhingend.

Beweis. Es sei £> 0 und peF(4) beliebig gegeben, und H
eine Kugel mit dem Mittelpunkte p und dem Radius % 5, wo 7 eine
der Behauptung des Hilfssatzes 20. geniigende Zahl ist. Es bezeichne
G die Summe der Menge R, — U und aller Komponenten von
H— A mit zu p fremden Begrenzungen, Auf Grund des Hilfssa-
tzes 17. ist 4= o(p, G)> 0. Ist nun x ¢ F(A4), wobei ¢(p,z) < 4,
g0 gibt es auf Grund von 17, und der Definition von 4, eine Kom-
ponente /' von H — A, derart dass p,xe F(I") ist, und folglich,
nach Satz 19, zwei in I"4-(p) 4 (v) liegende einfache Bogen, de-
ren einer den Punkt p und der andere den Punkt z als Endpunkt
enthilt. Daraus und da I' zusammenhdngend ist, ergibt sich die
Existenz eines in I'4-(p) 4 (x) C H liegenden einfachen Bogens
mit den Endpunkten p und z und, da 6(H)=17 ist, lassen sich
nach Hilfssatz 20. p und & in F(4) durch ein Kontinnum vom
Durchmesser <C ¢ verbinden, w. z b. w.

22. Die in den Sitzen 18, 19. und 21. bewiesenen Kigenschaften der $R-Men-
gen in euklidischen Riumen erweisen sich als fiir ebene ER-Mengen (siehe Satz
83, S. 242) charakteristisch, wihrend sie sur Charakterisierang der i-Mengen schon
in Ry nicht mehr hinreichen 1),

Es sei hiersu erwihnt, dass der bekannte Brouwersche (im Falle n =2
von Jordan bewiesene) Satz '), nach. welchem homtomorphes Bild einer Kugel-
fliche in R, in diesem Raume zwei Gebiste hestimmt und gemeinsame, aus beiden
Gebieten in allen Punkten erreichbare Begrenzung derselben bildet, mit den Sk-
tzen 16, und 19. in enger Beziehung steht. Withrend, der Satz 16. in gowissem
Binne dem ersten Teile des Brouwerschen Satzes entspricht, bildet der Satz 19.
(und zwar auf Grund des Korollars 10.) eine Verallgemeinerung dessen letzten

) sogenannter Phragmen-Brouwerscher Satz Vgl. C. Kuratowski,
Fund. Math, 8, 8. 148.

) Mit. Ricksicht auf den Satz 83. und anf den Phr agmen-Brouweraschen
Satz, bildet dieser Satz eine Verallgemeinerung des Satzes von M. Torhors t,
Math, Zeitschr. 9, (1921), 8. 44—65, wonach die Begrenzung jeder Komponente
der Komplementlirmenge eines ebenen stetigen Streckenbildes, wieder ein stetiges
Streckenbild ist.

%) Als Beispiel kann das von mir angegebene Kontinuum (L. e 8. 168, 22)
* dienen.
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Teiles, Diese Tatsnche ist nicht ohne methodologisches Interesse, denn dadurch
(und da sich die Invarisnz des Schnittes in euklidischen R#umen auch punktmen-
gentheoretiach beweisen liest), wird der qualitative Teil des Brouwerschen
Satzes auf den Boden der punktmengentheoretischen Topologie hereingefiihrt,

§ 3. Charakterisierung der 3i-Mengen von endlicher Dimension
dureh lokale Zusammenziehbarkeit.

28. Definition. Bine Teilmenge P eines topologischen Rau-
mes T wird in T zusammenziehbar genannt 8), wenn es eine stetige
Operation f(w,1) gibt, derart dass:

10 fla,0) =, 20 flot)eT,
fiir jedes xe P und 0<C#<C1 ist.

8 f(w, 1) = const,,

Beispiele: 1. Jede echte Tellmenge der Kreislinie K, ist iu K, znsammen-
siehbar, Hingegen ist K, in sich selbst nicht zusammensiehbar ). .

2. Damit eine in R, abgeschlossene Teilmenge P einer Menge B (R, in K zu-
sammenziohbar sei, ist es notwendig?) (aber nicht hinreichend), dass jede be-
schrinkte Komponente von R, — P in E liegt. o

8, Damit alle endliche Teilmengen eines top logischen Raumes T in T zu-
sammengziehbar seien, ist es motwendig und hinreichend, dass sich je zwei Punkte
von 1" durch einen in 7' liegenden einfachen Boger verbinden lassen.

4. Ein metrischer kompakter Raum M ist dann und nur (‘hnn.in sich'salbst
gusammenziehbar, wenn sich je zwei Elemento von M4 durch einen in .MM hege-n-
den einfachen Bogen verbinden lassen. Denn bilden eineraaitg die Funktionen f; im
Raume MM einen die Funktion f;(®)==a mit der Funktion f1[w);consf. ver-
bindenden einfachen Bogen, so erftllt die Funktion f(a,?) = Jile) dx.e Bad:ngun-
gen 1°, 29 und 8¢ der Dofinition, Gibt es anderexseits eine diese Bedmg:ungex? er-
fillenda Funktion f{x, #), so bilden die Fuuktionen f[q) (), ], wo @ ein btileblg
gegebencs Element des Ranmes MM ist, ein in MM liegendes 'und Po (xz:)_-_,;I (::)
mit g, (x) == const, verbindendes stetiges Streckenbild, woraus' sich die gef}:r ek:
Eigenschaft des Raumes M ergibt, Insbesondere, wenn ‘]!{ sin absoluter .e]?;;n
ist, ist MM ein quasi-peancscher Raum '%), und sgmit M in sich zusammenziehbar.

24, Von jetzt an wird mit H, die in R, liegende Kugel mit
dem Mittelpunkte 0, dem Radius 1 und der Oberfliche X, be-
zeichnet,

~248,
) K, Borauk, Math, Ann. 106, (1982), 8. 289 24. ) )
“)) Der Begriff 'der Zusammenziehbarkeit ist eng mit dem kombinatorischen

Begriffe der Homotopie verbunden. .
) K, Borsuk, Monatsh. f Math. u, Phys. 88, (1931), 8. 883, 7.
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Satz. Jede stetige Funktion @, die K, auf eine in einem topolo-
gischen Raume T 2usammenziehbare Menge P abbildet, hat eine Zr-
weiterung auf H, relativ 2u T.

In der Tat, bildet die Funktion

¥ =0z K, 1—(0,2)) fir zeH,—(0),
¥(0)= ¢f(a, 1),
wo f(x, t) eine die Bedingungen der Definition 23. erflillende
Funktion und a ein beliebieger Punkt von P ist, eine Erweiterung
von ¢ auf H, relativ zu T.

25. Definition. Ein topologischer Raum 7' wird im Punkte pe T
lokal zusammenziehbar genannt, wenn es fir jede Umgebung U von
p eine in U zusammenziehhare Umgebung U, von p gibt.

Die lokale Znsammenziehbarkeit eines Raumes 7' im Punkte » hat den loka-
len Zusammenhang von 7 in diesem Punkte zur Folge (weil die Menge aller
Werte von f(z,t) fir xe Uy und 0 <t.<<1, eine in U liegende zusammenhiin-
gende Umgebung von p bildet), aber nicht umgekehrt, So ist z. B, die bekannte
universale ebene Sierpifiskische Kurved?) lokal zusammenhiingend, aber in kei-
nem Punkte p lokal zusammenziehbar (denn es enthilt jede Umgebung von p Be-
grenzungen gewisser Komplementirgebiete (vgl. 23., Beispiel 2).

Ist der Raum 7' in jedem Punkte lokal zusammenziehbar, so
wird er schlechthin lokal zusammenzichbar genannt, :

Beispiele: 1. Jede offene Teilmenge eines euklidiachen (oder, allgemeiner,
eines vektorisllen) Raumes ist lokal zusammenziehbar, weil jede Umgebung U ihres
beliebigen Punktes p eine Kugel U,(p), also eine in sich zusammenziehbare Um-
gebung von p enthilt. In der Tat erfiillt die fiir x ¢ Uy(p) und 0t =1 folgen-
dermassen erkliirte Funktion:

fie, t) = Punkt, der die Strecke px im Verhdaltnisse, (1 — 1):1t teilt,

die Bedingungen der Definition 23., indem wir P= U,(p) und 7'== U setzen.

2. Eine ebene in sich kompakte lokal zusammenhiingende und die Ebene
hychstens in endlich viele Gebiete zerschneidende Punktmenge 4 ist lokal zusam-
menziehbar. In der Tat, ist 4 der kleinate Durchmesser der Komponenten von
R, — A, 5o gibt es, da A lokal znsammenhiingend ist, fir jedes &> 0 und jedes
PpeA ein stetiges Sireckenbild C (C 4, welches eine Umgebung von p in 4 bil-
det, wobei 4(C) < Min (4, &) ist. Es folgt daraus, dass alle beschrinkten Kompo-
nenten I', der Menge R, — C in A liegen, und somit, dass die Menge €’ = C 4
+ 2T, C A ein stetiges, R, nicht zerschneidendes Streckenbild vom Durchmes-
ser < A, also ein absoluter Retrakt ist3%). Nach Beispiel 4 von 23., ist also C’

1) W. Bierpidski, C. R. 162, 1916), 8. 629,
) K. Borsuk, Fund. Math, 18, (1932), 8. 211, Korollar 2.
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in sich selbst, folglich auch in Uy(p), zusammenziehbar und, da & beliebig voraus-
gosetzt wurde, A lokal zusammenziehbar ist.

26. Satz, Ist A ein Retrakt von B und B im Punkie pe A lo-
kal zusammenzichbar, so ist auch A in p lokal zusammenziehbar.

Beweis. Es bezeichne ¢ eine B auf A retrahierende Funktion
und U eine Umgebung von p in A. Die Menge V= E[p(z)e U]
: zeB

ist dann eine Umgebung von p in B. Es existiert also eine Um-
gebung ¥, C V' C B von p und eine die Bedingungen der Defini-
tion 28. (weun wir P, =P und V= T setzen) erfillende Funk-
tion f(z,¢). Die Menge U,= V,-A bildet dann eine Umgebung.
von p in A4, welche durch die Funktion @f(z,{) in U zusammen-
gezogen wird, w. z. h, w.

27. Korollar. Die R Mengen sind lokal zusammenziehbar.

Dies ergibt sich anf Grund des Satzes 26. mit Riicksicht auf
3. und 2b., Beispiel 1.

28. Satz, Ein metrischer kompakter Raum A ist dann und nur

dann lokal zusammenzichbar, wenn es fir jedes € >0 ¢in 9 >0

gibt, derart dass sich fir jedes p ¢ A die Kugel U, ,(p) in der Ku-
gel U, 4(p) zusemmenziehen ldsst.

Beweis. Offenbar ist die Bedingung hinreichend. Ist andererseits
A lokal zusammenziehbar, so gibt es fiir jedes p ¢ A eine offene in
Ujaa(p) zusammenziehbare Menge U, Somit sind die Werte der
Funktion

(29). A(x) == Sup o(x, A — U,) fiir jedes zeA
peA

positive Zahlen, und da diese Funktion stetig und die Menge 4
in sich kompakt ist, so gibt es eine Zahl 5, fir die

(30) Al)>n>0 fir jedes xzeA

besteht. '

Ist nun irgendein x e A gegeben, so gibt es nach (29) und (30)
eine Menge U,D U, (%) Demnach ist ze U, und, da sich die
Menge U, in Ujsa(p) zusammenziehen lisst, ist sie auch in U, 4 (2)
zusammenziehbar, Umsomehr ist die Kugel U, (x) C U, in U, .(»)
zusammenziehbar, w, z. b. w.
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29, Auf Grund des Satzes 28., ist fiir jedes £ > 0 die obere
Schranke s(¢) der die Bedingungen dieses Satzes erftillenden Zahlen
n positiv und s(¢) eine nichtabnehmende Funktion von & Setzen
wir 7 (¢) = 4 Min (&, & s(&)), 70 (e) =& und 1,4,(&) = 7(} Me(e)) fir je-
des £>0 und k==0,1,..., so ergibt sich daraus und aus dem Sa-
tze 24, folgender

Hilfssatz. Fiir jede metrische, in sich kompakte und lokal zusam-
menziehbare Menge A und fitr jedes &> 0, gibt es eine Zahlenfolge
{n(e)} mit den Eigenschaften:

10 no(e) = ¢,

20 0 () St mu(e) fitr k=0, 1,..,

30 Fiir jedes pe A und k=20,1,..., hat jede stetige K, auf eine
Teilmenge von U"k+1‘”"‘(p) abbildende Funktion eine Erweiterung auf
H, relativ zu Upygyera(p).

40 Aus e € folgt mu(e) S mu(e), fiir k=0, 1,....

30. Bilden die Punkte p;,py,...,0 (kZ=0) von R, eine mit
keiner Teilmenge von R, ; isometrische Punktmenge, so nenne ich
k-Simplex (oder einfach Simplex) in R, mit Eckpunkten py, py, ..., P
die kleinste konvexe Teilmenge von R,. die alle diese Punkte ent-
hilt. Die leere Menge nenne ich (-1)-Simpler. Die I-Simplexe, deren
Eckpunktmenge in der eines k-Simplexes S enthalten ist, nenne ich
[-Seite von §.

Eine endliche Folge 8, S,..., 8, von Simplexen bildet in Sim-
plexe S ein Netz von der Ordnung e, wenn:

n 8=1s, |

2) §,+ §; ist eine gemeinsame l-Seite von Simplexen S, und 8; fir
i=12...,pund j=12,...,p

3) 0(Sy<e fir i=12,...,p.

Eine Summe endlich vieler Simplexe eines Netzes wird ein
Komplex desselben Netzes genannt. Jede I-Seite (bzw. Eckpunkt)
eives Simplexes eines Netzes, welcher in einem Komplexe dieses
Netzea als dessen Bestandteil erhalten ist, wird I-Seite (bzw. Eckpunkt)
dieses Komplexes heissen.

Eine Folge {g,} der Netze wird normal genannt, wenn folgende
Bedingungen erfullt sind: »

a) Die Ordnung &, des Netzes ¢, strebt mit -11; nach 0,
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b) Jeder Simplex von o, ist ein Komplex von gy,.
Es ist klar, dass jede Teilfolge einer normalen Folge normal ist.

31. Es sei ein metrischer, kompakter, lokal zusammenziehbarer
Raum A gegeben, ferner M und M’ zwei (gleich- oder verschieden-
dimensionale) Komplexe eiues (in einem Simplexe S konstruier-
ten) Netzes o mit denselben Eckpunkten, wobei M (C M’ ist, schliess-
lich @ ¢ AM eine Funktion mit den Eigenschaften:

I olp (@), p(1)] < m(e)

wo &> 0 beliebig vorausgegeben, m > dim (M') und (r,y) zwei
Eckpunkte von M, die in einem Simplexe von o liegen sind,

) d[p (8] < § Nm—i(®);

wo S eine beliebige I-Seite von M bezeichnet. Bezeichnen wir mit
I’ baw. II’ die Bigenschaften, welche aus I, bzw. II entstehen, in-
dem M durch M’ und ¢ dureh ¢’ ersetzt wird, so gilt folgender

Hilfssatz. Jede den Bedingungen I und II geniigende Funktion
@ ¢ AM besitet eine Erweiterung @' ¢ AM die den Bedingungen I' und
II' geniigt. | 4

Beweis. Da die Eckpunkte von M und M’ zusammenfallen,
so gibt es, im Falle M == M" ein [, 221, derart dass:

(31) Fir 1 < 1y ist jede 1-Seite von M eine Seite von M,

{32) Es gibt eine l,-Seite SU von M', welche in M nicht liegt.
Es gentigt den Beweis fiir den Fall

(33) M=M48% w Lz=1,

durchzuftihren.

Es sei N die Summe aller (l, — 1)-Seiten vou S%. Nach (31)
und (38) ist der Komplex N in M enthalten. Somit ist die Fonk-
tion @ in N definiert, wobei man nach I fir l,=1 und nach 11

fir [, > 1

(34) d [(P(N)] <2y Nt (&) == ——l)
erhilt.
Nach (34) haben wir fir einen beliebigen Punkt x, e ¢(N)
36 NCU (o)
( ) 4 ) 77":-(5);4-1“1
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und da S® mit der Kugel H, hom&omorph ist (wobei N in die
Kugelfliche K, tibergeht), so gibt es nach Hilfssatz 29. und nach
(85) eine Erweiterang y der Funktion ¢ von N auf S% relativ zu
U (x). Folglich

1, 4

(36) O(y(89) <2+ f Ymeiy(#) = 3 Nm—s(8)-
Nach (33), I, IT und (36) erfiillt also die Funktion

9@ =o) fir zel,
@)= fir zelSW

die Bedingungen I' und II', w. z. b. w,

382. Satz. Unler den endlichdimensionalen Punkimengen sind die
R-Mengen als metrisierbare, in .sich kompakte und lokal zusammen-
ziehbare Punktmengen charaklerisiert.

Beweis?®). Auf Grund von 27. bleibt es nur zu zeigen, dass
eine metrisierbare, endlichdimensionale, in sich kompakte und lokal
zusammenziehbare Punktmenge A eine $i-Menge ist. Wegen der
Einbettbarkeit von A in einen euklidischen Raum %), kann man
A C R, annehmen. Mit Riicksicht auf 4 bleibt es also zu zeigen,
dass A4 ein Umgebungsretrakt von R,

Sei S ein #-Simplex in RB,, der A in seinem Innern entha.lt
Betrachten wir eine normale Folge {o,} der Netze in S und be-
zeichnen: mit N, die Summe aller mit 4 picht punktfremden, mit

3%) Die Grundidee dieses Beweises ist im Beweise des Liefachetzschen De-
formationssatzes enthalten, Vgl. 8, Lefschets I c. 8. 93. Durch eine kleine
Abinderung unseres Beweises kann man zeigen, dass sich in unserem Satze die
Voruussetzung der lokalen Zusammenziehbarkeit durch die Voraussetzung des Zu-
sammenhanges im Kleinen im korabinatorischen Sinne ersetzen lisst. Vgl.S. Le f-
gchetz, 1. e. 8. 847, wo sich dieser Satz implizit und ohne vollstindigen Beweis
befindet.

Die Begritfe der m-Mengen, der Jokal zusammenziehbaren und der in kom-
binatorischem Sinne im kleinen zusammenhiingenden Riumen sind also im Berei-
che der in sich kompakten, metrisierbaren, endlichdimensionalen Riumen Hquiva-
lent. Die Frage nach der Aquivalenz ohne Voraussetzung der endlichen Dimen-
sion bleibt noch offen.

49 Nach dem bekannten Einbettungssatze von K. Menger und G. Nobe-
ling, nach welchem jeder separable metrisierbare n-dimensionale Raum mit einer
Teilmenge von Ry,qy homBomorph ist. Siehe K. Menger, L. ¢ §. 2986,
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N¥ die Sumwe aller tbrigen Simplexe von 0,. Setzen wir
Ty= N, Nt

Da ¢(Ty, A)> 0 ist. so kann man (indem man eventuell die
Folge {0,} durch eine Teilfolge ersetzt) annehmen, dass

ACNLCN—T.CS
und dass ftr jeden Simplex S,, des Netzes o,
1 1
(87 8(Sy) < g N2a (7;)

gilt.
Wihlen wir nun ftir jeden Punkt z e S einen beliebigen Punkt
a(x) in der Menge E[¢(x,y)= ¢(z, 4)]4)) aus, so gilt:
yed

a(@) =2 fir jedes zeA

38
(88) ofa(x), x] < %-47,,, (71;) Sfiir jedes 2 ¢ N,.

Bezeichnen wir nun mit P, die Menge der Eckpunkte des Ne-
tzes oy, welche zu 7|, gehoren, und wenden den Hilfssatz 31. im

Falle M=PF,, M =1T,, p=aq, s_—k,m-—-2n an. Es gibt also

eine Funktion 1, ¢ A welche eine Erweiterung von a(x) bildet,
wobei nach 29. 1° und 2° fir jede I-Seite S des Komplexes 7,
von oy,

1 I, 1 1
d[tp,(S"’)] < 5 Nan—t (};) < g M (E)
ist, woraus und aus (38)

39 elwnie) ol Sgu(f)+ym(z) fir jeder zer,

folgt.

Es bezeichne W, die Menge der zu N, — Ny + iy gehtren-
den Eckpunkte des Netzes 0,4, Die in der Menge M, = W, +
~+ T, + 7,y folgendermassen definierte Funktion @,:

Pu() = (@) fir xeTy
(40) Pa (z) = tp,.,_l(z) fiir e Tk-}-l! '
¢~(x) == a(m) ﬁ‘lr X Wk — Tk —_— 1._*_1

41) Diese Auswahl kann, da diese Menge in sich kompakt ist, effektiv vorge-
nommen werden,
Fuond ta Mathemati T. XIX, 16
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22 Karol Borsuk:
erfillt nach (39), 29, 4° und (38) die Ungleichung
0@ pu(@) < % In (%) + %— Than (—,l;) ,
woraus sich nach (37) und 29, 20, 4°
HUACRAIES 117,.( )+ ﬂm.( )—{—3 ﬂu(ki1)<%n¢ (%)

fiir je zwei zu einem Simplexe des Netzes 0,;; gehérende Punkte
2,y von M, ergibt.

Setzen wir also P == Py, M= Mk, M = .ATk - Nk+1+ Tk+1, 0 ==

= 0jyy und m ==n, so werden alle Voraussetzungen des Hilfssatzes
31. erfiillt, woraus die Existenz einer Erweiterung ¢, von ¢, auf
M’ folgt, die den folgenden Bedingungen gentigt:

1) gr¢ AN Nyt T

2) Fir jede 1-Seite S des Komplezes Ny — Nipy~+ Topy von
B gilt B(GiSO) <z (7) <gp

Es gilt insbesondere nach (37), (88), (89) und (4

0l w}.(w))<ﬁ+§mn( )+8 m( )
Siir jedes xe Ny— Ny g + Tpq.
Nach (40) und (41) retrahiert also die Funktion
p@)== fiir meA,
p@) =gi(x) fir xeNy— Nypa+ Doy k=1,2,...
die Umgebung N, = A —|~k§; (Ny— Ny + Tyyy) von A auf A, w.
z. b w.

0):
<L
(41) k

33. Satz. Ebene R-Mengen sind mit den in sich kompakten, lo-
kal zusammenhingenden und die Ebene in hiochstens endlich viele Ge-
biete zerschneidenden Punktmengen identisch.

Beweis. Erstens, ist eine #-Menge in sich kompakt, nach 27,
lokal zusammenziehbar, also nach 25. lokal zusammenhingend, und,
auf Grund des Satzes 16., zerschneidet sie die Ebene in hschstens
endlich viele Gebiete. Zweitens, ist jede in sich kompakte, lokal
zusammenhingende und die Ebene in hichstens endlich viele G-
biete zerschneidende ebene Punktmenge, nach 25., Beispiel 2, lokal
zusammenziehbar und somit nach Satz 32. eine R-Menge, w. z. b. w.

Sur les composants dimensionnels d'un espace
compact.

Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

D’aprés Urysohn on appelle multiplicité Cantorienne de dimen-
sion m un espace compact de dimension », s'il reste connexe aprés
la suppression d'un ensemble fermé de dimension # — 2 quelconque ?)
R étant compact de dimension #, M. Alexandroff appelle?) com-
posant dimensionnel (dimensionnelle Komponente) de R tout ensemble
fermé qui est 1) contenu dans R, 2) une multiplicité Cantorienne
de dimension n et 3) saturé par rappert aux propriétés 1) et 2).
Toute définition de la dimension engendre de cette manidre une
notion correspondante de multiplicité Cantorienne et de composant
dimensionnel 3). Jo me borne & la considération des multiplicités
Cantoriennes dites simples (einfach) par M. Alexandroff qui cor-
respondent & la définition de la dimension de Brouwer-Menger-
Urysohn (que je vais désigner par le symbole dim R) et je vais
donner poar ce cas particulier la solution du probléme II posé par
M. Alexandroff dans son mémoire eité ¢).

Théoréme. Si la classe de composants dimensionnels (corres-
pondants & la définition de dimension de Brouwer-Menger-

1) Urysohn, Fund. Math. VII p, 124
" 1) Alexandroff: Dimensionstheorie. Math. Amn. 106 p. 214—215. M. Tu-
markin (C, R. 186 p. 420) appelle ces ensembles: multiplicités Cantorienues
maximales,

5) M, Alexandroff considére les multiplicités Cantoriennes simples et
mod m, qui correspondent aux dimensions mod m introduites par lui (comp. m.
¢. p. 162—238).

49 m. e, p, 216,
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