Uber die Urysohnschen Konstanten.
Von
Paul Alexandroff (Moskau).

(Aus einem Briefe an Herrn 8. Mazurkiewica).

Thre Arbeit ,Sur les composants dimensionnels d'un espace com-

pact® (Fund. Math. 19 (1932), SS. 243-—246) schlieBen Sie mit den.

Worten :

pRemarquons que l'extension de notre théordme au cas de la
dimension mod m serait immédiate, si I'on savait définir pour la
dimension mod  des constantes unalogues aux constantes d'Ur y-
sohn¥,

Threr in diesen Worten enthaltenen Anregung folgend will
ich nun eine fir alle auf dem Homologicbegriff fussenden Dimen-
sionsbegriffe giltige Definttion der Urysohnschen Konstanten geben.
Dadurch wird auch Ihr Satz fir alle diese Dimensionsbegriffe
bewiesen.

Ieh will die Definition diesmal wirklich in voller Allgemeinheit
aufstellen, in einer noch groBeren Allgemeinheit, als ich es in meiner
nDimensionstheorie* (Math, Ann., 106) gemacht habe — die neuere
Entwicklung der Topologie zeigt, daB man die Begriffe doch ganz
allgemein fassen soll, wenn man sie nicht bei jeder weiteren Un-
tersuchung immer auf’s neue verallgemeinern mtssen will, Ich werde
darauf noch zurtckkommen.

Es sei 3 eine beliebige Abelsche Gruppe; die Gruppenoperation
in 73 fassen wir als Addition auf Die Elemente von ¥ treten im
folgenden als Kueffizienten verschiedener Linearformen auf, so dab

wir J den Koeffizientenbereich (der betrefenden topologischen The-
orie) nennen,
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Sodann geben die Begriffshildungen der kombinatorischen Topo-
logie ihren zwangsm#ssigen Gang !): eine Linearform J#z, in orien-
tierten Simplexen z; des gegebenen Eckpunktbereiches mit Koeffi-
zienten # aus ¥ heiBt ein algebraischer Komplex dieses Koeffizien-
tenbereiches?). Es ist allerding zu bemerken, daB wenn ¥ kein als die
Eins ausgezeichnete Element besitzt, ein orientiertes Simplex und
ein orientierter Komplex (d. h. ein System wvon orientierten Sim-
plexen) kein algebraischer Komplex des Koeffizientenbereiches 73 ist,
was eine kleine Vorsichtsmainahme bei der Definition des Randes
erfordert (auf die ich von den Herren Hopf und Pon-
trjagin aufmerksam gemacht worden bin): ist 2" = (a,... a,) ein
orientiertes Simplex und bezeichnet x~! die orientierte Seite
(— 1Y (a... 0y @zq... @,) von 2" (wobei (— 1) lediglich als Zeichen
dessen dient, daf fiir ein gerades ¢ die Orientierung von af~* durch
die Reihenfolge a,... @, ; a,y;... a,, fir ein ungerades i durch eine
aus dg... @ Gy...d, mittels einer ungeraden Permutation ent-
stehende Reihenfolge gegeben ist), so ist bei jeder Wahl der Koef-
fizienten 7 aus ¥ als Rand von ¢2" der algebraische Komplex

tar = tag e . b

definiert, was dann durch einfache Addition amch den Rand eines
beliebigen algebraischen Komplexes J#x; des Koeffizientenberei-
ches 3 ergibt.

Sobald man die Definitionen des algebraischen Komplexes und.
des Randes in bezug auf den Koeffizientenbereich “J hat, hat man
auch den Begriff des Zyklus, der Homologie u. 5. w.

Diese Begriffe tbertragen sich dann in bekannter Weise auf
beliebige kompakte metrische R4ume, ja sogar — wie aus den neuesten
Untersuchungen von Herr Gech folgt — auf noch viel allgemeinere
Raume. Das alles ist bekannt; ich will nur ordnungshalber erwihnen,
dafl man unter einem wahren Zyklus des kompakien metrischen Rau-
mes I und des Koeffizientenbereiches 3 eine Folge

(1) 27 == (2, &yerey Zhyens)

versteht, wobei 2§ ein J;-Zyklus in # des Koeffizientenbereiches 73
mit lim 8, == 0 ist. '

k—rco

1) Vgl mein kleines Buch ,Binfachste Grundbegriffe der Topologie*, Berlin,
Springer 1932, Kap, II, inshesondere SS. 24, Anm. 23 und S8. 34—36, Anm.40.

3) Dabei ist stets (— #)z == (— ) zu setzen.
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Ferner hat man automatisch den Begriff eines Z¥rdgers eines
wahren Zyklus, den Begriff eines wesentlichen Zyklus und schlies-
slich den Dimensionsbegriff in bezug auf den Koeffizientenbercich °3:
die Dimension dg(F) von F in bezug auf ¥ ist die groBte Zahl »
von der Eigenschaft, da es in Z" einen berandenden wesentlichen
#—1-dimensionalen wahren Zyklus des Koeffizientenbereiches 73 gibt*).

Der Brouwersche Dimensionsbegriff dim #' scheint zunfichst sich
in diese Theorie nicht einzuordnen; bekanntlich erhilt man ihn erst,
wenn man Zyklen nach variablem Modul heranzieht. Hs erscheint
somit als zweckmiBig, noch einen weiteren Schritt in die Allge-
meinheit zu tun und neben den wahren Zyklen eines festen Koeffi-
zientenbereiches 73 wahre Zyklen nach variablem Koeffizienienbereich
zu betrachten. Unter einem solechen wird man zwangslinfig eine
Folge

Zr == (2], 28y oy Zhyenn)

verstehen, wobei 2} ein d,-Zyklus des Koeftizientenbereiches 7, ist
(nnd 7, sich im allgemeinen mit % dndert).

Alle Begriffe, die man auf diese Weise erhilt, miflen einmal
untersucht werden in der Hoffnung, duf} sie durchaus keinen Wiry-
warr unzusammenhingender Verallgemeinerungen, sondern ein ziemlich
abgeschloflenes und harmonisches Ganzes darstellen, daf3 sich hichst
wahrscheinlich nach wenigen allgemeinen Richtungslinten systematisie-
ren 14/t Die allgemeinsten geometrischen Dimensionen, die hier auf-
gestellt worden sind, werden sich wahrscheinlich auch axiomatisie-
ren lassen (vielleicht gentigen hierzu schon die Ansitze, die ich im
letzten Paragraphen meiner ,Dimensionstheorie“ gemacht habe). Die
erste Frage, die hier zu beantworten wire, ist ob nicht fur jeden
Koeffizientenbereich 73 es eine htchstens abzithlbare Abelsche Gruppe
X derart gibt, daB Aq(F') = Ady(F) ist (wenigstens fiir den Fall, dafl
man unter # nur kompakte abgeschlossene Mengen der Buklidischen
Riume versteht), daf sich also — in dem, was die Dimensions-
begriff betrifft — alle Koeffizientenbereiche auf hichstens abzithl-
bare Koeffizientenbereiche zuriickfithren lassen.

In dieser Zurtckfihrung verschiedener Koeffizientenbereiche auf-
-inander, inshesondere aber in der Zurtckfuhrung variabler Koeffi-

1) Vgl iiber diese Begriffe meine ,Dimensionstheorie®, S. 190,
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zientenbereiche auf konstante ist einstweilen nur noch ein einziges
Resultat erhalten, nimlich der folgende noch nicht publizierte

Satz von Pontrjagin. Der Brouwersche Dimensionsbegriff ist
fir alle & k" identisch mit dem Dimensionsbegriff in bezug auf die
additive Gruppe der modulo 1 reduzierten rationalen Zahlen.

Zusatz. Man erhalt denselben Dimensionshegriff, wenn man als
Koeffizientenbereich die additive Giruppe der modulo 1 reduzierten
rellen Zahlen wihlt ).

Jotat gehe ich aber endlich zur Aufstellung des Begriffes der
Urysohnschen Konstanten fir jeden geometrischen Dimensionsbegriff
tiber. 4" soll im folgenden eine abgeschloBene kompakte Menge eines
festen " sein.

s seien: 7 ein wesentlicher wahrer Zyklus der Koeffizienten-
bereiches ¥ in F, F'(C F irgendein Triger von Z, in welchem Z
nicht homolog Null ist. Wir bezeichnen mit d eine beliebige positive
Zahl von der Eigenschaft, daB Z in der Umgebung U(F", d) noch
immer nicht homolog Null ist (in bezug auf 3). Die Umgebung
U(F", d) wird dabei in bezug auf den K", in dem F liegt genommen.
Die obere Grenze aller Zahlen d bezeichnen wir mit d(Z, #); fer-
ner betrachten wir die obere Grenze d(Z) der Zahlen d(Z, F"),
wenn F” alle Triger des Zyklus Z in F' durchliuft; die Zahl d(Z)
bezeichnen wir als die Wesentlichkeitsschranke des wahren Zyklus Z
der abgeschlossenen Menge F. Falls Z unwesentich ist, setzen wir
d(Z) = 0. Die obere Grenze u5(F) der Wesentlichkeitsschranken
aller berandenden »—1-dimensionalen wahren Zyklen der Menge F

- und des Koeffizientenbereiches 7§ nennen wir die r-Ze (oder r-dimen-

sionale) Urysohmsche Konstante von F in bezug auf 7.

1) Herr Pontrjagin nennt diesen Koeffizientenbereich den Koeffizientenbe-
reich modulo 1, so daB man jetst die Brouwersche Dimension nicht nur die Di-
menston nach variablem Modul, sondern auch die Dimension modulo 1 nennen
konute. Eine noch zu lgsende Frage wire: ist nicht jeder geometrische Dimen-
sionsbegriff gleich dem Dimensionsbegriff nach einer Untergruppe des Koeffizienten-
bereiches modulo 1? Ktimmt ferner die Dimension in besug auf eine endliche
Abelsche Gruppe nicht notwendig mit einer der Dimensionen module m, m>2,
lberein? Das sind Beispiele von Fragen, die ich mir als Bestandteile der allge-
meinen Fragestellung der Systematisierung der verschiedenen Dimensionsbegriffe
denke.
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Die obere Grenze u/(#) der Wesentlichkeitsschranken ailer
berandenden »—1-dimensionalen wahren Zyklen nach variablem
Modul der Raumes F' bezeichnen wir uf,(F').

Ist F' eine kompakte abyeschlossene Menge der Kuklidischen f2*
oder des Hilbertschen Raumes [, so folgt nach bekannten dimen-
sionstheoretischen SchluBweisen ), daf man dureh keine & Uberfith-
rung der Menge F' mit & < ufy(F') eine Menge F' wit Ag(F”) < r
erhalien kann, Wenn man also mit @5(F) baw. #(F) die untere
Grenze der positiven Zablen & bezeichnet, fur die es eine e-Uber-
fithrung 7, mit

(2) Ag(f ) < v baw.  dim (f(4) < »
gibt, so ist
) . ug(Fy<Sag(l') baw. wl,sqar(l)¥),

Bezeichnet man schlieflich mit «(#) die »dimensionale Ury-
sohnsche Konstante von 2" wie sie von Urysohn selbst in Fund.
Math. 8, S. 352 definiert war, so folgt aus dem sogenunnten dimon-
sionstheoretischen Uberfithrungssatz und seinen Zusitzen ¥), dab
#,(F) < w'(F), andererseits aber «"(F')<C34"(#") ist, 5o daf man
in allen Untersuchungen u"(#) durch die vielleicht anschaulichere
Konstante #'(F), aber auch umgekehrt, 4 (/') durch w/(#") ersetzen
kann.

Was die exakten Beziehungen zwischen «5(#) und g\ &) he-
trifft, so ist mir auch im Falle des Brouwerschen Dimensionshe-
griffes auBer der Ungleichung (3) nichts bekannt. Wir werden sber
gleich sehen, daB nicht nur im Falle der Brouwerschen Dimeusion
(d. b. der Zyklen nach variablem Modul), sondern auch fiir jeden
Koeffizientenbereich die hier als Urysohnsche Konstanten einge-
tihrten Zahlen all das leisten, was seinerzeit den Zweck der Ein-
ftthrung der urspritnglichen Urysohnschen Konstanten bildete 4). Und
zwar gilt dies auf Grund der folgenden Sitze.

') Vgl ,Dimensionstheorie”, S. 186, Korollar,

?) Analoges gilt auch fir s-dbbildungen (Vel. meine Axbeit , Untarsuchungen

diber Gestalt und Lage abgeschlogsener Mengen® Aunalg of
5 101187, 9 (Annals of math, (8) 80, 1999,

%) Gestalt u. Lage, Kap. I, 88, 118, 121,
. ‘) Was den anschaulichen Inhalt der Konstanten ug(F) betrifit, so wmihchte
ich nur bemerken, daf wenn z. B. F ein Sue ist, so ist u?}(ﬂ) (wobel 7 irgondeinen
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Satz, 1. Ist Ag(I") =7, so ist fir i<<r

fiir 4 > dagegen
ug(F) =0,
Satz 11, Ist

O BDKRD..DFD ., F,=IF,

und Ag(F')=r, so ist Ag(F,)==r dann und nwr dann, wenn
lim uly (J) = 0 > 0 st ?).

It~»00

Satz 1L Es scien Fy und F, 2wei abgeschlossene Mengen. Ist
Ag(F )< =2, so0 ist (B, F,) gleich der grofiten der beiden
Zuhlen wy(Fy) und ug(Fy).

Der Satz I folgt unmittelbar ans den Definitionen und dem Satz
vou Nr. 85 der ,Dimensionstheorie S. 190.
Wir gehen zum Beweise der Sitze II und III tiber.

Beweis des Satzes IL Ist Ay(F,)=1r, so ist

us(F)=a >0,
folglich bei jedem A
us(Fy) 2 o

und somit
lim w5 (#3,) 2= o > 0.
Ay

Es sei umgekehrt lim u5(#,) > 0. Dann kann man die positive
h~»00

Zahl o so wihlen, dad fiir alle & man uj(Z}) 2> o hat. Wir beweisen
dad unter diesen Umstinden auch

(5) ug(F,) = o

der iiblichen Koeffizientenbereiche bezeichnet) die Hulfte der Zahl, die der ,Mensch
auf der Strafe® als die Breite des Hees bezeichnet. im Fall wenn F eine Kreis-
scheibe ist, so ist 'u%(li) der Radius; falls F' ein Rechteck ist, so ist u%(ﬁ) die

Hiilfte seiner kleineren Seite usw.
1 Daff lim “Q(Fh) iiberhaupt existiert, folgt daraus, daf ftr F!'C F offenbar

ug(F)y < ug(F) st

Fundamenta Mathematicae, t. XX. i0
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ist (was offenbar eine kleine Verschéirfung des Satzes II dar-

stellt).
Es sei u beliebig klein und positiv. In jedem .7 gibt es einen

r—1-dimensionalen wahren Zyklus
Zit =P, A, ) )

und zu diesem einen Trager @, (C F), von der Eigenschaft, daB Z;~!
in U(®,, 0 — 1) nicht berandet, wihrend andererseits

Zr-1~ 0 in F, (in bezug auf 7J)

ist. Offenbar konnen wir aunehmen, dafi die &, eine konvergente
Mengenfolge mit dem topologischen Limes @, F,, bilden. Wir
wihlen jetst fir jedes i die nattirliche Zahl %, so groB, daB der

Feinheitsgrad von 2{? kleiner als 1

. B s
T und daf & in I, einven

%-Komplex (des Koeffizientenbereiches 7J) berandet. Setzen wir

schlielich einfachheitshalber 27! = 2{), so ist
Zr = (zih—xj z;—]s' rey 25;'”1,--')

ein wahrer Zyklus, von dem wir — nach eventneller ,unendlich —
kleiner Verschiebung®?) annehmen ditrfen, daf er zu @, gehért. Da

. .1 v
271 in & einen E—Komplex berandet, berandet Z™! auch in #.

Ist % hinreichend groB, so liegt U(®,, 0 — 29) in U(D,, 6 — 7).
Da 2 '=2) in U(P,, 6—n) nicht berandet, berandet 25! —
also auch Z2™'—in U(®,, 0 — 27) nicht, d. h. die Wesentlichkeits-
schranke von Z™' ist >0, so da ui(F) >0 ist, w. z b. w.

Bemerkung In der obigen Uberlegung ist enthalten, daB fiir
l}li_l)r:qug(ﬂ,,) =0 auch uy(#,) =0 ist, withrend fiir lim uy(F,)=a>0
die. Ungleichung

Ug(Fp) 2>
') das eingeklammerte 4 oben ist ein Index, keine Dimensionszahl! (alle 2%

&ind ja r—1-dimensional), '
Y pDimensionstheorie’. Nr. 24 (8, 180).
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hesteht. Da offenbar
ug(F,) < lim dy (F))
ist, gilt ganz allgemein.
Satz II'. Ist
EDRD...DED..
mit B, = Il F,, so ist

w5 (F,) = lim 05 (7).

Beweis des SatzesIII. Es sei d die grofte unter den beiden
Zahlen uy(F,) und ug(#,). Wir wihlen einen beliebigen r—1-dimen-
sionalen berandenden wahren Zyklus

Zr e (7Y 2L 2

des Koeffizientenbereiches J in F; + F, mit einem Triger F'(C
C F, -~ F, und ein beliebig kleines £>> 0. Wir beweisen, daff 2"’
in U(F", d- &) berandet. ,

Es sei ¢, der aus allen zu F; gehorenden Simplexen von 2™
aufgebaute Komplex; c; sei der Rest von 23711

Wenn wir den Rand eines algebraischen Komplexes C immer

mit € bezeichnen, so gilt
G=— o =2
Der Zyklus
Zrr = g a5 )
gohort zu Y - Fy, ist also bestimmt unwesentlich; da asuch 7' ein
Trager von Z"2 ist, gibt es somit g-Komplexe (Eim g=0) ¢in
-0

F, . F,, die durch 2;~* berandet und in U(F", &) enthalten sind.
Wir setzen nun ’
B=c—0, H=0c +G

und betrachten die wahren »—1-dimensionalen Zyklen
Zr = (2], %,...; Z4y.+")

1) Belbstverstiindlich werden alle Simplexs von ¢; bezw. ¢ mit den ihmen in
&7 zukommenden Koeffizienten gezihit.
10*


Yakuza


148 P. Alexandrofl:

und 17 r-1 ” ” " Y
‘62 :(2172’27"'azk1"'.)

von F, bzw. Fy.

Ich behaupte zunichst, dab diese Zyklen in Fy baw. F; beran-
den. Es genilgt diese Behauptung fiir Z/™ nachzuweisen. Da 277
in I, -+ F, berandet, so gibt es ¢&-Komplexe, ’}13; g==0, Cf in

F,+ Fy mit Cf =2
Wir bezeichnen wieder mit ¢; den auf [ liegenden Teil des
Komplexes C;. Es ist
Ci=c, it
mit ¢ in Fy - Fy and

it R — ]
= — b= A

folglich ;= — &, so daB Z3'="¢;"" 4 ¢ ein &y-Zyklus in
F, . F, ist. Da

(217 =57, 2
unwesentlich ist, also in F,.F, beranden muB, gibt es & -Kom-
plexe ¢ in 7+ F, mit lim & =0 und

k—ro0

AR
Sodann ist also:

(Ce — ) = e+ ei™ — gl = T =2

und unsere Behauptung ist bewiesen,

Da die Simplexe von ¢, gleichzeitig zu F; und #” und die von
¢t zu F, - F, und U(F', &) gehoéren, ist F)- U, ¢) ein Trager
des zu F, gehorenden Zyklus Zj~. Dieser Zyklus muss also in
einer (d -+ ¢)-Umgebung des soeben genannten Trigers, also in
U(F', d--2¢) beranden. In derselben Weise muss auch 77 in
U(F', d -+ 2¢) beranden. Da aber 2=z, -+ 2 ist, bedeutet das,
daB auch Z'in U(F’, d-}-2¢) beranden muss, womit der Satz III
bewiesen ist. _

Hiermit ist aber auch Ihr Satz fiir jeden Koeffizientenbereich
bewiesen, d. h. es gilt:

Ist FC R" eine kompakte abgeschlossene Menge, so ist die Menge
ihrer dimensionmellen Komponenten in bezug auf irgendeinen geome-
trischen Dimensionsbegriff endlich, abeihlbar oder von der Michtigkest
des Kontinuums.
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Zum Schluss moehte ich noch einige Bemerkungen iiber even-
tuelle Verallzemeinerungen des Satzes III machen. Macht man keine
einschrinkenden Voraussetzungen tber die Mengen 7y, Ky, F . I,
so hat man keine Aussicht ftr irgendeinen ,Additionssatz“ beatig-
lich der Urysohnschen Konstanten, denn schon die einfachsten
Beispiele lehren, daf man das Einheitsquadrat ¢ — also eine Menge F'
mit u3(F)==4% — in zwei Mengen F; und F, zerlegen kann mit
w3 (Fy) < & wh(F,)<e, wobei ¢ beliebig klein gewihlt werden kann:
es gentigt fir F, die Summe von endlich-vielen im Quadrat ¢
hinreichend ,dicht“ gelegenen kleinen Quadraten, fir 7, die abge-
schlossene Hiille des Komplements @ — £ zu wihlen !).

Dagegen gilt der

Satz IV. ZEs scien F, und Ky abgeschlossene Mengen, in denen
jeder wahre Zyklus der Dimensionszahl » —1 (und des Koeffizienten-
bereiches 3) berandet. Falls in Ky - Fy jeder r—2-dimensionale wahre
Zyklus (der Koeffizientenbereiches %) berandet, so gilt

(6) g (Fy 4 Fa) << ug™ (Fl « Fy) + max (u5(F,), us(Fy)

Insbesondere gilt also die Formel (8), weunn in F,, F, und in
F, - Fy jeder Zyklus des Koeffizientenbereiches 7J berandet.

Beweis des Satzes IV. Es haben d, I,
4t = (7 2, T
¢i, ¢, 22 dieselbe Bedeutung wie hbeim Beweise des Satzes I

Wir bezeichnen mit ¢ die Zahl uf'(F, - Fy). Sodann gibt es Kom-
plexe ¢! mit ¢5l=2;" in der (¢~} £)-Umgebung des Trigers

Fy+F,-U(F', §) von
Zrt= (e i, 2 )
Wir setzen
G=c—qh #=cd -+
und betrachten den wahren Zyklus von 7y
TI7 = (21, Zoye.ns Bhyer )

1) Man erhilt F, und F, wenn man das zur Konatruktion der Sierpifiskischen
Universallarve fihrende Approximationsverfahren hinreichend weit fortsstzt.
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Er hat die Menge F,.(F'— U(F', e-¢) zu seinen Triger,
berandet also in der (d -+ &)-Umgebung dieses Trigers, d. h. jeden-
falls in U(F', d + ¢+ 2¢). Ebenso beweist man, daB der wahre
Zyklus

27 =, &y # )
in U(F’, d-}e-}-2¢) berandet. Da 2 ==z, 4 2, ist, muf auch
ZVin U(F',d+e-2¢) beranden, w. z b. w.

Ganz elementare Beispiele machen den anschaulichen Inhalg

dieses Satzes klar.

Ascona (Lago Maggiore), 15, X, 1982,
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Uber Schnitte in topologischen Riumen.
Von
Witold Hurewicz (Amsterdam).

Sei R ein separabler metrisierbarer topologischer Raum !). Ein
Puaar von nicht-leeren Teilmengen 4 und B von R mit den Eigen-
schaften ;

@ " RZ4=B, E—B=4m
nennen wir einen Schnitt des Raumes R ?) und verwenden dafiir
die Bezeichnung 4|B (Auf die Reihenfolge der Mengen wird keine

Rticksicht genommen: 4|B = B|4l).
Aus 1. folgt leicht:

2 A+ B=R

Ferner ergibt sich aus 1., dass die Mengen 4 und B abgeschlossen
sind, Die gleichfalls abgeschlossene (eventuell leere) Menge 4-B heisst
die Randmenge des Schnittes A|B. Von zwei Mengen M und N
sagen wir, sie seien durch den Schnitt A|B getrennt, wenn bei ge-
eigneter Bezeichnung:

(3) M-B=0, N-A=0

1) Von den dimensjonstheoretischen Anwendungen abgesehen, gelien die fol-
genden Uberlegungen allgemeiner fiir #ormale (nicht notwendig separable) topolo-
gische R#ume.

1) Mit I wird wie iiblich die abgeschlossene Hitlle der Menge M bezeichnet.

%) In meiner Note in Proc. Ac. Amst. 20 (1926), 8. 163 wurde der Schnitt
als ein System aus drei paatweise fremden Mengen E , By, ¥ erklirt, wo R=E 1
4 E,4F, E 40, F,+0 und F gemeinsame Begrenzung von E, und E, ist.
Der Untorschisd zwischen den beiden Definitionen ist rein formal. Der gegenseitige
1bergang wird durch die Formeln vermittelt : E=R—A4, E,(=R-—B, F =A.B
und umgekehrt: 4 =F,+ ¥, B=E, 4 F.


Yakuza




