162 W. Hurewicz,

Ist pn (m==1,92,..) ein Punkt aus Ay [K— U(R— By; 1/n)] und p ein
Hiufungspunkt der Iolge pm, so liegt nach (16) p in 4, und nach (14) gibt es
somit einen Punkt ¢ aus R — B, so dass p, ¢ < 1/n; dann ist

(18) Pmy @ < 1/n (fiir unendlich viele m).

Fiir gentigend grosse Werte von m liegt ¢ in R - By, denn aus ¢ (C B, (fir
unendlich viele Werte von m) wiirde nach (15) folgen: g (C.B. Die Besiehung (16)
ergibt also fiir unendlich viele m: pn C U(R— Bn; 1/n), wihrend doch p, als
oin Punkt von B — U(R — By; 1/n) gewihlt war, Widerspruch!
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Sur une certaine suite infinie de fonctions d’une
variable réelle.

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

En m'occupant d’un probléme posé par M. Ruziewicz et en
connexion avec un théoréme que j'ai trouvé avec M™ Braun 1),
jai démontré, comme conséquence d’nn autre théoréme, le théoréme
suivant ¥):

Théoréme. Si 2% =y, i ewviste une suite infinie de fonctions
univogues d'une variable rédle fi(z), fy(x), f3(@),..., telle que, quel
que soit l'ensemble non dénombrable N de nombres réels, toutes les
fonctions de notre suite, sauf peut étre un nombre fint dentre elles,
transforment N en Uensemble de tous les nombres réels. .

Le but de cette Note est de donner une démonstration directe
de ce théoréme.

Démonstration. Admettons que 2%=y,. Il existe done une
guite transfinie du type £,

(1) Zas Zot1y Tatasr s Taye (@< Q)

formée de tous les nombres réels différents.

L’ensemble de toutes les snites- infinies de nombres réels, zinsi
que 'ensemble de toutes les suites infinies de nombres naturels ayant
la puissance du continu, done, d’aprés notre hypothése, la puissance
#;, il résulte tout de suite de la formule xf=1x, qu'il existe une
correspondance, d’aprés laquelle & tout nombre ordinal a <7 & eor-

) Fund. Math, t. XIX, p. 2 (Proposition (E)).
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respond une suite infinie de nombres réels (%, I, &,...) et une suite
infinje de nombres naturels (n§, ng, ng,...), de sorte que, quelle que
soient la suite infinie de mombres réels (zy, @y, %s,...) €t la suﬂfe
infinie de mombres naturels (1, 7y, 7g,...), il existe un nombre ordi-
nal @< 2, tel que @, ==1% et ny==ng pour k== 1,23,...

@ étant un nombre ordinal transfini <C @, lensemble de tous
les nombres ordinaux £ <C @ est dénombrable et il existe une suite

ni
e &, & &
formée de tous ces nombres. ‘

Soit z un nombre réel dound. Il existe donc un nombre ordi-
nal transfini @ < @ bien déterminé, tel que z ==x,. Posons, pour k
naturels

W fla) = .

Les fonctions fi(x) (=1, 2, 3,...) sont ainsi définies pour tous
les z réels. Je dis qu'elles satisfont aux conditions de notre théordme.
En offet, soit N un ensemble non dénombrable de nombres réels
et admettons qu'il existe une infinité de fonctions de la suite f, (x),
f(@), fi(@),... qui ne transforment pas l'ensemble N en l'ensemble
de tous les nombres réels. Il existe donc une suite infinie d’indices

My, My, Mg,... ot une suite infinie de nombres réels y, ¥y, ¥y -+
tels que
@ Y4000 € iy (V).

Comme nous savons, il existe un nombre ordinal u < 2, tel que
(3) my=mnf et y,=14 pour k=123, ..

Soit maintenant @ un nombre ordinal, tel que u<lae<< Q. I
existe done un indice %, tel que w===E¢, d'ob, d’aprés (3):

&

d’aprés la définition de la fonetion fi(x) on a done

Ji(@a) = Y,

¢e qui prouve, d'aprés (2), que x, none N.
Nous avons done x,noneN pour &> p, ce qui prouve que

Yensemble N est au plus dénombrable, contrairement 3 I'hypothése.
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Toutes les fonetions de la suite £, (), f2(®), fi(@),..., sauf peut-
8tre un nombre fini d'entre elles, transforment done 'ensemble N

en l'ensemble de tous les nombres réels, et notre théordme est dé-
montré.

Désignons maintenant par J, l'image géométrique de la fone-
tion f4(#) (c'est-b-dire Pensemble de tous les points (#, y) du plan,

- tels que fi(z)=1y). Posons E=J, +J, +J; +... Llensemble

plan Z est évidemment au plus dénombrable sur toute paralléle
a l'axe d'ordonnées.

Soit maintenant y =5 une paralléle & Paxe d’abscisses et ad-
mettons qu'elle contient un ensemble non dénombrable @ de points
v'apparténant pas & E. Soit N I'ensemble de tous les nombres réels z,
tels que (, b) ¢ @: l'ensemble N est évidemment aussi non dénom-
brable. D’aprés la propriété de notre suite de fonetions, il existe
donc un indice %, tel que la fonetion f,(x) transforme Pensemble N
en l'ensemble de tous les nombres réels: on a done b e fy(N), c'est-
d-dire il existe un nombre a de N, tel que b= f,(a), Poi résulte
que (a, b) e J; et, & plus forte raison: (g, 8)¢ E. Or, d'aprés ae N
et la définition de N, nous avons (a, b) ¢ Q. On aurait done EN =0,
contrairement & I'hypothése. Donc:

Lensemble plan E est au plus dénombrable sur toute parallile
a laze dordonnées et son complémentaire (par rapport au plan) est
au plus dénombrable sur toute paralléle & Paxe d'abscisses.

L'existence d’un tel ensemble plan Z est, comme j'ai démontré
ailleurs, équivalente & I’hypothése du continu 1).

Il est encore & remarquer qu'on peut facilement démontrer qu’il
wexiste aucune suile infinie de fonctions définies pour les valewrs na-
turelles de la variable, telle que tout ensemble infini de nombres na-
turels soit transformé par une au moins de fonctions de cetfe suite en
Uensemble de tous les mombres naturels.

Y) Voir Fund. Math., t. V, p. 179.
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