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IVy. Soit 1 un nombre cardinal régulier; alors, pour qu'un ensemble Z
soit ¢ L' (My), 4l faut et 1l suffit qu'il existe une classe ® @ensembles ou-
verts remplissant les conditions 10 et 3° du th. IV et la condition 2% du th, Iy,

Soit Sy la classe d’ensembles X contenant un sous-snsemble de puissance < 1,
dense dans X, Le théordme cité de M. Sierpifiski prendra la forme suivante:
N dtant un nombre cardinal régulier, pour qu un ensemble métrique soit e L(Sy),
3l faut et il suffit qu'sl soit une somme disjointe d'ensembles ouverts de Sy 18) 19),

17. Remarque. En analysant des notions ,d’origine locale“ telles comme
la continuité des fonctions ou Ia connexité locale des ensembles, on pourrait pen-~
ser qu'elles n'aient presque rien de commun avec les notions que nous avons jn-
troduites dans les n°* 2, et 8. Or, c’est seulement parce gue celles-l& ont une
structure logigue un peu plus complexe, mais on les obtient subséquemment, par
un procédé semblable au suivant: Si P; (pour j positif) est la classe des ensembles
connexes de diamétre < j, alors pour que I'espace soit localement connexe au sens
de MM. Hahn ot Mazurkiewicsz, il faut et il suffit qu'il soit 8.‘1'_IL(P/) 20),

Observons que si J est un ensemble quelconque (d’ordinaire — on a’efforce de
le rendre dénombrable) et si & chaque élément j de J correspond une classe (pro-
priété) P, on a (en vertu des théorémes des n** 4, et B.) les formmles:

o( [l z@)= [ oP),

JeJ jef
r([lr@)=[[v®
Je] ieJ

%) Tous les théorémes des n°* 12.—16. restent vrais. st 'on envisage un es-
pace ol ¢(x,y) ne remplit que les conditions %) Mt1.1 et Mt2, la condition At 1.2
n’étant point essentielle [Cf. ma Thdse (Varsovie, 1927; 4 paraitre), § 22).

%) Le lecteur a remarqué, peut étre, que, dans tout ce qui précéde, I'appli-
cation de la méthode connue de relativisation (v. F. Hausdorff, op, cit. 9),
Chap. VII, § 6) aurait apporté des simplifications; mais il y avait d'autres raisons
pour lesquelles nous n'en avons pourtant fait presque sucun usage.

) Cf. H. Tietze: Beitrdge zur allgemeinen Topologie 111, Monatsh. f. Math,
32 (1922), pp.16—16; K. Menger: Grundziige einer Theorie der Kurven, Math.
Ann. 85 (1925), pp. 281—282; N.Aronssajn: Einige Bemerkungen iiber den Be-
griff des lokalen Zusammenhanges, Monatsh. f. Msth. 37 (1930), pp. 241—242, et
Sur les snvarionts des transformations confinues d'ensembles, Fund, Math, 19
(1982), pp. 103 - 104
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Sur les espaces métriques localement séparables.
Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

Un espace métrique M est dit localement séparable, s'il existe
pour tout point p de M une sphére S ayant p comme centre et
dont lintérieur est séparable (c'est-a-dire contient un sous-ensemble
su plus dénombrable, dense dans 8)Y).

Le but de cette Note est de démontrer ce

Théordme: Pour qu'un espace métrique soit localement séparable,
il faut et il suffit quil soit une somme disjointe densembles ouverts
séparables *).

Démonstration.

On voit sans peine que la condition de notre théoréme est suffi-
sante: il nous reste done & démontrer qu'elle est mécessaire.

Soit done M un espace métrique localement séparable.

Toutes les sphéres considérées dans cette Note seront ouvertes:
S (p,r) désignera la sphére au centre p et au rayon r, dest-h-dire
Yensemble de tous les points g de Vespace M, tels que

e(mo<r

(e(p, ) désignant la distance entre les points p et g).
Nous dirons que deux points p et g de l'espace M sont en rela-
tion B et nous écrirons p R ¢ s'il existe une sphére séparable S(p,7)

1) Cf. P. Urysohn, Fund. Math. t. IX, p. 119.

’) M. Lindenbaum m’a communiqué que ce théoréme est implicitement
contenu dans un théordme do M. Alexandroff (Math. Axn. 92, p. 299, Fuo-
damentalsats 2), dont la démonstration est d'ailleurs plus compliquée que la nitre.
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contenant ¢ et une sphére séparable S(g, #) contenant p. La rela-
tion B est évidemment symétrique. L'espace M étant localement
séparable, on a évidemment p Rp pour tout point p de M.

E étant un ensemble de points de M, nous désignerons par T'E
Pensemble de tous les points de M qui sont en relation R avec un
point de E. Pour qu'on ait la formule pe T E, il faut done et il
suffit qu'il existe un point ¢ de E, tel que p Rg. D’aprés la nota-
tion adoptée, p étant un point de M, T(p) désignera I'ensemble de
tous les points ¢ de M, tels que p Rg; la relation R étant symétrique,
la formule geT'(p) équivaut donc & la formule pe 7'(g).

Posons encore 7" E= TT"E pour n =2, 3,...

On voit sans peine que (pour n > 1) la formule ge 7" (p) équi-
vaut & l'assertion qu'il existe des points py,py,...p,, de M, tels
que pRyp,py Bpy,...,p,y Bg La relation B étant symétrique, on
en conclut tout de suite que la formule ge7”(p) équivaut a la
formule pe 7" (g) (pour n=1,2,3,...).

De p R p pour p e M résulte que pe 7'(p) pour pe M. Les en-
sembles T'(p) sont done non vides pour pe M. Je dis que les en-
sembles T'(p) sont ouverts pous p ¢ M.

En effet, soit ge 7'(p). On a done p R g et il existe une sphere
séparable S(p,7), telle que geS(p.7) et une sphére séparable
8(g,7), telle que peS(g, 7). Do peS(q ') résulte que ¢(p, q) <r’
et il existe un nombre réel r,. tel que

(1) e(p 9d<n<r.
D’aprés (1) et ge S(p,7) on a
r=n>0r—e(p)>0c¢tr,—e(pg)>0
et il existe un nombre réel positif r,, tel que
@ n<r—n,n<r—o(pg et r<r,—e(p,g)
Supposons maintenant que g, est un point de M, tel que
@ e(a, 9 <r
D'aprés (3) et (2) on a
erw)<emdte@m<elrnd+n<l
ce qui prouve que peS(qy,7;) et g, ¢ S(p, ).
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Supposons que s est un point de M, tel que
(4) ) 0(q,8) <.
D'aprés (4), (3) et (2) on a
eEHP<obwt el <ntrn<lr

La formule (4) entraine donc Pinégalité ¢ (s, g) < r’, ce qui prouve
que S(g,m1) CS(gr) La sphére S(g,v') étant séparable, la sphére

-S(gyy ry) Vest donc aussi?).

Il existe donc une sphére séparable S(p,r) contenant g, et une
sphére séparable S(g,,r;) contenant p: on a done g Bp. Cette der-
nidre formule étant démontrée pour tout point g, de M satisfaisant
& I'inégalite (3), done pour tout point de la sphére S(g,ro), nous
avons done: S(g, ro) C T(p)-

Le point ¢ pouvant étre un point queleonque de 7'(p), nous
avons ainsi démontré que I'ensemble T'(p) est ouvert (pour pe M).

Or, de la définition de l'opération T’ résulte tout de suite que
pour tout sous-ensemble £ de M, T'E est la somme de tous les
ensembles 7'(p) correspondant aux points p de E. Done, quel que
soit 16 sous-ensemnble E de M, l'ensemble TE est ouvert (en tant
qu'une somme d’ensembles ouverts), et il en résulte tout de suite
que tous les ensembles T*E (o 2n=1,2, 8,...) somt ouverts
pour E( M.

Je dis maintenant que si Vensemble E est séparable, lensemble
TE Yest aussi

En effet, lensemble Z étant séparable, il existe un sous-ensemble
au plus dénombrable D de E. tel que ECE:D + D

Soit p un point de T E: il existe done un point ¢ de E, tel
que pRgq et il existe une sphére séparable S(g,7) contenant p. On
a done g(p, g) <<r et il existe un nombre rationnel r,, tel que

® e(pY<rn<r

Draprés (B) on a ro—e(p, @) >0 et r—ry> 0 et, d’aprés
geE et EC D, il existe un point g, de D, tel que
(6) e(gn Q) <ro—e(p9) o 040 @) <7 —Te-

1) Cela résulte déja du fait (qu'on démontre sans aucuue difficalté, en par-
tant de la défnition des ensemblos séparables) qu'nn sous-ensemble ouvert d'un

ensemble séparable est séparable, Plus généralement on peut démonirer gue tout
ble d'an ble séparable (situé dans un espace métrique) est séparable.
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D'aprés (6) on trouve:

029 <Se(p )+ (g9 <my
ce qui prouve que p e S (gy, 7o)
Soit maintenant s un point de M, tel que

M 0 (95, 8) <1yt
d’aprés (7) et (6) on a

eEP<es )+ o(gg)<rot+e(g 9 <r

Cela prouve que S(go,7,) C S(q. 7). La sphére S(g, ) étant
séparable, la sphére S (go, 7,) l'est done aussi.

Nous avons ainsi démontré que pour tout point p de TE il
existe une sphére séparable contenant p, dont le centre est un point
de D et dont le rayon est rationnel. Soit H la somme de toutes
les spheres séparables ayant pour centre un point de D et aux
rayons rationnels, L'ensemble D étant au plus dénombrable, H est
évidemment un ensemble séparable, et on voit sans peine que
TE C H. Liensemble TE est done séparable, »

Nous avons ainsi démontré que si lensemble E est séparable,
l'ensemble 7E l'est aussi. Ponr E ={(p) il en résulte, en particulier,
que les ensembles 7'(p) sont séparables (pour p e M) et il en résulte,
par linduction facile (d’aprés la proposition démontrée tout T’heure)
que les ensembles 7 (p) sont tous séparables (pour pe M, n=1, 2,3,..).
Or, comme nous avons démontré plus haut, tous ces ensembles
sont ouverts.

Posons maintenant, pour tout point p de M:

(8 U =T+ T* )+ T*(p+...

— ce seront donc des ensembles ouverts et séparables (en tant que

sommes d’infinités dénombrables d’ensembles ouverts et séparables).
Supposons que p et g sont deux points de H tels que

Up)U@=+0
et soit s un point, tel que
- seU(p)- Ulg)
D’aprés (8) il existe done deux nombres naturels 7 et n, tels qur

teT™(p) et seT"(q)
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De se T™(p) résulte, comme nous savons, p e 7(s), ce qui donne,
d’aprés se T (q), pe T™+*(g), done T*(p)C T*+=**(g), pour k=1,2,3,.,
et de (8) résulte que U(p)C Ulg).

Pareillement on trouve U(g) C U(p). On a done U(p)==U(g).

Nous avons ainsi démontré que si p et g sont deux points quel-
conques de M on a ou bien U(p) U(q)==0, ou bien U(p)= Ulg).
Les ensembles U(p) correspondant aux points p de M décomposent
donc M en une somme disjointe d’ensembles ouveris, séparables.
Notre théoréme est ainsi démontré,

Il est & remarquer que les ensembles ouverts et séparables satis-
faisant & notre théordme sont en méme temps fermés (le complé-
mentaire de chacun d'eux, en tant qu'une somme d’ensembles ouverts,
étant ouvert).

Corollaire: Tout espace mélrique localement séparable et connexe
est séparable.

En effet, si 'espace métrique M est localement séparable sans
étre séparable, il résulte tout de suite de notre théoréme que M
contient un ensemble G, tel que les ensembles G et M — G sont
non vides, disjoints et ouverts, donc aussi fermés: I'espace M n'est
pas done conmnexe.

Or, il est & remarquer qu'il existe un espace métrique connexe
et non séparable qui devient localement séparable lorsqu'on lui
enldve un seul point. Tel est, comme on voit sans peine, l'espace
M défini comme il suit: M est I'ensemble de tous les systémes (z, y),
ol z et y sont deux nombres réels >0, la distance enire deux
points (z;,y,) et (2,y;) de M étant définie comme égale & |y; —y,|
i @, =ua, et & y, ¢, 8i 2,2, L'espace M devient localement
séparable (mais cesse d'dtre connexe) lorsqu’on lui enléve le point (0, 0).

Tl est encore & remarquer que notre corollaire (done aussi notre
théoréme) ne subsiste pas pour les espaces topologiques (non métri-
ques). En effet, soit E Densemble de tous les symboles & -z,
ol @ est un nombre ordinal << Q et r un nombre réel, tel que
0<C> << 1. Ordonnons l'ensemble E d’aprds la co\nvenﬁo.n que
atz<f+y si a<<foubiensda=4e zy. Considérons
comme voisinage d'un élémént p de E tout intervalle (ouYert)
contenant p. On vérifie sans peine que E est un espace topologique
connexe et localement séparable (jouissant de cette propriété remar-
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quable que tout intervalle ouvert de F est homéomorphe & 'ensem-
ble de tous les nombres réels), mais non séparable.

Applications.

On dit qu'un ensemble E (situé dans un espace métrique M)
est localement analytique s'il existe pour tout point p de E une
sphére S(p,7), telle que l'ensemble K S(p, r) est analytique (c'est-
a-dire quil est un noyau d'un systéme déterminant, formé d'en-
sembles fermés de l'espace M)..

M. Banach a posé le probléme si un ensemble localement ana-
lytique (situé das un espace métrique quelconque) est nécessairement
analytique.

On démontre sans peine que la réponse & ce probléme est po-
sitive pour les espaces métriques séparables: nous prouverons qu'elle
l'est aussi pour les espaces localement séparables.

Soit done £ un ensemble localement analytique situé dans un
espace métrique localement séparable M. D’aprés notre théoréme M
est une somme disjointe d’ensembles séparables, ouverts et fermés,
soit M= H. On a donc E=Z3EH et les ensembles EH sont
localement analytiques et situés chacun dans un espace séparable,
H, done ils sont analytiques. Il existe donc pour tout terme EH
de la somme E=SEH un systéme déterminant {F} , ., } formé
d’ensembles fermés, dont E H est le noyau: EH=N{F[, .}
Posons F,,, .= HEF}, ..,la sommation s'etendant & tous les
termes H de la somme M — I H. Les ensembles H étant ouverts
et fermés, on voit sans peine que les ensembles F, , .., sont fer-
més et on vérifie sans peine que £ =3I EH = N{F,,,. .} Llen-
semble E est done analytique, ¢. q. f. d.

Or, il est & remarquer que, comme l'a démontré M. Szpilrajn,
un ensemble localement borelien, situé dans un espace métrique
localement séparable, peut ne pas étre borelien. Soit, en effet, M
'espace formé de tous les points (a,z), ot @ est un nombre ordi-
nal < Q et z est un nombre réel, tel que 0 <<z<C1, la distance
entre deux points (e, ) et (B, y) étant définie comme égale & [z—y|
sic=f et 4 1, si a3 . L'eapace M est évidemment localement
séparable. Soit B, un ensemble borelien de classe a situé & linté-
rieur- de l'intervalle (0, 1), et soit £, I'ensemble de tous les points
(a,z) de M, tels que z ¢ B,: l'ensemble E, est évidemment borelien
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de classe o dans M. Posons £ =JIE,: ce sera, comme on voit
alfd

sans peine, un ensemble localement borelien dans M, mais E n'est
pas borelien dans M. En effet, si E était un ensemble borelien de
classe § dans M, l'ensemble de tous les points (4 1,2) de E
serait borelien de elasse <Cf dans M (comme produit de E par
un ensemble fermé dans M): or cet ensemble coincide évidemment
avec V'ensemble E,,, qui est de classe §-}-1 dans M, ce qui im-
plique une contradiction. -

Or, il est 4 remarquer qu'on peut démontrer quun ensemble
situé dans un espace localement séparable M et localement de
classe < a dans M est toujours de classe <Ca dans M.
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