128 C. Ku_ra,towski.

Posons, en outre, s <¢ lorsque, pour # suffisamment grand, on
a constamment s <#”, On prouve facilement & l'aide du théo-
réme de M. Zermel o lexistence d'une échelle indénombrable, c. i &,
d'une famille indénombrable de suites bien ordonnée selon la rela-
tion s-2¢ Or, toute famille de ce genre jouit de la propriété A. La
démonstration de ce. fait ne difftre pas au fond de celle de M. L, u-
sin exposée au vol. II des Fundamenta (p. 165).

Je veux attirer ici l'attention & quelques énoncés liés aux trans-
formations des espaces & propriété 4.

1. Si un espace Y jouissant de la propriété A est une image.

biunivoque et continue d'un espace (arbitraire) &, l'espace 38 jouit
également de la propridté A.

En effet, P étant un sous-ensemble dénombrable de l’espace &2
et f désignant la transformation en question, f/(P) comme ensemble
dénombrable, est un G4 (dans &) et, la fonciion f étant continue,
Pensemble f~[ f(P)] =P est un G, dans &8 :

2. y=7F(2) étant une transformation arbitraire d'un espace &8
jouissant de la propriété A, U'image géoméirique de cette transformation,
c. @ d. Vensemble 1= E[y = f(x)] jouit de la propriété A.

xy

Car la projection de I sur 8€ est une transformation biunivoque
et continue.

3. Chaque ensemble de puissance X, est une image biunivoque et
continue d'un espace @ propriété .

Il existe, en effet, un espace &€ & propriété A et de puissance ¥,
(comme nous Pavons indiqué auparavant). Or 9 étant l'ensemble
donné et f(z) une transformation biunivoque de &€ en %, l'ensemble
I =£[y =f(@)] jouit de la propriété 1 et 9 en est une image
biunivoque et continue. '

Remarquons finalement que le dernier énoneé implique, dans
Ihypothése du continu, que ,la propriété de Baire sur tout ensemble
parfait* n'est pas invariante relativement auz transformations biuni-
voques et continues (bien qu'elle soit, dans les espaces complets, un
invariant de I'homéomorphie). Car, d’une part, il existe des en-
sembles (de puissance ;) dépourvus de la propriété de Baire et,
d'autre part, chaque ensemble & propriété 4 jouit de la propriété
de Baire sur tout ensemble parfait, puisqu’il y est de I-re catégorie.
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Sur une classe de fonctions considérée dans I'étude
du probléme de Dirichlet

Par
Otton Nikodym (Varsovie).

Le traitement du probléme de Dirichlet concernant l’équaﬁ?n
Af=0 & laide du principe connu du minimum a trouvé des voies
nouvelles dés Vapparation des Mémoires de M. M. B. Levi et
G. Fubini?). Le premier de ces auteurs a trouvé que pour le dit
probléme il est avantageux d'introduire des fonctif)x}s spéciales que
je propose d’appeler fonetions (BL) et dont la définition sera d(’)nné-e
dans ce qui va suivre. J'ai présenté au II Congrés des Mathémati-
tiens Roumains & Twrnu Severin (1932) une méthode permettant,
3 I'nide des fonctions (BL) de traiter le probléme de Dirichl?‘t’)
pour des équations symétriques du type elliptique d'une maniére
trés simple par le principe du minimum e g’appuyant sur la thé-
orie générale des espaces vectoriels abstraits. 5

Je me propose ici de développer quelq}les propriétés fles fone-
tions (BL) non seulement & cause de leur importance, mais surtout
parce quelles sont intéressantes en elles mémes.

§ 1. Notions préliminaires.

1. Soit D un ensemble ouvert et borné dans Vespace euclidien

3 3 dimensions pourvu d'un systéme U de coordonnées cartésiennes.

1) Beppo Levi Sul ﬂrincipir;:g ?ﬂxc;llei 08
i i ermo . T. . . '
?;ia d o&;(;bl;[:ti.. d;ll::incipio di minino e i teoremi di‘wf.!tafwa per & pro-
blemi al contorno relativi alle equazioni olle derivate porziali di ordine part.
Rend. Circ. Mat, di Palermo 1907. T. XXII, p. 58. 52
1) ot mémes des problémes plus généraux.
Fondsments Matbematicas. T. XXI.
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Nous dirons: le domaine D. Appelons ligne Z;,, relative & D len--
semble de tous les points de D situés sur la droite z=2§, y=1,"

mais & condition que cet ensemble n’est pas vide. Pour que & 7
détermine la droite relative 7;, il faut et il suffit que le point
(§, 7), situé sur le plan z, y du systéme U, appartienne & la pro-
jection orthogonale D,, de D sur le dit plan. Appelons plan I
relative & D Vensemble (on le suppose non vide) de tous les points

de D situés sur le plan 2=7{. Le point z=={ situé sur l'axe =

appartient 4 la projection D, du domaine D sur I'axe 2. D’une ma-
niére analogue on définit les lignes relatives [, ., /. . et les plans
relatifs I, I,

Soit f(P) une fonction réelle définie presque partout dans D.
Disons que f(P) est sur la ligne relative Iy, intérieurement absolu-
ment continue si, quel que soit le segment droit et fermé <A, B>
contenu dans /g, la fonction f(P) est partout définie danms {4, B
et, si I'on la considére comme une fonction du point de ce segment,
elle est absolument continue au sens de G. Vitali, c'est-a-dire, la

dérivée %{ existe presque partout sur {4, B> et on a:
BI
f ;—};dz = f(B) — f(4") pour tout 4', B,
A’

contenu dans {4, B>
besgu’ienne

1), Si pour une telle fonction l'intégrale Le-

fafdz

‘e
existe, la fonetion admet sur ly, des valeurs limites frontidres bien
déterminées. Cela veut dire, par définition, que, si (4, B) est un
segment rectiligne ouvert, contenu dans 7., et saturé?), les limites:

M Jlim f(P), limf(P), ot Pe(4,B),
existent (et sont finies).

1) 11 n'est pas vrai que f est nécessairement absolument continue dans 151,7 ,
ou méme dans tout segment ouvert contenu dans 15,

%) c'est-d-dire que tout segment ouvert (4’, B') contenu dans Ig,* D et con-
tenant (4, B), coincide avec (4, B).
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Remarquons que, dans notre cas, on peut prolonger la fonction
f(P) sur L, en lui attribuant, d'une manidre supplémentaire, les
valeurs (1) resp. dans A et B.

Nous dirons quune propriéié subsiste pour presque ioule ligne
relative 1., il existe un ensemble E, épais dans D ., 1) tel que,
si (£ 1) e E, la dite propriété subsiste pour /.,. D'une maniére ana-
logue nous dirons quune propriété subsiste pour presque tout plan
relatif I,.

2. Définition I. Disons que la fonetion f(P) est (rela-
tivement au systéme U des coordonnées) une fonction
de M. Beppo Levi dans un ensemble ouvert et borné D (ou plus
simplement: une fonction (BL)) si:

1° elle est définie presque partout dans D,

20 elle est intérieurement absolument continue

sur presque toute droite relative & D,

3°les dérivées :f, gf, of sont & carré sommable

dans D.

Remarquons qu'une fonction (BL) peut avoir des discontinuités, et mémen ex
nombre infini. Posons p. ex.
folw, 9, 2) =$log (&' +¢* +27)

pour 0 < &1 }yt+4 22 < 1. On trouve aisément: -

JIN (%) (3f°) (%ZS)’}MdyM=4m

Clest donc une fonction (BL).
8i I'on pose

@ f (z,y,2) = 2 Paful®—ay ¥ — bey 2 —c,,)

Rl

ol 3 9, converge, pe >0, et {8x+ s ca) sODE des points quelconques contenus
Rl

dans le cube (O, 3}, on peut démontrer gue (2) comverge presque partout dans le
cube et représente une fonction (BL).

" 1) c'est-i-dire mes E=mes Dyy, EC Dxy-
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Il n'est pas sens intérst que, méme dans lo cas de deux dimensions, on peut
trouver une fonction ¢ continune du point de la circonférence d'un cercle ¢
pour laquelle il n’existe aucune fonction (BL) dans C admettant sur la fontidre les
valeurs g 1),

Si f(P) est (BL) dans D, elle admet sur presque toute
droite /,, des valeurs limites frontidres bien déter-
minées.

Cela se démontre aisément & l'aide du théoréme de M. Fubini
concernant les intégrales multiples. A la fin du travail nous mon-
trerons que les trois systémes de valeurs limites frontiéres corres-
pondant aux droites /,,, l,., L, sont pour le cas d'une sphére presque
partout les mémes.

3. Pour étudier les propriétés des fonetions (BL) il est com-
mode d'introduire d’abord des mnotions auxiliaires et d’en &tablir
quelques propriétés,

Supposons, d'une maniére générale, qu'une propriété — désignons
la par (@)—a lieu sur presque toute ligne relative Liys 120 1, . Soi-
ent E,,, F,, et £, les ensembles épais resp. dansD,,, D, . D,, cor-
respondant 4 ces lignes. Il existe un ensemble épais de plans relatifs J,
dont chacun contient un ensemble épais de lignes Z, ., OU (a) subsiste.
Désignons ces plans par ;. D'une maniére analogue on obtient
des plans L, Ly, L. ey Ly Désignons par A4,, Pensemble de
tous les points de D par lesquels passe une droite l., en question
et, par A, lensemble de tous les point de D par lesquels passe

un plan Z,,. Les ensembles &pais Auyy Ayey Ary Ay Ay, Ay,

Ay, Agyy Ayz ont un ensemble A commun qui est épais dans D.

) J. Hadamard. Sur le principe de Dirichlet,

Bull. Soc. math. d. France 1906, p. 135.

Soit /(#)>>0 une fonction définie dans 0< <1, tendant vers pour
2—>0 et ne #'évanouissant que pour z==1. Supposons que y=f(z) est une
courbe analytique. Considérons le domaine A ouvert situé sur le plan de la variable
complexe z=z-1iy et dont ls contour se compose du segment droit — 1.
K&<41, y=0 ot de deux courbes y=/F(x) ot y=f(—a). Désignons par
#(2) une des fonctions qui effectuent la réprésentation conforme du cercle unitare [
sur le domaine 4 et, qui soit continue dans le cercle fermé. Définissons la fone-
tion g(P) sur la frontitre C dn cercle, en posant g(P) égale & I'abscisse du point
du domaine 4 qui eorrespond & P. Si I'aire du domaine 4 est infinie, on dé-

montre que g(P) satisfait aux éxigences du texte, En effet, le ,dirichlétien de la
partio réelle de ¢(2) est infini,
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Tout point de A jouit de la propriété que par lui passent des lignes
et des plans de toute sorte que nous venons de conmdér?r. Les
lignes relatives passant par A sont des lignes o la propriété (a)
a lieu et, les plans qui passent par 4 contiennent (chacun) deux
systémes épais de droites relatives, ol (a) subsiste. Les repéres de
lignes et de plans jouissant de la dite propriété s'appellerons repéres
de régularité pour la propriéié (a). .

Remarquons que si l'on considére, en outre, une p}‘opnété (ﬁ)
qui subsiste dans presque tout peint de D et ule propnét(i » qui
a lieu pour presque tout plan relative, on voit aisément qu’il existe
aussi un ensemble épais de points de D dans lesquels les repdres
jouissent & la fois des propriétés (a), (B) et () ]

Si P'on a une infinité dénombrable de systdmes épais de rep?res
par rapport aux propriétés resp. (@), (@),..., il existe un systéme
épais de repéres de régularité pour l'ensemble de toutes ces pro-
Pné;;z appliquant ce que nous venons de dne A une fonction f(P)
du type (BL) dans D, on trouve qu'il existe un ensel-nble
épais de repéres-de régularité pour les propriétés
suivantes:

1. f(P) est absolument continue intérieurement sur des lignes
relatives,

2 Q_f’ ?—f, gf gsont & carré sommable sur des lignes relatives,
"o’ Jy dz .

3. elles sont & carré sommable sur des plans rel‘ahfs, )

4. f(P) posséde de valeurs frontitres sur des lignes relatives.

On appellera ces repéres, repires normauz pour J(P).

§ 2. Mesurabilité.

1. Commengons par un lemme qui nous sera utile dans ce qui

va suivre.

Lemme, Soit g(P) une fonction définie presque partout d:ns mt
parallélopipdde rectangulaire et ouvert ¢ dont les cbtés som Ppm:;t
Iléles anx axes du systéme des coordonfmées, Supposons que g{(P)
continue sur presque toute droite relative & Q. e

Dans ces conditions f(P) est mesarable dans Q et, si z=0(x,y
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est continue, f(,y, @(x,y)) est aussi une fonction mesurable de.

deux variables z, y, nb. si la surface z= @(x, y) se trouve dans Q.

Démenstration. Montrons d’'abord qu'une fonction % (z, y),
définie presque partout dans le rectangle R, et continue sur presque
toute droite relative, est mesurable (B) & un ensemble de mesure
nulle prés.

En effet, soient (a,3), (a,,d,), ot 6 < a,, b< b, des sommets opposés de R,
Choisissons les nombres o < a{ < ... < xg‘,',)__l< a, dont les différences succes-

. 1
gives ne surpassent pas P (a; —a) et tels que x==x(") est une ligne de conti-

nuité pour k. Définissons la fonction continue h,(z,y) dans a{")\<x\§a;ﬁ)

-1
by < b, en posant hy(2(),y) = h(x{?),y) et en la falsant varier linéairement
dans xsﬂ)\<x\<:t(“& et pour tout y fixé, Si l'on fait tendre % vers l'infini en

conservant toujours les points x{*) quand on passe & la - 1-bme subdivision,
on obtient la prorosition énoncée.

En procédant & l'espace, considérons les repéres de régulérité
par rapport & la continuité de g(P) sur des lignes relatives et
supposons — ce qui ne restreint pas la généralité — que le paral-
lélopipéde posséde les points (0, 0,0) et (a, b,¢), od a, b, ¢ sont
des nombres positifs, pour des sommets opposés. Choisissons des
nombres 0 <<z <...< zg‘,‘,l_l < ¢, de manitre que leur distance
ne surpasse pas c/u et que les plans z=2{* appartiennent aux
reperes de régularité. La fonction g(z, y, 2() de deux variables z, y
est, d’aprés ce qui précéde, égale presque partout & une foncti:)n
{?(x, y) mesurable (B). Définissons la fonetion ¢(z,y,z) en la’
posant égale & g{”(z,y) dans les point du plan relatif 2 ==2z{" et
en la faisant varier linéairement (par continuité) dans les inter--
val}es z.?‘)gzgz‘,_’;_)l et pour tout x et y fixé. Les fonctions g™ dé-
finies ainsi dans 0<<z<<a, 0<<y<<bh et A <2 <2 | sont me-
surables (B). Si Pon fait successivement des subdivisions de Vinter-
val.le (:), c) et cﬁ’on procéde vers l'infini, la fonction lim sup g™ (P)
qui est mesurable colncide avec g(P) sur presqu i
Le théordme en ré(tﬁl)’te immédiatemgn(t.) prosaefonte Hgne L

2. En appliquant le lemme démontré & la fonetion f(P) du type
(BL) dans D et en tenant compte de ce que D peut dtre considéré
comme la somme d’une infinité dénombrable de parallélopipédes
ouverts, on obtient que:
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Toute fonction f(P) du type (BL) est mesurable et
si 2=@(z,y) est une surface continue se trouvani
dans D, la fonetion f(z,y, @(z, y)) est aussi mesurable.

En particulier, f(P) est mesurable superficiellement
sur la surface de toute sphére fermée contenue dansD.

8. Pour aller plus loin nous introduirons une notion auxiliaire.
Soit D un ensemble ouvert et borné. Soient a; << ay, b <C by, ¢ des
nombres tels que le rectangle R: a, <z <ay, by <y <b; 2=¢
goit contenu -dans D. Soit @(z,y) une fonction queleconque définie
dans a, < z << ag, by<<y<b,, telle que B(z, y)>¢'>>c et que Ven-
semble M des points a, <<z << a5, b <y <<bs, ce<z< Bz, 9)
représente un domaine onvert. Dans le cas, ot ce domaine est con-
tenu dans D, nous l'appellerons domaine-colonne de D (se trouvant
au dessus de R). Le rectangle B s'appelle la base et V'ensemble
o, <z <ay, by <y <by, 2= 0(x,y) le front de la colonne.

On voit aisément ce qu'on doit ecomprendre par un domaine-co-
lonne se trouvant au dessous de R et, d’une maniére analogue, on
peut parler aussi des rectangles paralldles anx plans %z resp. y=.

4. Soit f(P) une fonction (BL) dans D et M un do-
maine-colonne se trouvant au dessus d'un rectangle
R1). Définissons la fonction fi(zy) presque partout
dans R, en lui attribuant la valeur égale & la valeur
limite et frontidre an front de M admise par f(P) sur
des lignes relatives /,, et dans M.

Dans ces conditions f,(z,y) est mesurable.

Pour démontrer cela il suffit de remarquer que O(w,y) peut
dtre considérée comme limite d’une suite croissante de fonctions
&, (z,y) continues et telles que la surface z= @ (x,y) est contenue
dans M.

§ 3. Sommabilité carrée.

1. Reprenons les hypothases et les notations de
Pénoneé du théoréme préeedant. Alors f(P) estdcarré
sommable dans M et f,(z, y) est & earré sommable
dans B,,.

1) Le front de M peut &tre contenu entidrement ou partiellement dans In
+frontidre du domaine D.
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Nous ne donnerons qu’une esquisse de démonstration pour fq(z, 3),
parce que le cas de f(P) se traite d’une maniére analogue. Il suffit
de démontrer le théoréme pour le cas, ol la base R de la colonne
M contient un point (a, b, ¢), origine d'un repére normal. On a pour
un ensemble épais de points (&, y) de E,,:

ey} fo&y)=A+B+C+ D,
ol

A=f(a,bc), B=f(Eb, 6)—f(a,b,c):f3f(§;b c)dx

a

C=1(& 1) —f(& b0 —faf“"’)

D=f& M —f(En o) =f@’_(%i)dz,

ot on a posé {7 fo(§ 7). On a
<4+ B 014 DY),

Les quatre termes de (1) étant des fonetions mesurables des
variables #, y il suffit de démontrer que A2, B? (% D? ne sur-

passent pas des certaines fonctions sommables, En désignant par o

un nombre supérieur & 1 et au diamétre du domaine D, on trouve:

f Badxdy<as‘[(§£)’dx,
@ f f Ordzdy < o f il (aﬂg 9 40
f‘[ D’dxdy<asfff( )dxdydz

La premitre et la troisidme de ces inégalités ne présentant pas
de difficulté, nous nous bornons & la démonstration de la deu--
xidme.

)8l a=0et b0, on a 2ab<Ta2-f b2,
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On a A

e ofﬂ(?f—(%z’—ﬂ)gdy <o-g( ),

ol
X ks f (B—f (g’y”‘ G))zd
b

Pour démontrer Pexistence de l'intégrale ffgdz dy remarquons
d’abord que nous nous trouvons sur le plan relatif /, de somma-

bilité carrée de f_f
dy
On a

) ff(af(&y, )d aE fdff(af(g’y’ )

L’expression (3) ne dépendant ni de £ ni de 7, les intégrales

® Jon [ [ e swsem
3 ay by
- oo P [ P

existent. La fonction i intégrer étant non négative et possédant
Vintégrale itérée, il en résulte d’aprés un théordme de M. Tonelli?)

que l'intégrale
f 2t f(af@ 59V,

existe aussi et est égale &4 (4). L'inégalité (2) en resulte aisément.
La sommabilité carrée de f; est ainsi démontrée.

1) Si une fonction mesurable de deux variables est non négative, I'existence
d’une intégrale itérée implique I'existence de I'intégrale double,

Tonelli. Sull' integrazione par parti. Rendiconti della R, Accademis dei
Lincei 18. IL. 1909.

Comp. aussi G, Fichtenhols. Sur une fonction de deuz variables sans
intégrale double. Fund. Math. VL. 1924 p. 30 f.
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En méme temps nous avons établi I'inégalité suivante:

©) f Jrasay<ser{reno+ [ [E)+ )+ &)

I'intégration dans le membre droit étant étendue sur les lignes re-
latives 1, ,, I, Lo, sur le plans relatifs 2, 7,, I, de D et sur le
domaine entier D.

D'une maniére analogue on obtient:

®) [ [ [r@azayae<

2 2 E
<to{reno+ [ |E)+E) +(EF) I}

Si nous nous souvenons de la définition d’'un domaine-colonne
et tenons compte du fait ‘que l'ensemble de repéres normaux est
épais dans D, nous pouvons énoncer le lemme suivant qui va nous
servir dans la suite:

Dansles conditionsdu théoréme précédant il exi-
ste un cube @ contenu dans M et un ensemble épais
de points (a,5,¢) dans Qtel que les inégalités (B) et (6)
substitent, ol o désigne un nombre ne dépendant
que du choix du domaine D.

2. Du théoréme démontré il résulte que, si D est somme d’un
nombre fini de domaines-colonnes de n'importe quelle sorte, f(®)
est 4 carré sommable.

Sila fonetion f(P) est (BL) dans un ensemble ou-
vert et borné, elle est & carré sommable dans toute
sphére fermée contenue dans D et par conséquent,
aussi dans tout ensemble fermé contenu dans D.

8i f(P) est (BL) dans une sphére ouverte, elle est
b carré sommable.

Remarquons qu'il n'est pas vrai qu'une fonetion (BL) dans un
ensemble ouvert et borné y est nécessairement  carré sommable.
En effet, nous donnerons plus tard un exemple d’'un domaine sim-
plement connexe et borné et d’une fonction (BL) qui n'y est pas
4 carré sommable. '

Une fonetion (BL) dans D est & carré sommable
surlasurface detoute sphdre formée contenue dans D.
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En effet, la surface de la sphére peut étre divisée en des mor-
ceaux en nombre fini dont chacun peut éire considéré comme le front

d'un domaine-colonne. :
Si Péquation du front S est p. ex. 2 = D(z, y), ot oos(z,‘n)> a>0,
le symbole n désignant la direction de la normale intérieure, on a

[frassumf fromumssze [ fran

§ 4. Suites infinies de fonctions (BL).

1. Définition II. Soit D un ensemble ouvert et b:rné,
ite infinie de fone-
et f(P), fu(P), (n=12..) une suite infin
tions (BL) dans D. Nous dirons que la suite {f t.end
vers f en moyenne carrée du gradient dans D si

i [ [ [0+ s

——>00
D
Nous écrirons f,—>f.

D - - L3 - -
Si f,—D>f, on a aussi f,—> f-}-const. Sl la lumte. uftrodmta
existe, elle est unique & une constante additive et arbitraire prés.
Slj;—x—;f, on aj;.if pour toute suite infinie partielle.
Dans ce qui va suivre nous admetterons que D est connexe,

done que D est un domaine borné et ouvert. L
Ncgls démontrerons que la notion introduite de la limite jouit

d’une propriété analogue & celle de Cauchy. En effet, nous allons
démontrer que .

ls condition nécessaire et suffisante poul;qn’ll
existe une fonction f du type (BL) telle que f].——)f se
présente que voici: quel que soit £>0, il e;lnte n:
nombre u tel que les inégalités n>4 m>p entral
nent: '

f f f {[gma— f')]"l' [a(f"a; £ ")]’+ [3—(—'1'5——;—!:“—)]'} dzdydz<e.

Nous appellerons cette condition: la condition (C).
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La condition (C) étant évidemment nécessaire, il suffit seule-
ment d’en démontrer la suffisance.

Supposons que la condition (C) subsiste pour une
suite donnée {f,(P)} de fonctions (BL) dans un do-
maine ouvert etborné D. Nous allons montrer da-
bord quil existe alors une suite partielle dindices
{k,yet une suite de constantes{g,), telles que f; (P)+¢,
converge presque partount dansD vers une fonetion
f(P)du type(BL).De plus il existe un ensemble épais
de droites I, jouissant de la propriété suivante: Si
(4, B) est un segment ouvert situé sur une telle dro-
ité, contenu dans D et saturé, la suite f, (P)4g, de
fonctions prolongées (par adjonetion des valeurs
frontidres limites) converge uniformément sur
{A,B> fermé vers f(P) prolongée.

Aprés avoir démontré cela dans les numéros 2—6, nous dé-
montrerons le théoréme précédant.

2, Démonstration. Puisque

JJIE

dés que 7 et m sont assez grands, la suite {%L'} est convergeunte
. x

f"')] drdydz<e

en moyenne carrée (ordinaire) vers unme fonetion F(P) qui est
& carré sommable dans D: f"—-)l" (P) et, d'une maniére analogue,

on obtient des relations:

af" Se@), i)

On trouve aisément que la fonction f (g—};’f—ﬁ')’dx de deux

. 1’7,;
variables #, { est définie presque partout dans D,, et quelle y tend
en moyenne simple vers 0. Il en résulte lexistence d’une suite par-
tielle {,} d'indices, telle que la suite

f(?j_F)*dx

R
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tend d’'une maniére ordinaire vers 0 dans presque tout point 7, {
de D,,.
De plus on a

(/]

<o [ (e

nt

ot o désigne le diamdtre de D.

Le méme peut se dire pour les lignes relatives et les dérivées
restantes. On voit aussi que pour les trois dérivées la suite partielle
peut &tre choisie la méme.

-1l existe un systdme épais de repéres qui soient normanx pour
toute fonction f,(P) et qui, en méme temps soient réguliers par
rapport aux propriétés que nous venons d'exposer dans ce numéro.
Nous appelons ces repéres: replres normaur de la suite partielle
choisie.

Remarquons que tout ce que nous venons de dire A propos de
la suite {f,} s'applique aussi & une suite partielle guelconque.

8. Cela étant, partons d’une suite partielle arbitraire et ex-
trayons-y une autre{f; } conformément an numéro précédant. Cette
guite sera fixée dans les numéros 3—17.

Envisageons un domaine-colonne M, dont la base E contient
Torigine P(a, b,¢) d'un répére normal de la suite {f,} qui sera
désignée tout simplement par {f,} pour éviter de lourdes indices.
En ne considérant que des points (& %, ) de M; | E, on a pour
presque tout (£, 7) et pour tout {:

g
fue m D=1l b9+ f 2L L PPN

+f8f,,s‘y, dy +f9f(§,'r;,z)

On trouve:

1
Hm —aig—f F(-Z, b, C) d.’t,
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7

n
lim %% :;f G(gv ¥ 0) dyv

y—>0
b

14 14 .
. 9fy _
lim [ 2= f HE 7, 2) de.

=
<

Choisissons une suite iofinie {g,} de nombres de manidre que

f,(Po) =+ g, soit convergente. Il suffit p. ex. de poser ¢, 77 — Jo(Po).
Il existe alors la limite:

§ i 3
O mAEnd+rel=ft [Flat [ Gay+ [ Has,

ol on a posé ﬂ"fll’iiﬂw[fygpn)‘*" 2,)-

Définissons la fonetion f;(&, 7, ) dans les points de presque
toute droite 7, relative 3 M, par la formule:

® A& 07l (4,6 7 D+ o
L'inégalité
g+ 1.Em 8 — & n DI<le— Sl +

)
o

ot 2= O(z, y) représente le front de la colonne M,, nous montre
que, si Yon fixe (£, 7), la suite

s +fv(§1 7 [) tend vers fy(§ 7, &)
uniformément sur presque toute ligne /, relative & M, 4 .

sl ol

i"(gg’z__ﬂ’_fz — H(E) 7, z) dz’

. 14
La fonction S Hdxz étant absolument continue par rapport &
on a, de (1) et (2) sur la méme ligne:

3/
Z=E
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De plus, on voit aisément que f; posséde une valeur limite fron-
tiere au front de M, et que la convergence uniforme dont on
a parlé s'étend sur les fonetions g,-}-f, prolongées et, enfin, que
la limite est identique avee f; prolongée ainsi.

Des résultats analogues on obtient en envisageant des colonnes
M,, M, dont les bases sont perpendiculaires & l'axe z ou a y.

4. Soit maintenant @ un parallélopipéde rectangulaire et ouvert
dont les arrétes sont paralléles aux axes du systéme des coordon-
nées. Supposons que la fermeture de @ est contenue dans D. Soit
P, un point de @ et, en méme temps, Porigine d’un repre normal
pour la suite {f,}. En choisissant la suite de nombres {g,} de ma-
niére que lim {f,(P,) -} ¢,} existe, nous obtiendront trois fonetions

Fll D (&7 ) ot figl& m, ) définies o continues resp. sur
presque toute ligne 1., L., I, relative & Q. En effet Q peut &tre
considéré comme la somme de deux colonnes augmentées de lenrs
base commune passant par Fy.

La suite ¢, £, (x, y,2) converge uniformément vers w4, 2)
sur presque toute ligne . relative & O, elle converge unifomément
vers f;(2, y, 2) resp. vers fs(x, ¥, 2) uniformément resp. sur presque
toute ligne relative I, et Z,,. Il en résulte quil existe une fonetion
f(x, y,2) continue sur presque toute droite 1, L., k. et égale
presque partout dans @ & fo), fe ot Jfer

On a sur ces lignes

? 3 of

La fonction f est du type (BL) dans 0.

5. La fonetion f que nous venons d'obtenir pour la suite {f,}
et O a l'aire de dépendre du choix du point FPo.

Changeons P, en un aufre point P;eQ qui soit Porigine d’un
repére normal pour la suite {f.). Choississons des constantes {g)
de maniére que f,(P,)+ ¢, converge et déterminons la fonction f'
y correspondant:

lim [/,(P) + 1= ()
preséne partout dans Q. On a:
Caf of G 3 o g U Y,
' ~ 2z’ T 9z 9=z’

—_—
— =

3z 3z 292’
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les fonetions f et f* sont absolument continues sur presque toutes
les droites 1, J,., L, relatives & Q. Il en résulte que f= f’ | const.
dans @ presque partout. De plus, la limite lim (¢, —g¢,) existe.
Réciproquement si l'on se donne la suite {g;} de maniére que
32:0 (g, —q,) existe, la suite {f,(P)-¢,} converge sur presque
toute ligne relative vers une fonction f*, ol f” = f-}- const. dans @
presque partout.

On voit ainsi que la fonetion f ne dépend pas essentiellement du
choix du point P,.

Pour exprimer que lm {f,(P)-}g,} existe presque partoui

dans @, convenons de dire que la suite {g,} est assujettic & Q.

6. Soient maintenant @' et @ deux parallélopipédes ouverts

dont les fermetures soient contenues dans D. Supposons que @’-Q"'==0.
Si {g,) et {g,} sont des suites assujetties resp. & @’ et Q”, et /', [
les fonctions y correspondant, on a f’= f" -} const. presque par-
tout dans le parallélopipéde Q- Q" et, {g,} et {¢,} sont assujetties
4 @ -Q”. I en résulte que {g,} et {g,} sont assujetties & la fois
4 Q' et a4 Q. On voit aussi qu'il existe une suite {g,} telle que la
limite 01_1:10 1f,(P)+ ¢, existe presque partout dans Q" - @”. Pour

{g,} on peut admettre une suite arbitraire assujettie & @’ (on a @'*).
Le domaine 1) peut &tre considéré comme la somme dénombrable
de parallélopipédes

D=Q+ Q" +..4+0m ...,

tels que @.Q+Y-0. En tenant compte de ce qui précéde, on
en déduit qu’il existe une suite de constantes {g,} tels que la limite

lim [£,(P) + g,]

existe sur presque toule droite relative & D. Si l'on envisage une
telle droite, on voit, d’aprés le résultat obtenu & la fin du N°3 que
la convergence est uniforme sur tout segment fermé (A4, B> si
le segment ouvert {4, B) est contenu dans la droite en question,
et qu'on prolonge les fonctions £, et f de la maniére indiquée plus
haut. En effet les colonnes envisagées dans le N° 3 peuvent &tre

choisies de maniére que leurs fronts soient contenus dans la fron-
tiére du domaine D.
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On a presque partout dans D

f 5 U _q ¥ _
et, comme les fonetions F, G, et H sont & carré sommable dans D,
on trouve que la fonction f est du type (BL) dans D.
Le théordme auxiliaire énoncé & la fin du N° 1 est ainsi dé-
montré, Nous avons aussi démontré un peu de plus:-De toute suite
partielle tirée de {f,} on peut extraire une autre {/,} que les pro-

priétés énoncées dans le dit théoréme subsistent.

Le suite {g,} a I'sire de dépendre da choix de Is suite partiells {f,}, mais
nous verons un peu plus loin, qu'il existe une euite {a,} qui peut servir de la
suite {g,} pour toute suite particlle choisie ainsi.

7. Procédons maintenant & la démonsiration de la suffisance de
la condition (C) énoncée dans le Nr. 1. En reprenant la suite par-
tielle {f,} et en tenant compte de (3) on peut éerire:

[ LS P ET

+ \:E.ﬁf*jT—_f_)]g} dzdy dz=0.

F4

Nous avons ainsi démontré que de toute suite partielle {/;} on peut
extraire une autre {f,} et trouver une fonction f, telles que

PSS

Pour démontrer que f, 3 f, il suffiit de remarquer que, si Yon
envisage deux suites partielles différentes {fe}s {far} et quon en
fait extraire, par la méthode précédente, des suites {fa}s {for} qui
convergent en moyenne du gradient carré resp. vers fetf’, ona
nécessairement f* — f” = const presque partout dans D. Done, si
la relation f, 5 f était en défaut, on pourrait trouver une suite
partielle qui ne contiendrait aucune sous-suite f,,, telle que £, 5 1.

Le théoréme ,de Cauchy“ est ainsi démontré complstement.

§ 5. Convergence en moyenne earrée.

1. 8i f,(P), f(P), (n=1, 2,..) sont des fonetions (BL)
dans undomaine ouvert et borné D et si £, (P) B f(P),
il existe une suite {a,} de nombres, telle que fulP) 40
Fandaments Mathematicae, t. XXL 10
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tend en moyenne carrée ordinaire vers f(P) dans
tout ensemble E fermé, contenu dans D.
Démonstration. Il suffit de démontrer le théoréme dans
le cas, ob E est une sphére fermée, contenue dans D, centrée dans
un point arbitraire et du rayon suffisamment petit. Soit done Py ¢.D
et le rayon de la sphére S, centrée en P, assez pefit pour qu'il
existe un parallélopipéde Q rectangulaire dont les arrétes sont paral-
léles aux axes w, y, 2 et contenu (aprés la ferméture) dans D. Il
existe une suite partielle {f;} et des constantes {g,; telles que
fi,+ 4. —f presque partout daus D, donc aussi dans @ et S.
D’aprés ce que nous avons démontré dans le § 3 No. 1 (6), il existe
dans @ un cube ¢’ et des ensembles X, épais dans Q' tels que

fff[fkn(PH— g —fP)Pdzdydez<<
<ol 0+

n /[9 (ﬁg:f>]= n [9 (f"g,;f)r . [9 (ﬁ5z—f )n’_

le point (a,,b,,¢,) pouvant étre choisi arbitrairement dans F, et,
- Pintégration étant étendue sur les droites l,,n, byt l,,n. - l”n,,n, sur les
plans I, , J, , L relatifs & D et sur le domaine D et, " désignant
une constante positive. Il en résulte que f, (P) 4 ¢. converge
en moyenne carrée vers f(P) dans S. Nous avons ainsi obtenu le
résultat suivant: .

De toute suite partielle on peut extraire une autre f, (P) et
trouver une suite de constantes g, telles que f; (P)--g. couverge
dans § en moyenne carrée vers f(P).

2. Cela étant démontré, fixons un indice » et considérons
I'expression

W [ [17.®+p.—rEramaya,

ol p, est un nombre variable. Il existe un nombre p,=a, qui
rend (1) minimnm.

Je dis que la suite f,(P)-+a, converge en moyenne carrée
vers f(P) dans S. En effet, dans le cas contraire on aurait
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fff[f°~(P)+“a. —f(Ptdz>a>0

pour une suite {a,) d’indices. Mais, d'aprés le résultat déja obtenu
(dans le No. 1) il existe une suite partielle {8,} de {e,} telle que

ff [fo(P)+ s, —f(P)dz—>0

pour une suite convenable de constantes {g, }. Mais, il en résulte
une contradiction, étant donné que

ff [fon )+ a5, —f(P)Pde<<

_\<\fff{f5,(P)+qﬁ, — f(P))ds.

Le théoréme est ainsi démontré pour la sphére S.

8. Si deux suites {p,} et {p,} jouissent de la propriété que
f.+p. et f, -+ p. converge en moyenne carrée vers f dans S,ona
lim (p, — p,) = 0. Cela résulte de I'inégalité

Vf f uo.—p;)*dr<l/f [ [Gutp—praet
+‘/fff(f.+p'.—f)ﬁdr.

Réciproquement, si f, 4 p, converge vers f en moyenne carrée
et, s lim (p, —p.)=0, f.-}p. converge en moyenne ocarrée vers f.
En go—;zdérant D comme somme d'une infinité dénombrable de
sphéres convenablement choisies S;, S;,..., on trouve que

tim [ f 1)+ a—f@)rde=0

pour tout S,. Le théoréme en résulte aisément.
Remarquons que la eondition nécessaire et suffisante

afin que f,(P)-}p. converge enmoyenne carrée dans
10+
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tout ensemble fermé contenu dans D est que la
limite
lim (a, — p.)

n—>00

existe, ol a, désigne le nombre p, minimisant I'in-

tégrale
[[[tttn—rras

pour une sphére S arbitraire fixe, fermée et conte
nue dans D. - '

4. D’une maniére analogue on traite la convergence en
moyenne carrée sur la surface d'une sphére fermée
quelcongque, contenue dans D.

On trouve pour les surfaces des sphéres des théo-
rémes analogues & ceux pour la convergence en mo-
yenne carrée pour les domaines & trois dimensions,
les constantes additives p, étant les mémes ainsi que
les fonetions limites.

Comme conséquence de ces théorémes nous trouvons que
. de toute suite partielle tirée de f,(P)--a, on peut
extraire une autre jouissant des propriétés énon-
cées dans le théoréme du § 4 No.1 concernant la
convergence uniforme.

Remarquons que l'ensemble de droites relatives, oh la conver-
gence uniforme & lieu, dépend peut-étre du choix de la suite par-
tielle. Je ne sais pas, si elle en dépend effectivement.

5. Remarquons qu'ane fonction (BL) n’est pas nécessairement
& carré sommable. '

Pour en donner un exemple plan considérons les rectangles:

11 12

4,: T A S S g §<y<1,
1 11 2

Bn' @z:?—eu<m<2n—11 §<y<§a

C: 0<a<l, o<y<§,

ott gy < 0 sont des nombres snffisamment petits afin que les B, n’aient pas de

- . Sa
points communs, Soient @, des mombres positifs tels que 3o mes 4, diverge.
ne] -
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Soit D I'ensemble de tous les poinis intérieurs & § (4; -+ Br) + €. Définissons
-l

f(P) dans D, en posant f(P)= a, dans Any [{P)==0 dans C et en faisant

varier f[P) linéairement et par continuité dans les B,. On peut choisir 2, &

minces que
af\?
JJJE)
B‘
converge.

La fonction f{P) est &videmment (BL) sans étre & carré sommable dans D.

1l serait intéressant de trouver des conditions nécessaires et
suffisantes pour un domaine D, afin que toute fonction (BL) dans
D y soit & carré sommable.

Remarquons qu'on peut avoir f, 3 f sans que f, -5, convsrge
en moyenne carrée dans D et cela quelle que soit la suite de coms-
tantes b,-

Pour en donner un exemple, il suffit de poser fi égale & f dans Ay} Be
si m>=n--1 et,égale 4 O dans le reste du domaine D) considéré dans 'exemple
précédant.

@

n=l

§ 6. Unieité de la prolongation.

1. Si nous prolongeons une fonction (BL) dans D sur des droi-
tes relatives & D, nous obtiendrons trois fonetions définies dans des
points de la frontitre de D. Il est intéressant d’examiner est-ce
qu'elles coineident, ou non.

Pour le cas d'une sphére nous allons démontrer
que la cofncidance a lieu presque partout?).

Supposons done que f(P) est (BL) dans la sphére S ouverte
du rayon f et centrée dans Porigine. Soit 0y <yl e <Oy e
une suite infinie tendant vers 1. Si H(z,y,2) est une fonction
définie presque partout dams S et 2 carré sommable, la suite
H(a,z, a,y, @,2) tend en moyenne carrée vers H(z,y,2) dans S.
En effet, cela est vrai dans le cas, ot H est un polyndme. La pro-
position genérale sobtient, si I'on tient eompte du fait que toute -
fonction & carré sommable peut &tre approximée (en moyenne carrée)
par des fonctions continues et, par conséquent, par des polyndmes.

1) Dans la démonstration nous nous appuierons sur les théordmes concernant
les suites de fonctions (BL), mais on peut frouver une démonstration directs, 11
n'est pas mecessaire de supposer que fest- (BL). 11 suffit de supposer que [
possdde des valenrs limites et frontitres sur presque toutes les droites relatives.
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d d 9
Cela étant, posons é)_]:;= F, %“G -Q—Z H, eLf,,(P)

=f(a, %, &, ¥, @&, 2). La fonction f, est définie dans la sphére S,,

du rayon %. Comme

n
af.
dx
on obtient sans peine:

limfff[a,,F(a,,z, Gy, @r2)— F(z,y, 2 dv=0
s

ot des relations analogues pour & et H qui expriment que f, tend
en moyenne carrée vers f dans S

D'aprés le théoréme du § 4. N° 1, il existe alors une suite
partielle { £, } et une suite de constantes {g,} telles que les fonctions
prolongées de f, —- ¢, tendent uniformément sur presque toute
ligne relative ., vers la fonction prolongée- de f et, il en est
d’analogue pour des droites relatives I, et /.

Or les valeurs de trois fonctions prolongées de f, g, ne con-
sidérées que dans S coincident avec les valeurs de cette fometion
sur la frontitre de S, si l'on la considére dans S, et, ces trois fone-
tions ne forment quune seule fonction définie presque partont sur
la frontiére de S. On en déduit que les trois fonetions ,frontiéres“
de f coincident aussi presque partout.

2. Si l'on se souvient du résultat obtenu & la fin du § 8. N0 1
on voit que:

Si f(P) est (BL) dans une sphére S, ses valeurs li-
mites et frontiéres représentent une fonction définie
presque partout sur la frontidre de S. Cette fonetion
est & carré sommable.

On peut aussi démontrer que:

Si f,(PYBf(P) dans une sphére D, il existe une
suite de constantes {a,} telle que les fonections dé-
finies par les valeurs limites et frontidres des f, ten-
dent en moyenne carrée sur la surface de S vers la
fonction obtenue de la méme manidre de f. Les con-

=qa,F(e,z, a,y, a,z), ete,

stantes a, sont celles, pour lesquelles f,4a, converge

en moyenne carrée vers f dans D.
Il serait intéressant d’examiner le cas du domaine général; il
ne semble pas étre trop difficile.

Sur une propriété des constituantes des ensembles
analytiques.

Par
Sophie Piccard (Neuchitel).

Soit {0, m, ...,y U0 Systéme déterminant donné, formé d’ensem-
bles quelconqnes et soit E le noyau de ce systéme, c'est-i-dire Pen-
semble

ot la sommation g'étend b toutes les suites infinies de nombres

naturels #n,, n,, n,,...
Posons, pour tout systéme fini de nombres naturels #,,7y,..., 7%

(1) 6?!:,&, By gy By, s B )

@ iy = By 2‘ E .

n=1

pour tout nombre ordinal a < Q, et

€) 8ming= e

Ka
pour tout nombre ordinal a de seconde espéce.

Posons ensuite

ot =l
® Te= 3 (.m0 hms)

(e, 2., Bg)
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