Uber stetige Abbildungen der euklidischen
‘ Raume.
Von

Karol Borsuk (Warszawa).

Es seien A und B zwei metrische Riume. Die Gesamtheit aller
stetigen Abbildungen von A in B wird mit' B4 bezeichnet. Falls
mindestens einer von den Riumen A und B kompakt ist werden
wir B* als metrischen Raum auffasen und zwar, den Elementen f
und @ von B4 den Abstand ¢(f, q;):--—-Su;;g (f(), p (%)) zuschreiben.

ZTE

Ist & eine positive Zahl, so wird feB* eine e-Abbildung genannt,
wenn fir jeden Punkt yef(4) die Urbildmenge /~*(y) von y einen
Durchmesser <C ¢ hat?). Gibt es ferner ein #>> 0 derart. dass fur
jede Menge C(C f(4) mit dem Durchmesser <% die Urbildmenge
f7}(C) einen Durchmesser <C ¢ hat, so wird f eine e-Abbildung in
dem engeren Sinne genannt.

In der vorliegenden Arbeit soll der folgende Satz bewiesen
werden:

Satz. Ist fe BRx*) eine e-Abbildung, so ist die Bildmenge F(R,)
ein Teilgehiet von R,, dessen (n — 1)-dimensionale Bettische Zuhl$)

) Vgl. P.'Alexandroff, Annals of Math. 30 (1928), S. 108, wo iibrigens
anstatt der Ungleichung 6{f~71(y)] < e die Ungleichung &[f~1(y)] <2 ¢ vorausge-
setzt ist. '

%) R, bezeichnet hier, wie iiblich, den -euklidischen #-dimensionalen Raum.
Dabei werden wir jeden Pankt (w,2,...2,) von R, als mit dem Punkte (@, z, ...z 0)
von R, identischen auffassen. Hierans ergibt sich auch die Inklusion Ra(C Rpta
Den Koordinatenanfang (00...0) von R, werden wir einfach mit O bezeichnen.

%) Wegen der Definition von Bettischen Zahlen. siehe z.B, das Buch von

P. Alexandroff, Einfachste Grundbegriffe der Topologie (Berlin, Springer,
1932), 8. 22. :
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verschwindet ). Ist [ eine e-Abbildung im engeren Simne, so ist
f(R.) =R,

1. Ordnen wir jedem nichtverschwindenden Vektor V im
Raume R, seinen Anfangspunkt « (V), seine Lange $(V) und den
—

Endpunkt y (V) des zu V parallelen Einheitsvektors Oy (V) zu.
Es ist leicht zu bemerken, dass die auf diese Weise definierten
Funktionen @, § und y einen Homdomorphismus zwischen dem
Raume der nichtverschwindenden Vektoren in R,%) und dem Pro-
dukte ¢) dreier Rdume: des R,, der Menge der positiven Zahlen
und der (n — 1)-dimensionalen euklidischen Sphire?) S, vom
Radius r =1 und dem Mittelpunkte O bestimmen.

2. Es sei Q, eine n-dimensionale euklidische Vollkugel im
R, und a ein innerer Punkt von @, welcher um £ von der Ober-
flsche S,_, dieser Vollkugel entfernt ist. Es sei ferner f eine e-Ab-
bildung von @, in R,. Aus der Definition der e-Abbildung ergibt
sich dann, dass f(a)e (S, gilt. Somit ist der Vektor V(x)=

—.—,—_} .
= f(a) f () als Funktion des Punktes x betrachtet, eine stetige und
in der Menge S,_, nicht verschwindende Verktorfunktion. Es gilt
nun folgender:

4) Ohne Gebrauch von kombinatorischen Begritten lisst sich diese letzte Eigen-
schaft des Gebietes f(R,) folgendermassen formulieren: Die Menge (R, — f(Ryx)) +
4-(Pes), WO Poo den unendlich fernen Punkt von R, bezeichnet, ist ein Kontinuum.
Es ist zu homerken, dass in uuserem Beweise die kombinatorischen Mittel nur
bei Herstellung der Aquivalenz zwischen der obigen elementaren Eigenschaft des
Gebietes f(R,) und dem Verschwinden seiner (n — 1)-dimensionalen Bettischen
Zahl hervortreten, Sonst ist unser ganze Beweis elementar,

5) Die Gesamtheit der Vektoren in R, werden wir als einen topologischen

_)
Raum auffassen, und zwar fiir Umgebung von V= b die Gesamtheit aller Vek-

toren ;; erkliren, wo 2 irgendeine lJmgebung von a in K, und y irgendeiue
Umgebung von b in R, durchliuft.

) Das Produkt der metrischen Réume A, 4,,... 4 heisst der Raum, der
als Elemente alle n-Tupeln (x, x,...2¢) bat, wo x;e A; tir i=1. 2,...h gilt,

3 .
and der durch die Formel p|(x, T, ... :.z;,,), W ¥ - yg)lzl/ 2 (o (zi,y))* wo-
(22

trisiert ist.
) (n — 1)-dimensionale suklidische Sphiire = die Oberfliche einor goome-
trischen Vollkagel im E,.
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Hilfssatz. Unter den obigen Voraussetzungen bildet die stetige
Funktion @ (x)==y V (2) die Sphére S,., w die Sphire S, wesen-
tlich ®) ab.

Beweis. Wir bezeichnen mit 2* wo x ein beliebiger Punkt
von S, , ist, den zu x antipodischen, d. h, symmetrisch zu x rel.
zum Mittelpunkte von S, , gelegenen Punkt. Aus ¢(a,S,.)=¢
folgt dann. dass die Entfernung zwischen irgendeinem Punkte
z ¢S, , und der Strecke az* mindestens gleich & ist. Da aber f
eine e-Abbildung ist, folgt hieraus

(1) f@)eflaz?)

" Wir setzen nun flir jedes ze S, , und U<CE<< 1

>
V(@) =7 (a:(®) f (=),

wo a,(xr) den Punkt, welcher die Strecke az* im Verhsltnisse
t:1—t teilt bezeichnet. Nach (1) ist der Vektor V,(x) eine stetige,
nicht verschwindende Funktion beider Variablen z und ¢, woraus
sich ergibt, dass die Abbildungen y V, eine einparametrige stetige
Funktionenschar im Raume S,° bilden. Da yV, =y V = o gilt,
folgt hieraus ‘

fiur jedes ¢ S,_;.

() @ und yV, gehoren einer und derselben Komponente von
50,51 ap, o

Da die Fuuktion V, (x) = f (a, (2)) f (x’) =f(z*) Vi (x,) 0nicht vér-

schwindet, so nimmt die stetige Funktion SV, (%) nur positive

Werte auf S, ; an, Hieraus ergibt sich, dass eine stetige reelle
Funktion 2 (x) existiert, sodass

(8) 4(x) ist eine Erweiterung von 8V, (x) auf @, rel. zur Menge
der positiven Zahlen 9).

%) Eine Abbildung fe S,f?ff"_‘ beisst, nach H. Hopf, wesentlich, wenn fir
jede Abbildung qzeS,ﬁﬂf"’] ,» welche mit f zu einer und derselber Komponente von
SOSn—1 oohirt die Beziehung @ (8 ,—1) =S, ) gilt.

%) d. h: A(x) ist eino stetige Funktion mit den positiven Werten, welche in
der Menge Q, definiert ist und die Bedingung A(x) == AV, (@) fir jedes aeS,_;
erfiillt. Da die Menge simtlicher positiven Zahlen mit der Menge simtlicher reellen
Zahlen homtomorph ist, so ist die Existensz einer derartigen Funktion 4 eine un-
mittelbare Folgerung des allgemeinen Satses fiber die Erweiterung der reellen

Funktionen. Siehe z. B. F. Hausdorff, Mengenlehre (Berlin u, Leipzig, de Gruy-
ter, 1927), S, 248,
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Man nehme nun an, dass die Bebauptung unseres Hilfssatzes
falsch sei, d. h. pe SO~ gine unwensentliche Abbildung sei. Nach

(2), wire dann die Abbildung @, ¢ SO ebenfalls unwesentlich, es
existierte also') eine Erweiterung ¢ von ¢, auf @, rel. zu SO,
Es sei nun §, die n-dimensionale euklidische Sphare in R,,,, wel-
che mit S, , konzentrisch ist und die Bedingung §,.R,=S,_,
erfullt. S,_; zerschneidet dann die Sphire S, in zwei halbspha-
rische Gebiete Iy und I'y von der Eigenschaft, dass fur jeden
Punkt x ¢ Iy der antipodische Punkt 2* in I, liegt. Wir bezeich-
nen ferner mit g (x) die orthogonale Projektion des Punktes z ¢ .S,
auf B,. Es ist klar, dass durch g die Sphire S, stetig auf @, abge-
bildet ist, wobei simtliche Punkte von §,_, invariant bleiben.

Wir betrachten nun die Funktion @ (x), welche in der Sphare
S, folgendermassen definiert ist:

O(x)=fg(x) fur jedes =z¢ely + S,,

@ O (x) = Endpunkt des Vektors V'(x) fir jedes xe 15,

wo der, in R, liegende Vektor V' (z) durch folgende Formeln
gegeben ist:

®) aV@=fg@), BV @)=21g(@), vV (@5)=vg().

Aus den Formeln (4) ergibt sich, dass die Werte der Funktion
® Punkte von R, sind, wobei sie offenbar in der Menge I + 1
stetig ist. Um ihre Stetigkeit in der ganzen Menge S, zu beweisen,
bleibt es nur zu zeigen, dass der Punkt fg(z) fir jedes xe S,
den Endpunkt des durch die Formeln (5) definierten Vektors V'(x)
bildet. In der Tat, ist ze S,,, so gilt g(#) == und g(z*)=2%¢S,,,
woraus a V' (x) = fg(a*) = f(2*), BV (x)=4g@) =8V, ()
wod y V' (2) =9y (2)=¢, () =y V, (x) folgt, d. h. der Vektor

——in Y .
V' () mit dem Vektor V, (%) =f(x*) f(x) und insbesondere sein
Endpunkt mit f(x) = fg () identisch ist.

Es ist lso @ ¢ RSs, wobei nach (1) und (4), @ (z)= @ (=*) fur
jedes ze S, gilt. Da aber die Gleichung @ (x)= @ (2*) minde-
stens eine Wurzel in S, hat ), so gibt es einen Punkt &, eI, fir
welchen @ (z,) = @ (z¥) ist. Das bedeutet, mit Rucksicht auf (4),

10) Siehe z B, Fund., Math, dieser Band 8. 36.
1) K. Borsuk, Fund, Math. 20 (1933), 8. 178, Satz 1L
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dass der Endpunkt des Vektors V' (x)) mit dem Punkte fg (x)
tibereinstimmt. Hieraus und aus den Formeln (5) ergibt sich, dass
der Vektor V’(x,) verschwindet. d. h. Ag(x)==0 ist, was der
Definition (3) der Funktion A widerspricht. Hiermit ist der Beweis
unseres Hilfssatzes vollendet

3. Hilfssate. Ist fe RR eine € Abbildung (baw. eine'- e- Abbil-
dung im engeren Sinne), so gibt es fiir jedes xye R, eine Zahl x(a,)>0
(bzw. x (2,)>1n, wo u eine vorn x, unabhingige positive Zahl ist)
derart, dass folgendes gili:

(6) Ist yeR, und o(f (%), y) < %(x), so gibt es ein xeR, fir
welches ¢ (x,,x) < & und y = f(x) gilt.

Beweis. Es bezeichne @, die Vollkugel im Raume R, mit dem
Mittelpunkte #, und der Radiuslinge ¢ und S,_, die Oberfliche
von ¢,. Da f eine e-Abbildung ist, gehtrt f'(x,) der Menge 7(S,_,)
nicht an, d. b, die Zahl

(M # (@) = 0 (f (o), / (8,5-1)
ist positiv. Die untere Schranke von x (%), wo z den Raum R,
durchlguft, kann im allgemeinen gleich Null sein, im Falle aber
wo f eine &-Abbildung im engeren Sinne ist, gibt es ein >0
derart, dass fur jede z,2’ ¢ R, die Ungleichung ¢ (f (), f(2')) <7
die Ungleichung ¢ (, #') < & zur Folge hat; woraus und aus der
“Beziehung ¢ (%,, S, ;) =e¢ sich ergibt, dass in dierem Falle die
durch die Formel (7) definierte Zahl x (2,) flir jedes z, e R, grosser
als % ist.

Um unseren Beweis zu vollenden, bleibt es nur tibrig zu zeigen,
dass die Zahl x (z,) die Bedingung (6) erfullt. Zu diesem Zweck

setzen wir — wie in der letaten Nr. — V(p) ;;_f(xo)f(;g und

¢ (p)=1yV(p) fur jedes pe S,_,. Nach dem letzten Hilfssatze gilt
dann: ' .

®) Die Abbildung @ e S®;" ist wesentlich.

n—1

Es sei nun y ein beliebiger Punkt von R,, fur welchen e (S (=) y) <<
< % (%,) gilt. Wir setzen fur jedes peS, und 01,

—_
Viip)=9.7(p),

wo'y, den Punkt bezeichnet, welcher die Strecke S(z))y im Ver-

hltniase ¢:1 — ¢ teilt. Der Vektor Vi(p) ist eine stetige Funktion
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beider Variablen p und #, welche wegen (7) niemals den Wert Null
annimmt. Hieraus folgt, dass die Funktionen y7, eine stetige ein-
parametrige Schar im Raume S®;"! bilden, wobei yVo=9p gilt.
Mit Riticksicht auf (8) folgt daraus:

) ; —>
(9) Die Abbildung yV, e.S,ﬁ"_’f"“‘, wo V,(p) =y f(p), ist wesentlich.

Man nehme nun an, der Beziehung (6) zuwider, dass

(10) . Yo f(en)

gelte. Es bezeichne p,, fiir jedes pe S, ; und 0<¢<C1, den Punkt,
welcher die Strecke pz, im Verhltnisse £:1 — ¢ teilt. Auf Grond
von (10) bilden dann die Vektoren V(p)==y f(p,) eine stetige
einparametrige Schar der stetigen, in S, ; definierten und nicht-
verschwindender Vektorfunktionen. Hieraus folgt, dass die Funktionen
yV® eine stetige Schar im Raume Sore—1 bilden, durch welche
Schar die Abbildung yV® = 9V, mit der Abbildung yV® =

—_—

== y(y f(%,)) = const. verbunden jst. Das bedeutet, dass durch yV,
die Sphare S, in die Sphire S, unwesentlich abgebildet ist, was
der Beziehung (9) widerspricht. Somit ist unser Hilfssatz bewiesen.

Bemerkung. Indem wir berticksichtigen, dass in dem Beweise-
der Tatsache, dass die durch (7) definierte Zahl x(z,) die Bedingung
(6) erfilllt, nur die Voraussetzung dass’f eine &-Abbildung der Kugel
@, in R, ist eine wesentliche Rolle gespielt hatte, so sind wir zur
folgender Behauptung berechtigt:

Sind A und B zwei Teilmengen von R, , wobei E [o(x, A)< e]CBY)

xeR,

gilt und ist fe RE eine &-Abbildung, so bildet f(B) eine Umgebung
von f (A4).

4. Hilfssate. Ist fe R cine e-Abbildung, so ist die Urbild-
menge jeder in sich kompakten Teilmenge von f(R,) in sich kompakt.

Beweis. Es sei K eine in sich kompakte Teilmenge von f(R,).
Da f stetig ist, ist die Urbildmenge f~(K) von K eine abgeschlos-

13) E [] bedeutet die aus allen Punkten x von der. Eigenschaft [] beste-
wa Ry .
hende Teilmenge von R,.

Fundamenta Mathematicae, t, XXI. - ) 16
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sene Teilmenge von R,%). Es bleibt also, um unseren Beweis durch-
zuftthren, nur zu zeigen, dass die Menge /~'(K) beschrinkt ist. Im
anderen Falle existierte in /~'(K) eine Punktfolge {a,}, welche in R,
keinen Haufuogspunkt bestisse. Da K kompakt ist, konnen wir dabei
annehmen, dass die Folge {f(a,)} konvergent ist d. h, dass es einen
Punkt aef*(K) gibt, fir welchen f(a) -—llm f(a) gilt. Daraus

aber und aus dem Hilfssatze .8 folgt, dass fast alle Punkte @, einen
Abstand < 2¢ von a haben, was der Definition der Folge {a,} Wlder-
spricht.

5. Jetzt sind wir im Besitze aller Hilfsmittel, die uns gestatten
unseren Satz in wenigen Worten zu beweisen. Ist fe BR» eine
e-Abbildung, so folgt aus dem Hilfssatz -3, dass, zusammen mit
irgendeinem Punkte, eine Umgebung dieses Punktes zn der Bild-
menge f(R,) gehtrt. d. h. die Menge f(R,) offen ist. Als stetiges
Bild von R,, ist ferner die Menge f(R,) zusammenhingend, also
ein Gebiet. Im Falle. wo f eine e-Abbildung in dem engeren Sinne
ist, folgt aus dem Hilfssatze 3 die Existenz einer Zahl # > 0 von
der Art, dass fiir je zwei Punkte z¢f(R,) und o' ¢ R, — f(R,) die
Bedingung g(x #") = 7 erfillt ist. Daraus und da R, zusammenhin-
gend und f(R, :{:0 ist ergibt sich die Gleichung f(R,) = R

Es bleibt ubrig zu beweisen, dass die (n— 1)-dimensionale Bet-
- tische Zahl des Gebietes f(R,) verschwipdet. Da diese Behauptung
fitr n =1 mit dem Zusammenhange von f(R,) gleichbedeutend also
erfullt ist, konnen wir uns auf den Fall #n>2 beschrinken. Auf
Grund des Alexanderschen Dualitiitssatzes 14), das Verschwin-
den der (» — 1)- dimensionalen Bettischen Zahl von f(R,) ist mit
dem Zusammenhange der in sich kompakten Menge (R,— f(&,)) +
~+ (px), WO p,, den unendlich fernen Punkt von R, bezeichnet,
gleichbedeutend 5).

Man nehme an, dass unser Satz falsch sei, d.h dass die Menge
(B, — f(B.)) + (Pw) in zwei abgeschlossene, nicht leere punktfremde
Teilmengen 4 und B zerlegbar ist. Wir kinnen anneéhmen, dass

1) Siehe 3. B. das sitierte Buch von ¥, Hausdorff, 8. 194

1) J. W. Alexander, Trans, Amer. Math, Soc. 28 (1922), 8. 333—849 wo
der Dualithtesatz fiir die Polyeder bewiesen ist. Der Beweis im a.llgemeinen Falle
der beliebigen abgeschlossenen Mengen wurde von Alexandroff, Frankl und
Lefschets geliefert. 8iche P, Alexandroff, Gott. Nachr. 26 (1927); F, Frank],
‘Wien. Ber. (1927), 8. 689; 8, Lefschetx, Ann. of Math.. () 29 (1928), 8. 282.

1) Vgl die Anmerkung 4,
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Pos € B gilt. Es gibt dann ein 6>>0 so klein, dass jeder Punkt der
Menge R, — f(B,) — A einen von J grosseren Abstand von A4 hat.
Wir setzen nun:
C= I [o(x, 4)=8)1)
zelR,

C ist dann eine in sich kompakte Teilmenge des Gebictes f(R,),
welche dieses Gebiet zwischen jedem hinreichend nahe von A4 lie-
gendem Punkte p e f(B,) und jedem Punkte g ¢ f(R,), welcher ent-
weder hioreichend nahe von der Menge R, — f(R,) — 4 oder hin-
reichend fern von dem Koordinatenanfang O liegt zerschneidet. Es
ist leicht zu bemerken, dass fir jede in sich kompakte Teilmenge

K von f(R,) derarttge Punkte p und ¢ in der Menge f(R,)— K

gewiihlt worden konnen.

Auf Grund des Hilfssatzes 4 ist die Urbildmenge f(C) von C
eipe in sich kompakte Teilmenge von R,. Daraus und da n>2
vorausgesetzt war, ergibt sich, dass die Menge &, — f~'(C) genau
eine unbeschriinkte Komponente I” enthilt. Die Menge R, — I
ist dann eine in sich kompakte Obermenge ven f~'(C). Hieraus
ergibt sich, dass die Menge K= (R, — I')C f(R,) eine in s1qi)
kompakte Obermenge von C ist.

Nach der vorigen Bemerkung, gibt es in der Mange f(R,,)-—
zwei Punkte p und ¢ derart, dass C das Gebiet f(R,) zwischen
ihnen zerschneidet. Es sei p — f(a) und ¢=f(b). Die Punkte a
und b liegen dann im Gebiete I", also lassen sich im I" durch einen
einfachen Bogen Z verbinden. Die Menge f(L) ist dann e¢in Kon-
tinnum, welches p und ¢ in f(&,) verbindet und welches auf Grund
der Inklusion L CI' C B, — f(C) mit C punktfremd ist. Das
aber der Voraussetzung, dass C die Menge f(R,) zwischen p und ¢
gerschneidet widerspricht. Hiermit ist unser Beweis vollendet.

6. Korollar. Fir n==1,2 ist diec Bildmenge ciner e-Abbil-
dung fe RR» mit dem Raume R homéomorph.

Die Frage nach der Richtigkeit dieser letzten Behauptung fiir
hthere Dimensionen bleibt unentschieden.

‘Wigzowszesysna, den 16, September 1983,
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