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Uber schwache Konvergenz in den Riumen (L”)
von

S. MAZUR (Lwéw).

In einem linearen, normierten Raume X bildet der Durch-
schnitt eines Systems von Kugeln stets eine konvexe, abgeschlos-
sene und beschrinkte Menge; in euklidischen Riumen gilt hiervon
bekanntlich die Umkehrung, die man auch so formulieren kann:

Satz 1. Ist WC X eine konvexe, abgeschlossene und be-
schrinkte Menge, x,6¢ X— W, so gibt es eine Kugel K, so dafs
Wc K, x,eX—K.

In dieser Note weise ich auf eine Klasse von linearen, nor-
mierten Riumen hin, in denen der obige Satz noch seine Giiltig-
keit behilt; dieser Klasse gehéren insbesondere die Riume (L")
der mit der p-ten Potenz integrierbaren Funktionen fiir p >1 an.
Der Satz 1 impliziert jedenfalls®):

Satz 2. Ist x,e X (n=1,2,...), x,¢ X, die Folge{x,} be-
schrénkt, und enthdlt jede Kugel mit unendlich vielen Punkten x,
auch x,, so konvergiert die Folge {x,} gegen x, schwach.

Dabei ist folgendes zu bemerken: Damit jede Kugel mit
unendlich vielen Punkten x, auch x, enthalte, ist notwendig und
hinreichend, dafi lim |x,—x|>[x,—x| fiir xe X sei®). Nach dem
Vorangehenden gilt der Satz 2 in den Réumen (L”) fiir p >1; es
wird unten gezeigt, daB im Raume (L) der integrierbaren Funktio-
nen dies nicht stattfindet. Die Umkehrung des Satzes 2, die all-
gemein gilt, ist wohlbekannt: Ist x,¢ X (n=1,2,...), x ¢ X und

1) Siehe: S. Mazur, Uber konvexe Mengen in linearen normierten Riu-
men, Stud. Math. 4 (1933) p. 70—84, insh. p. 83,
?) Darauf hat mich Herr H. Steinhaus aufmerksam gemacht.
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die Folge {x,} gegen x; schwachkonvergent, so ist sie beschrinkt
und jede Kug(.l enthdlt mit unendlich vielen Punkten x, auch x,.
Aus dem oben angefiihrten ergibt sich sofort:

Ist x,e (L") (n==1,2,..), x 26 (L"), wo p>1, so ist, damit
die Folge { .} gegen x, schwachkonvergent sel, notwendig und hin-
reichend, da/)’ die folgenden Bedmgungen erfiillt seien:

a) lim f!x"(t) —x() | dt > /\x(t)—~x(t)|”a’t fur xe(L7);

b)jlx" )| dt =< N fiir n=1,2,... bei konstantem M.

1. Sei ¢(x) ein in einem linearen, normierten Raume X
erklartes Funktional x,€ X. Gibt es ein lineares Funktional

f(x) in X, mit hm i |[()n (x + %) — ¢ (x,) —f(x)] =0, so sagt man,

¢ (x) besitze in x ein starkes Differential f(x)?).

Die in der Einleitung erwihnte Klasse von linearen, nor-
mierten Raumen, in denen der Satz 1 richtig bleibt, besteht aus
denjenigen Raumen X, die die folgenden Eigenschaften aufweisen:

o) Die Norm, als ein in X erklirtes Funktional aufgefaf3t,
besitzt in jedem won O verschiedenen Punkte ein starkes Differential;

@) In jeder beschrinkten Punkifolge aus X gibt es eine
gegen einen Punkt aus X schwachkonvergente Folge.

Wir sagen: ¢(x) besitzt in x; ein schwaches Differential, wenn
hm[ % (% -1~ b x) — @ (x)] fiir x¢ X existiert und ein lineares Funktional in X

blldet dieses heifit dann das schwache Differential von cp(x) in x,*). Wie leicht
ersichtlich, damit ¢ (x) in x; ein starkes Differential =f(x) besitze, wo f(x) ein
lmeares Funktional in X bezeichnet, ist notwendig und hinreichend, daff

”h* [# (xy+ hx) — @ (x)] gleichmiBig in der Einheitskugel mit h—0 gegen f(x)

strebe, Besitzt also @ (x) in x, ein starkes Differential, so besitzt es auch ein
schwaches und die beiden Differentiale stinmen dann iiberein; die Umkehrung
daven gilt bekanntlich schon im 2 -dimensionalen euklidischen Raume nicht.
Setzen wir jetst voraus, daB ¢(x) die folgenden Eigenschaften aufweist
(\ X x”eX, t eine Zahl): 1" @ (2 4 x) <o) + 0 (x"); 2° 9°(fx)'=ﬂP(x)

“) l)mser Bmgnf[ stammt von Herrn M. Fréchet; vgl. P. Lévy, Legons
d'analyse fonctionnelle, Paris 1922, insb. p. 50.
4 Vgl zu dieser Begriffshildung 1. c.?), insb. p. 50—52.
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fir > 0; 3° ¢(x) <<M|x| bei konstantem M; die letzte Eigenscheft ist iibri-
gens mit der Stetigkeit von ®(x) in X #quivalent. Man kann zeigen, dafl wenn

lim %[CP (xo + hx) - @ (x)] fiir xe X existiert, es bereits ein lineares Funktio-
->0

nal in X darstellt; ¢(x) besitzt dann also ein schwaches Differential in x, ).
Ist X endlichviel - dimensional, so folgt aus der Existenz eines schwachen Diffe-
rentials von @ (x) in x; auch die eines starken. Augenscheinlich, wenn ¢ (x) in
x, ein schwaches (starkes) Differential besitzt, gilt dasselbe in jedem Punkte tx,
fir ¢ > 0.

Da der Norm |x| die Eigenschaften 1°—3" zukommen, so gelten insbe-
sondere fiir sie die vérhin festgestellten Tatsachen, Um nun den Sinn der Eigen-
schaft @) genauer zu erkennen, sei hier noch folgendes hinzugefiigt. Damit die
Norm in x, ein schwaches Differential besitze, ist notwendig und hinreichend,
daB es eine durch x; gehende Tangentialhyperebene H der Kugel |x|<|x,|
gebe; ist f(x) das schwache Differential von |x| in x;, so ist A durch die
Gleichung f(x) —|x,|=0 bestimmt. Eine andere Formulierung dicser Bemer-
kung lautet: Damit die Norm in x, ein schwaches Differential besilze, ist not-
wendig und hinreichend, daB es ein und nur ein lineares Funktional f(x) in
X gebe mit |f[[=1, f(x))=xy|; das schwache Differential von | x| in x,
erfiillt eben diese Bedingungen®). Aus der Eigenschaft «) folgt also: a™) Durch
jeden Randpunkt der Einheitskugel K, geht eine Tangentialhypercbene von K.
Ist X endlichviel - dimensional, so. sind nach dem vorigen die Eigenschaften «)
und a*) BAquivalent; ob dies ganz allgemein gilt, scheint noch nicht entschieden
zu sein. ‘

Was die Eigenschaft ) anlangt, so kommt sie trivialerweise den endlich-
viel-dimensionalen Raumen zu, Aus dieser Eigenschaft folgt jedenfalls, daf,
wenn f(x) ein lineares Funktional =20 in X ist, es einen Punkt x,€ X gibt, s0
da {x)| =1, f(x)) =|fll; damit ist gleichbedeutend: Ist F eine Stiitzhyper-
ebene einer Kugel K, so geht A durch einen Randpunkt von X7). Die Eigen-
schaft B) impliziert also: %) Jede Stiitzhyperebene der Einheitskugel K, geht
durch einen Randpunkt von K,. Es ist nicht bekannt, ob auch umgekehrt die
Eigenschaft 8) aus B*) folgt. o

Beim. Beweise des Satzes 1 kdnnen wir annehmen, daff W
ein konvexer, beschrinkter Korper und O ein innerer Punkt von
W ist®). Sei a die groSte Zahl mit axoeW; dann ist 0 <a <1
und y =ax gehdrt dem Rande von W an. Es bezeichne H eine
durch y, gehende Stiitzhyperebene von W?); stellt die Gleichung
f(x)—1=0, wo f(x) ein lineares Funktional in X bedeutet, diese

%) Dies folgt sofort aus der Bemerkung 6, I, c."), p. 75.

®) Dies ergibt sich leicht aus den Bemerkungen 5 und 8, |, ¢, p. 73
und 76; wir behalten in dieser Note die dort eingefiihrte Terminologie bei.

) Wie aus der Bemerkung 5, 1. c.!), p. 73 hervorgeht.

) L c. 1), p. 80, Bemerkung 10.

) L et), p. 73, Satz 1.
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H.}:perebene c.lar, so ist also fy)=1, f(x) <1 fiir xe W, Ver-
mdge der Eigenschaft §) gibt es ferner einen Punkt w e X
mit |w |==1, f@)==|f]. Sei mn a<<b <1, zy=bx, und K,

fir r >0 die Kugel vom Mittelpunkt zy—rw, und Radius r. Wir

wollen zeigen, daB, wenn r hinreichend groB ist, die Kugel K
schon das Verlangte leistet, d. h. den Bedingungen Wc K :
erX—-Kr geniigt. ' Zunachst ist stets x,6 X—K ; in der Tat,

aus i, — 2, 2y f(g) =1, f ) —If] folgt flx— 2.+ ren)

- lﬁgb 4 r|f]| und mithin fe,—z +rw)>r|f|; da auBerdem

fy—zpt ra) < |l x,— zytrwgl, soist |xy—z +re, | > r, wie

behauptet %). Angenommen, es gibe eine gegen + o divergente

Folge {r | positiver Zahlen und eine Folge {x,} von Elementen

aus X, mit x¢ W—Kr,.’ also x €W und |x,— z+r,w | >r,
1

(n==1,2,...). Setzen wir g (x)== 7 Sf(x) fir xe X, so bildet g(x)

11

ein lineares Funktional in X und esist ||g| =1, g(wy)=|w,|, weil
f@)=|fl, |w,|=1; wegen der Eigenschaft a) ist also g (x) das

starke Differential von'|x|in w, und somit, © (x)=|x + x|—1-—-g(x)
fiir x ¢ X gesetzt, lirr(x) |—)1—c—| w(x)=0. Sei y,= —rl— (x,—z) (n=1,2,...);

n

aus |w +y,|=1+4+g(y)+o(y,) ergibt sich | x, — 2z +rw|
v M_.L ——w—I—-é r w a X "—="}”‘ X 4

7, ”f”f(x,.) ”f” 2 +r, (y,.)» da g ( n) ”f”f( n)’ gl 0)
::,—.W;-_ﬂf(zo), f(zo)z:—g—; wegen x, €W ist aber f(x,)<1, also

|xn—-—zo+rnwol\<r-}-(1 b)ll_]_(_l”+rnw(yn) und, wenn mgm‘ die

L
. 1 b 1
Relation [x,— z+ r, w |>r, beachtet, X w(y,)> (E_ — 1) Aol

Dies fiihrt sofort zu einem Widerspruch; denn wegen lim r =+ o
n—»w

und der Beschrankheit der Folge {x,} ist lim y, =0, somit nach

n—row

'%) Man erkennt leicht: Die Translation um z, — g, fithrt £ in die durch
die Gleichung %f(x)——-lmo bestimmte Hypercbene H* iiber; H* geht durch
den Randpunkt z, von K, und ist eine Stiitzhyperebene von K.

’ g
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dem Vorangehenden lim — lw(gn) O dabei ist ~-'--1>0. Da-

n

mit ist aber der Satz 1, und folglich auch der Satz 2, fiir jeden
linearen, normierten Raum mit den Eigenschaften @) und g) voll-
standlg bewiesen.

" '9. Bekanntlich besitzen die Riume (L”) fiir p>1 die Eigen-
schaft #); wir wollen uns nun iiberzeugen, dafl ihnen auch ‘die
Eigenschaft @) zukommt. Zum Beweise sei x,¢ (L), x, o 0. Sei
ferner zunichst p<{2 und betrachten wir d1e in der Menge R

aller reellen Zahlen & erklirte Funktion |&]|™"[|1+4&|"—1—pé&];
eine einfache Uberlegung zeigt, dafl sie auf R beschrinkt ist, d. b,

|1+5|p—1—p¢—0(| [Py fiir e R. Setzt man hierin &= E?),
- %

wo xe(L”), te(0,1) mit x (1)=F0, so folgt |x, (t)+x ()"
—|x,@)|"—px@®)|x, (@] Plson x,(H)=0 (|x(#)["); dies bleibt
offenbar richtig fiir alle xe(L”), #¢<0, 1)>; durch Integration
ergibt sich daraus sofort :

R , 1
. lxo-l-x!”—lxnl”—pfx(t)l\xo(t)l”“sgnxo(t)dtmO(Ix!”)

1
fur x€ (L”) Nun ist aber auch die Funkhon lt;r” [|1+§ l”wl—w £

1

so.. dafl, wenn w1r §=|x,|7"[lx+ x|”—|x,|"] setzen,
x| —lx, |—= S 1% 7P+ x| — x| 1= O([] x, + x|"— | x,|”1%)
fiir xe(L7) gilt. Aus (*) und der letzten Relation entnehmen wir

durch eine einfache Rechnung
‘ S 1

oy = 5y | L, 7 [ @) 2,017 sgmx, 0 di = O (] x|
0
fir xe(L”); die Norm |x| besitzt also in x, das starke Differen-
1

{idl |x |1—”fx OIENG [’”’_1 sgn x, (t) dt Dxes behalt seine Giil-

tlgkelt fiir p > 2; der Beweis verlduft analog. Wir gehen aus von
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der Bemerkung [1+§["—1—p&=O(|&|"+ &) fiir £ ¢ R; daraus
folgt dann
1

| x 17— |2, ["=p [x )] x,©) " sgn x, (5) di= O (| x”+ | x] 2
0

fiir xe (L"). Beriichsichtigt man nun, daf die Funktion
1

SLHET —1— ]
P

auf R beschrinkt ist, so bekommt man, wie vorher,
L

|k x| — x| — |, | "fxunx(t)lp*lsgnx(t)dt 0 (x|}
0

fir xe (LP).

Im Raume (L) gilt der Satz 2 und daher auch der Satz 1 nicht. In der

Tat, sei x, (f) = n fir 0 < %, =0 fiir %~z§t<l (n=1, 2,...); es ist stets

x,€(L). Sei xe (L) und |x, —x|<r fiir unendlxch viele n, wo r eine positive
1/n

Zabl ist; da' stets |x,— x| —-S} n— x(t)| dt—{—S |x () | df, so folgt daraus
sofort 1| x| < r; ist also x e(L) und | x, | < 1 so ist [xy —x | <|xy |+ x]

&1~ (r—1)=r. Damit ist bewiesen, daﬁ jede Kugel mit unendlich vielen
Punkten x, die ganze Einheitskuge! enthilt.

(Recu par la Rédaction le 10. 70. 1933).





