Uber die Dichte fastperiodischer Zahlenfolgen
von

AUREL WINTNER (Baltimore).

Im Nachstehenden wird gezeigt, dafl denjenigen reellen
Zahlenfolgen, die von Herrn WaLtrer?) als fastperiodisch bezeichnet
worden sind, eine asymptotische Verteilungsfunktion zukommt.

Man kann dabei von dem folgenden allgemeinen Satz aus-
gehen:?) Ist f(#) eine fir 0<t<<+oo erklirte, beschrinkte,
meflbare, reellwertige Funktion, deren positive ganzzahllge Po-
tenzen einen Mittelwert

1
M) =lim__ 7 [oora m=12..)

besitzen, und bezeichnet 0, (f) die fir — o0 <& <<+ 0 erklirte
Funktion

UT ® ::‘"T'GS[‘LT< g]y s

wobei [f<&], die Punktmenge derjenigen ¢ bedeutet, die den
beiden Bedingungen
0<tLT, f@<§
geniigen, so gibt es genau eine, fir —ow <<+ o erklirte,
von rechts stetige Funktion ¢(§) derart, daB an allen Stetigkeits-
- stellen von ¢(§) (also, da o offenbar monoton ist, bis auf eine
hdchstens abzdhlbare £- Menge) die Grenzgleichung

ke : £) = £
o lim 0= 0(®
- gilt.
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1) A, Walther, Hamb. Abh, 6 (1928) p. 217—234.
%) A. Wintner, Math. Ztschr. 36 (1933) p. 618—629,
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) A. Wintner.

Die Zahlenfolge

{an}: Apy Tyyeeny Apyens |
heift fastperiodisch, wenn es zu jedem &> 0 eine Folge {N,(f)}
von natiirlichen Zahlen und eine Schranke M, gibt derart, daB
einerseits

0<Nk(:)_1—N,(j)<Me (k=1,2,...), 1}%—_1—11—|.ka:+°°

und andererseits )
| g, w0 —a,| < (=1, 2...; k=1,2,..)
k

gilt. Aus der Theorie dieser Folgen, die zu der Bonrschen Theorie
der fastperiodischen Funktionen durchaus analog ist?), erwéhnen
wir nur, daB jede fastperiodische Zahlenfolge beschrinkt ist und
einen ‘Mittelwert . ,

N@=lm ~3q

n=t0 oy
} auch {a,b,} und da-

},... fastperiodisch sind. Ist also {a,) eine

besitzt und daf zugleich mit {a,} und {b
3

her auch {a’}, {a

reelle fastperiodische Zahlenfolge und bezeichnet f(#) die Trep-
penfunktion :
fO=a, (-1Kt<n; n=1,2,..)
(die, wenn a, nicht unabhéngig von n ist, nicht stetig, also im
Bourschen Sinne nicht fastperiodisch ist), so sind fiir f(f) die Pri-
missen von (¥) erfilllt. Es folgt daher die Existenz genau einer,

fiir — 0 < £ < -+ erkldarten, von. rechts stetigen monotonen
Funktion (&) derart, dal an allen Stetigkeitsstellen von o(§)

v ‘ ,
(**_) }zi:l-{»eo "f):ﬁ@)

gilt, wobei EQ die relative Haufigkeit der endlichen Folge
n ; . .

o } Ay Qyyee;  Q :
in dem Gebiet a <& angibt, d. h..»_(§) die Anzahl. derjenigen
Zahlen g, bedeutet, die den Bedingungen k < n, a, <& geniigen,
Offenbar ist o
0 (§)=0 fir — o <& < o=fin inf a, und
o(§)=1 fiir +o0>§>g=fin sup a,. _
3) Vgl. Ingeborg Seynsche, Rend. Palermo 55 (1931) p. 395421,
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Durch Umschreibung eines Borrschen Beispiels¢) folgt leicht, daB
der Grenzwertsatz (**) an den eventuellen Unstetigkeitsstellen
von ¢(£) nicht notwendig gilt, indem dabei der Grenzwert nicht
einmal zu existieren braucht. Die periodischen, d. h. diejenigen
Zahlenfolgen, zu welchen eine von n unabhingige Zahl L mit
a,.; ~a, existiert, sind trivialerweise fastperiodisch. Interessan-
tere Beispiele fastperiodischer Zahlenfolgen, fiir die nimlich
-

E
(r(§)m%~:& (e <ESH)

gilt, sind im Anschluss an die WryLsche Gleichverteilungstheorie
durch Herrn Waurier (loc. cit.) behandelt worden.
Es sei noch erwiihnt, daf} diejenigen fastperiodischen Zahlen-

folgen, die nicht reell sind, sondern der Bedingung
la,|==1, d. h. @,=ve'"n (0K g, <2m; n=1, 2,..)

gentigen, auf eine analoge Weise behandelt werden k&nnen %).
Diese Zahlenfolgen diirften u. a. fiir die Rotationsprobleme der

von Pomcari inaugurierten Theorie der Flichentransformation von
Bedeutung sein ¢),

(Regu par la Rédaction le 25. 4. 1932).
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