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We are now prepared to show that if P is any point at which
there exists & planar direction 7 and a linear direction d such that
lp_>p,, the point P belongs to M. For a sheaf Hp, containing

k4

a plane of direction 7 and a cone C, containing a line of direction d
but containing no line contained in Hp, can be selected; and a ra-
tional number #, can be selected such that lp >r,>us, The
point P belongs to the set E, associated with %, but since in Hp,
there is a plane of direction s/, which may or may not coincide
- with 7, along which I, , >, while u, <r,, the point P belongs
to the N, associated with the k¥ and b chosen.

Similarly it can be proved that for all pairs consisting of a pla-

nar direction 7 and a linear direction d, up 2> lp, except possibly

at points of an exhaustible set.
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Uber die zusammenziehende und Lipschitzsche
Transformationen ?).

Von
M. D. Kirszbraun (Warschau).

Es sei 4 eine beliebige in einem metrischen Raume @ enthal-
‘tene Menge, und ¢(x, y) bezeichne die Entfernung zweier Punkte
und y von G.

Eine Transformation *) f, die die Menge A auf eine Untermenge
von € abbildet und die Bedingung

1) e(fla), fly) << oz ¥)

erfiillt, heisse eine zusammenzichende Transformation, oder kurz eine
Zusammenzichung ).
Das ist also eine Verallgemeinerung der isometrischen Trans-

1) Die Ergebnisse dieser Arbeit wurden grosstenteils schon in den Jahren
1926—1930 gefunden wund in meiner Magister-Dissertation (Warachau, 1930)
zusammengefasst. Jetzt werden sie etwas weitergefiihrt und gleichzeitig verein-
facht. Vgl. auch: A. Lindenbaum et A. Tarski, Communication sur les re-
cherches de la Théorie des Ensembles, Comptes Rendus de la Société des Scien-
ces de Varsovie XIX (1926). p. 327—328.

) Transformation = Abbildung. (Im allgemeinen nicht unbedingt schlichte,
and swar nicht unbedingt eindeutige Funktion. Vgl. § 22).

%) Der Begriff der Transformation, die die inverse Bedingung (o (f(), f(#)) =
=@ (2, y)) erfillt, wurde schon von E, Schmidt als ,asphinktische Transforma-~
tion“ eingefithrt. Vgl. E. Schmidt, Uber de Definition des Begriffes der Linge
krummer Linien, Math. Ann. 56 (1902). Die Transformation mit der Bedingung (1)
wurde letztens von A, Kolmogoroff gebraucht und ,dehnungslose Abbildung®
genannt. Vgl. A. Kolmogoroff, Beitrdge zur Masstheorie, Math, Ann. 107 (1933).
Vgl. auch Fussnote 4).
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formation, die durch die Gleichung o(f(@), f(¥)) = o(x,y) definiert
wird#). '

Ein Punkt p heisse ein Konzentrationspunkt fir die Transforma-
tion f (welche auf A definiert ist), wenn fir jedes Element x der

Menge A die Beziehung

©) o(fl@) p) <oz p)
gilt.

Die obigen Begrif fe gestatten eine weitere Verallgemeinerung.
Eine Transformation / (die auf A definiert ist) wird eine Lip-
schitzsche w-Zusammenziehung genannt, wenn ftir beliebige
zwei Elemente z und y der Menge A die Beziehung

C) o(fl@), f) <<u-o(y)
gilt.

Ebenso: ein Punkt p wird ein 2-Konzentrationspunkt fur
eine (auf A definierte) Transformation f/ gemannt, wenn fir jedes
Element z der Menge A die Beziehung

@) o(flz), )<< 4+ e p)
gilt.
In der vorliegengen Arbeit werden zwei Hauptprobleme behan-
delt und ihre Losung gegeben: (I) Das Problem der Erweiterung
der zusammenzichenden und u-zusammenzichenden Transformationen,
und (1) das Problem der Existenz ihrer Koneentrationspunkte. D a-
bei wird der euklidische Raum von endlich vielen
Dimensionen zu Grunde der Untersuchungen gelegt.

Im Kapitel II wurde namlich der Beweis erbracht, dass jede
cusammenzichende Transformation sich auf den ganzen Raum erwei-
tern lisst d. h. derart, dass die Bedingung (1) aufrecht erhalten
bleibt (Hauptsatz I) ). Ferner wird es gezeigt, dass jede Zusammen-

4 Der Begriff der isometrischen Transformation (fiir allgemeine metrische
Raume) ist schon von Hrn Lindenbaum niher untersucht worden. Herr Lin-
denbaum hat auch nebenbei die erwihnte. Verallgemeinerung eingefithrt und
ihre elementaren Eigenschaften untersucht: vgl. Contributions ¢ Vétude de Uespace
métriqgue, Fund. Math, 8 (1926). — A. Lindenbaum et A, Tarski. 1 e —
A.Lindenbaum, Uber die metrischen Eigenschayten der Punkimengen, Inaugural-
Dissertation, Warschau (1927, unvertffentlicht).

%) Dabei verdanke ich Hrn N. Aronszajn eine wichtige Idee im Beweise
des Satzes 13,
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ziehung, die eine Menge A auf eine beschrinkie Menge B abbildet
mindestens einen Konzentrationspunkt besitzt (und zwar in der klein-’
sten konvexen, abgeschlossenen Menge, in welcher die Menge B
enthalten ist) (Hauptsatz II).

Im Kapitel IIl werden einige Eigenschaften der Menge der Kon-
zentrationspunkte erirtert.

Imletzten Kapitel (IV) werden die Hauptsitze ver-
allgemeinert. Es wird also gezeigt, dass Jede Lipschitesche u-Zu-
sammenzichung sich auf den ganzen Raum erweitern ldsst, wobei die
Bedingung (2) erfiillt bleibt (Hauptsatz £ I). Ehenda wird bewiesen
dass jede Lipschitesche u-Zusammenzichung, die eine Menge A au]:'
eine beschrinkte Menge B abbildet, mindestens einen u-Konzentra-
tionspunkt hat (Hauptsatz £ IT); fir p<<1 gilt der obige Satz auch
tir unbeschrinkte Mengen B (Satz £ ITe).

Es ergibt sich aunch der folgende Baiz, der eine Vervollstindi-
gung des obigen Satzes bildet: Ist u eine beliebige positive Zahl, so
ist u die untere Grenze aller Zahlen A, welche die Higenschaft haben
dass jede p-Zusammenziehung mit beschrinktem Gegenbereiche ¢) min:
destens einen A-Konzentrationspunkt hat (Satz 32). Der analoge Satz

gilt fir 4 <1 auwch im Falle des unbeschrinkten Gegenbereiches
(Satz 32e).

Nebenbei werden einige Siitze iiber die Umkehrungen von zusammenziehendsn
(l{zw. #-zusammenziehenden) Transformationen angegeben, wie auch fiber die Punkte 2,
fiir welehe die Relation ¢(f(z). p)> ¢(z, p) (bzw. e(f(@)y p) =4 o (z, p) gilt.

Bezeichnungen. Ausser den gewshnlichen Bezeichnungen (z, B. M (N,
zeM, o(x,y), [#,y] — geordnetes Paar)benntzen wir die folgenden: {X;} —
- . - m(i)
die Menge aller X;, wo 4 eine ganze Zahl ist, die der Bedingung §(3) geniigt
(&)’ (k,0) )
{é;)} (bzw. éng}) — die Menge aller X;,” wo 1 eine ganze Zahl ist, die den Be-
dingungen: §(j) und ik (baw. %(3)’ ik und i+1) geniigt. Die analoge Be-
. O
dentung haben die Symbole, 22X, 11X, X, Il X,. D{f} — der Defini-
. . B@) B) B() B(7)
tionsbereich der Transformation , d. h. die Menge aller Punkte x, fiir welche f
definiert ist. 7{f} — der Gegenbereich der Transformation f, d. h. die Menge aller
Punkte f(x), die den Elementen o der Menge D{f } entsprechen. Iy(4) — das Bild
der Menge 4 in bezug auf die Transformation f, & h. die Menge aller Punkts f(x),

die den Elementen x der Menge A4 entsprechen. } — der n-dimensionale
eunklidische Raum,

9 8. ,Bezeichnungen,
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Kap. L Einleitende Definitionen und Siitze.

1. Der folgenden Mitteilung wird der euklidische Raum von endlich
vielen Dimensionen zugrunde gelegt.

Ein k-dimensionaler, euklidischer, in einem n-dimensionalen Grundraume i~
onthaltener Raum {8 (wobei % < #) heisst eine k-dimensionale Fbene in SR\,
Insbesondere ist jede eindimensionale Ebene mit einer gewbhnlichen Geraden, jede
aweidimensionale Ebene mit einer gewdhnlichen Ebene identisch.

Unter Hyperebene in R versteht man die (» — 1)-dimensionale Kbone in 1),

9. Eine Punktmenge heisst konvex, wenn sie die Kigenschaft hat, dass mi
irgend zwei Punkten 2 und y der Menge stets auch die gunze Strecke wy zur
Menge gehort,

Ex sei I eine beliebige in Jj» gelegene Punktmenge. Der Durchachnitt aller
abgeschlossensn, konvexen und M enthaltenden Mengen heisse die kon-
vewe Hitlle der Menge M oder kurz die K-Halle der Menge M. Bie sei mit
B (M) bezeichuet. Wie man leicht bemerkt, ist 3(M) die kleinste die Menge M
enthaltende, konvexe und abgeschlossene Punkimenge.

. Ks gilt weiter, dass die K-Hiille einer beschriinkten Menge selbst beschriinkt
ist, und ferner: ist M N, so ist auch: $3(M)(C H(N).

3. Wir benutzen ziemlich oft den Helly-Radonschen Satz"), der die Un-
tersuchung iiber beliebige Klassen von konvexen Punktmengen in gewissen Fillen
-auf die Untersuchung tber eins endliche Klasse von Punktmengen zurliekfiihrt.
Der Natz lautet folgendermassen :

Ist in R eine Klasse K von abgeschlossenen, konvexen Punkimengen z
gegeben, wobei folgende Bedingungen erfilllt sind: 1) die Klasse K ist endlich,
-oder mindestens eine der Mengen Z ist beschrdnkt; 2) je n--1 der Mengen
haben mindestens einen Punkt gemein, — so existiert mindestens ein Punkt, der
ollen Mengen Z gemeinschaytlich ist.

4. Hilfssatz 1. Es sei in R eine beliebige Klasse von (n-dimen-
sionalen) Kugeln gegeben, und es sei M die Menge ihrer Mittelpunkte. Ist
-der Durchschuitt der Kugeln nicht leer, so gibt es in der K-Hiille
%(M) der Menge M mindestens einen Punkt, der allen Kugeln ge-
meinsam ist.

Beweis. Besteht die Klasse genau aus zwei Kugeln, so ist der
.Satz evident.

") E. Helly, Uber Mengen konvexer Korper mit gemeinschaftlichen Punkten.
.Jahresberichte d. deutsch. Math.-Ver., 32 (1923). — J, Radon, Mengen Kkon-
-vexer Korper..., Math, Ann. 83 (1921), — D. Konig, Uber konvexe Korper,
Math, Zeitschr. 14 (1922), Eine Verallgemeinerung ist von E, Helly angegeben:
Uber Systeme von abgeschlossenen Mengen mit gemeinschaftlichen Punkten, Mo-
-natshefte f. Math, u. Physik, 37 (1930).
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(V) Es sei die Giltigkeit des Satzes fir jede Klasse von ! Ku-
geln vorausgeschickt.

Sei jetzt {%}H ein System von /41 Kugeln gegeben, M die

1sis
Menge der entsprechenden Mittelpunkte, und p ein beliebiger Punkt
des Durchschnittes 17 K;. Es sei ferner M’ der kleinste, die

1<isi4l
Menge M entbaltende, euklidische Raum; es ist also: I<C/ und
U'<sKn. Aus (0) folgt, dass je ! Kugeln mindestens einen Punkt in
der K-Hiille der entsprechenden Mittelpunkte, also auch in der
K-Hille ¥ (M) gemeinsam haben. Es gibt aber in }¢) einen Punkt,
der allen -1 Kugeln gemeinsam ist, namlich die Projektion des
Punktes p auf R. Reduziert man die Kugeln K, auf die in R
enthaltenen Teile K;, so gentigt die Klasse der /-2 Mengen:
{Kil und %(M) den Bedingungen des Helly-Radonschen Satzes

1<ist

in |E); es ist also: I ! .
(in REY; es ist also 1<21\<Iz+1K1 b (M)=0 und auch]«gaHK[ B(M)==0.

Betrachte man zuletzt eine beliebige Klasse von Kugeln K, die
einen gemeinsamen Punkt haben. Fir jede endliche Teilklasse 7%
-der Kugeln K gilt die Beziehung: II K- %(M)==0, wobei M die

KeT

Menge aller Mittelpunkte ist #). Nach dem Borel- Lebesgue’schen
»Uberdeckungssatze“ hat also der Durehschnitt aller Kugeln mit der
K-Hiille ¥3(M) gemeinsame Punkte.

5. Hilfssatz 2. Es sei in R ein System {Z} von n-+1 kon-
1

St
vexen und abgeschlossenen Mengen gegeben, von denen je n mindestens

cinen gemeinsamen Punkt q, haben (g, ¢ Z;, fiir j==i). Ist die K-Hiille
der Menge Q= {q;} in der Summe der Mengen Z enthalten (d. h. ist:

1<i<n1
H(QC T Z), so ist der Durchschnitt II Z, nicht leer 9).
1<si<n4l 1<i<ntl
Beweis. Bezeichnen wir den obigen Satz (also: fir -1 Men-
gen Z in ™) mit § . 2@,
Es gilt zuerst der Satz §.2" (also fir » = 1): in der Tat, ist

%) Es ist %(MT) C .6( M), wobei MT die Menge der Mittelpunkte der Ku-
geln K ist, fir KeT.
%) Man kanni diesen Hilfssatz aus den allgemeinen Sitzen von Helly herleiten
(Uber Systeme... ). c. 7). Fir unseren Fall aber wird der Beweis auf einfache-
rem Wege durchgefiihrt.

Fundamenta Mathematicae T. XXIL 6
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die Strecke g;¢, (= (@) in der Summe Z, -} Z, enthalten (wobei
es gilt: qeZ;, gye2Z,, Z, und Z, zusammenhﬁtngende, ’abg«,aschlos.
sene, in der GCteraden ") liegende Mengen sind), so-lst Zy+ 2,
selbst zusammenhiingend; die Beziehung Z,-Z, =0 ist also un-
mnghectIzl;sn wir nun die Giiltigkeit des Satzes §-2(*~" voraus, un_d‘
betrachten wir in %) das System iZ,} von 741 Mengen, die

1sisn41
den Voraussetzungen des Hilfssatzes §.2( genﬁgep. ,
~ Nehmen wir jetzt an, dass der Satz nicht richtig ist, d. h. dass
ilt: IT Z,=0,
es gilt: Z,, I 2,

Da die M;;gen Z,, wod IT Z; nichtleer, konvex, und abge-
1 .

sisn
schlossen sind, so gibt es eine mit diesen Mengen punkt-

fremde Hyperebene M derart, dass Z,,, und]‘llLZ, in verschie-

denen Halbrdumen von R liegen.
Man findet also:

() gpeZuyy — fiir i=1,2,..., n; und g, e]sg”Z,; jedes Paar-

[0 o] (Hir i< m) wird ‘also durch die Hyperebene R getrennt,

Den Durchsehnittspunkt der Verbindungsstrecke 4i, G Wit der

Hyperebene %{* bezeichnen wir mit ¢,

, : 1y .
@) q.¢ ﬁ Z; und gleichzeitig ¢,,, elj_l Z, — fiir i< n. Also —
1<j<n < .

Sjsn

@y iy
wegen der Konvexitat der Menge II Z, — ist auch: g% ﬁ Z;, und
1<jsn 1s/<n )
dann erhalten wir, dass je »—1 der Mengen {Zl, ;5918""1)} einen
sisn
Punkt ¢ gemein haben.

(8) Bezeichnet man: Q= ig?")}, so ergibt sich: ¢fY ¢ % (@), also

S

B0 C %(@) und — laut der Voraussetzung des Satzes —
H(@9C = Z,. Da aber: QOC R (also auch: %@ C Re-Y)
<nt1

pESES

wd - Z,10 =0, 50 stz H(QV)C I Z,

<i<n

Die Klasse der Mengen {Z; - R{~1) gentigt also (wegen (2) und (3))
I<sisn
den Bedingungen des Satzes S-2¢~D. Daraus folgt aberlz 1T 7, R-040,
' <isn

was _der Definition von R widerspricht. Der Satz § -2 ist somit

bewiesen.

icm

Lipschitesche Transformationen 83

6. Aus Hfs. 1 und Hfs, 2 folgt

1sisndl
gegeben, von denen je n mindestens einen gemeinsamen Punkt haben.

Ist die K-Hiille der Menge M aller entsprechenden Mittelpunkte in

der Summe der Kugeln enthalten, so ist der Durchschnitt IT K,
l<is

nicht leer. N

Korollar 3. s sei in R ein System {K} wvon n+ 1 Kugeln

Aus der Voraussetzungen folgt n#mlich — wegen Hfs. 1 — dais je n von

@
den Kugeln einen gemeinsamem Punkt a; (QIG I ]{J) in der K-Hiille der ent-
Isisntl ~
sprechenden Mittelpunkte, also auch in der K-Hiille aller Mittelpunkte haben; man

hat also: bei: Q= d — nach Hfs, 2 — ergibt sich
50 é(Q)Cé( M) (webei: @ . Q{g}llun na (] ergibt si
die Richtigkeit des Satzes 3.

7. Ein System {H} von n-4-1 Hypérebenen D Rwird regular
tsisntt

genaonnt, wenn zwei folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) je # von den Hyperebenen haben einen und nur einen Punkt
gemein;

(2) es gibt keinen Punkt, der simtlichen Hyperebenen angehsrt,
Das regulire System {H} von Hyperebenen in R bestimmt
1si<ntl

<i
also ein #-dimensionales Simplex A mit den Eckpunkten g,, wobei:
@
@= I H, fir i=1, 2., nd-1.

l<s/<n41

Wird im Ranme §}n) ein rechtwinkliges Koordinatensystem 0(X,, X,,..., Xy
8o gewiblt, dags O ein innerer Punkt des Simplex 4 ist, so kann man die Glej-
chungen der Hyperebenen Hj in die Normalferm setzen:
hy(z) =<E<fj. cos I — gM =0, fir j= | 2., n41;
wobei: (z,, @,,..., x,) — sind die Koordinaten eines Punktes a; 191(0
—
Winkel zwischen der positiven Halbachse 0X; und den von 0 auf die Hyper-

ebene H; gefillten Lote; &) — ist die (positive) Entfernung des Anfangspunktes (¢
von der Hyperebene Hj.

Jedes Untersystem 0V = {8 bestimmt ein Simplex 4, in dem (n—1)-di-
t</<ntl
mensionalen Raums H;. Dag (posiﬁ:-e) (# —1)-dimensionale Inhaltsmass des Sim-
plex A, wird mit w4, bezeichnet, das n-dimensionale Inhaltsmass des ganzen Sim-
plex A mit u.
Es sei nun p (£, $x1.04, £x) ein bebiebiger Punkt der Raumes, Die Masszahl
des Inbaltes der (n-dimensionalen) Pyramide S (77 4) (mit Basis A; und Scheitel p)

6*

— ist der
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betrigt19): i'g(p;Hi)'y,i, wobei ¢ (p; H) die Entfornung des Punktes p von der
" QLY - s
Hyperebene H; bedeutet, Falls aber p ein innerer Punkt des Simplex A ist, so ist

dio Summe der Masszahlen der Simplexe S(p; A) filr 1 <n ~1 dem Inhaltsmass
des Simplex A gleich, d. h. es gilt:

1
2;;'9(10’ Hi)':ul"'“ﬂ-

1sisndl

Fa ist aber: 0(p; H) = - E jzingjm - co8 K — &) = — hy(p).

Da der Ausdruck: — 3 —1--h,(p)-‘u, eine lineare l'anktion der Koor
1isnt1

Jinaten bestimmt und im Innern von A konstaut ist, so ist er flir jeden Punkt
des Raumes gleich u, also positiv. Wir haben also den
Hilfssatz 4. Es sei in R ein regulires System der Hyperebenen

{H) gegeben, die ein n-dimensionales Simplex 4 mit den (n—1)-
1<isaHl .
dimensionalen ,Seiten® A, bestimmt; w sei das Inhaltsmass des Sim-

plex A, u, das ((n — 1)-dimensionale) Inhaltsmass des Simplex 4
es sei hy(p) (= — hi(p)) die Entfernung eines beliebigen Punktes p
des Raumes R™ von der Hyperebene H,, positiv gerechnet fiir Punicte,
die mit dem Inmern des Simplex A im gleichen Halbrawme von H;
liegen, negativ fiir Punkie des anderen Halbraumes.

Dann giit die Beziehung:

1 —
o D h(p) m=p>0.

1sign+1

Kap. II. Zusammenziehende Transformationen
und Konzentrationsmengen.

8. Es sei die Menge 4 in. dem Definitionsbereiche einer Trans-
formation (Funktion) f enthalten: AC D{f}.

Definition 1. (2) Eine Transformation [ heisst auf der Menge A
zusammenziehend, wenn fir belichige Elemente x und y der
Menge A die Bezichung

, o (fla), fy) <elxy)
gilt.

(b) Wenn A =D{f}, wird [ schlechthin die 2usammenziende
Transformation oder kurz Zusammenzichung heissen.

10) P, H. Schouote, Mehrdimensionale Geometrie, I (1908), 8, 112,
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Es ist evident, dass die susammenziehende Transformation eine Verallgemei-
nerung der isometrischen ist, die mit der Beziehung ¢ (f (z), fly)) = o (x, y) charakte-
risiert wird. Also auch die identische Transformation (f(x)= ) ein spezieller Fall
der Zusammengziehung ist,

Wenn eine Transformation f auf einer Menge 4 zusammenziehend ist, so ist
sie auch auf jeder Teilmenge der Menge 4 zusammenziehend.

Jede zusammenziehende Transformation einer zusammenzichenden Transfor-
mation ist selbst eine Zusammenziehung (d. h.: wenn f eine Zusammenziehung
auf 4, @ eine Zusammenziehung aunf Ir(4) ist, und y () = ¢ (f(x)), so ist anch ¢
eine Znsammenziehung auf A).

Aus der Definition 1 folgt unmittelbar, dass die zusammenzie-
hLende Transformation eine gleichmissig stetige Funktion
ist ). Daraus folgt also die Moglichkeit einer Erweiterung des De-
finitionsbereiches der Funktion auf den ganzen Raum, mit Beibe-
haltung der Stetigkeitseigensebaft. Die erweiterte Funktion ist aber
im allgemeinen nicht zusammenziehend. Es bietet sich also die Frage,
ob fiir jede Zusammenzichung | mit dem Definitionsberciche A eine
Zusammenzichung @ existiert, die auf dem ganzen Raume R™ defi-
niert und auf A mit f identisch ist. Dieses Problem wird weiter gelost
(s. § 17, Hauptsatz I).

9. Es sei A(C D{f} und aed, wobei f eine beliebige Trans-

formation 1ist.

Definition 2.1. (a) Zin Punkt p heisst ein Konzentrations-
punkt fir a in bezug auf f, wenn es gilt:

o(f(a), p) < o(a, p).

(b) Die Menge aller Konzenirationspunkte fir a in bezug auf f
heisst Konzentrationsmenge fiir a in bezug auf f. Sie wird mit
I'{a) bezeichnel.

Definition 2.2. (a) Ein Punkt p heisst ¢in Konzentrationspunkt
Jiir (die Menge) A in bezug auf f, wenn p ein Konzentrationspunkt
in bezug auf [ fir jedes Element der Menge A ist, d. h. wenn die

Bezichung
r E_”Pf(a)
aecd

gilt.

1) Vgl, A, Lindenbaum, Contributions..., 8. 214, Fussn. 3).
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(b) Die Menge aller Ronzentrationspunkte fiir A (in beaug auf f)
heisst Konzentrationsmenge fiir A (in bezug ouf f) und wird mit
©,(d) bezeichnet.

Es ist also:

A) :_”'Pf(a):

(¢) Im Falle: A= D{f}, sprechen wir auch kure von den Kon-
zentrationspunkten (bew. Komzentrationsmengen) der Funkiion f. Man
bezeichnet auch: &{f}= G(D{f})

Es werden jetzt einige einfache Eigenschaften der obigen Be-
griffen angegeben.

Satz 5. (a) Ist fla)=wa, so ist I(a) mit dem ganzen Raum
identisch (und wmgekehrt),

(b) Ist fla) S a und H die in beeug auf das Paar [a, f(a)] sym-
metrische (spiegelnde) Hyperebene, so ist I'J(a) mit dem abgeschlossenen
Halbrawme identisch, der durch H begrenzt ist und den Punkt f(a)
enthilt.

Satz 6. Ist A’ C 4, so ist @A) C G(4).

Satz 7. ®(A4) ist cine abgeschlossene und konvexe Menge.

Satz 8. Es gilt: f(a) e I'/(a).

Satz 9. Es gilt: agLya) dann und nur dann, wenn f(a)==a,
Aus 8. 9 fulgt unmittelbar:

Korollar 10. Ist ein Konéentrationspunkt p der Funktion f in
dem Definitionsbereiche D{f} enthalten, so ist f(p) =

Satz 11. Gilt die Bezichung: f(a) == a fiir jedes Element a einer
echten %) Teilmenge A' der Menge A, so ist: G (4 — A') = @, 4).

10. Das Problem der Existenz der Konzentrationspunkte steht
in einem notwendigen Zusammenhange mit dem Begriffe der zusam-
menziehenden Transformation. Wir haben schon gesehen, dass wenn
f(p)=p ist, so gilt peI(p); nicht aber unbedingt: p e ®{r}. Es
gilt jedoch offenbar der

%) Die Einschrinkung A’ 4 wird iberflissig, wenn man fir die Nullmenge 0
die Beziechung (,(0)=—R™ annimt, was der Definition 22 im ganzen entapricht,
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Satz 12. Ist f eine Zusammenziehung und f(p)==p, so ‘ist p
¢in Konzentrationspunkt der Transformation f (d. h. es gilt: p e G {f}).

In bezug auf das oben erwihnte Existenzproblem beweisen wir
ferner, dass jede Zusammenzichung, welche eine beliebige Menge A
auf eine beschrinkte Menge B abbildet, mindestens einen Konzentra-
tionspunkt hat. (§ 20, Hauptsatz II).

11. Zuerst wird der folgende Satz bewiesen:

Satz 18. Es sei in R ein regulires System {0,} von Hyper-

lsi<snt-
.henen gegeben, das ein Simplex A mit den Eckpunkten q; bestimmt,

wobéi: q,-. 1&' - Es sei ferner ein System von Punkten {a,} derart
Ist<ntld

gegeben, dass a, m@t q; (also mit dem Tnnern des Szmplex 4) im glei-
chen Halbraume von o, liegt. Ist b, — fir 1=1,2,..., n4+1 — das
Spiegelbild von a, in bezug auf die Hyperebene oy, so gibt es ein Paar
[ay, i), fibr welches dite Relation o (b;, by) > o(a;, ax) gilt (d. h., dass
die Punkte a, und a, infolge der Transformation (der Spiegelungs-
transformation) ihre Entfernung vergrissern).

Beweis. Wird in R™ ein rechtwinkliges Koordinatensystem
0(X;, X;,..., X,) so gewshlt, dass der Anfangspunkt O im Innern
des Simplex A liegt, so kann man die Gleichungen der Hyperebe-
nen ¢, in die Form
1) o,(x) =2 @ cos 9P — e =0

1< /<sn
setzen, wobei die Symbole o,(z), z;, 9" und & die in § 7 erklirte
Bedeutung haben 18).

Wir bezeichnen mit s, die Projektion des Punktes a, (also auch
des Punktes 5) auf die Hyperebene o,. Es ist also s, der Mittel-
punkt der Strecke a,6,. Die Entfernung e¢(a,,s) (== o(bs,s)) be-
zeichnen wir mit ¢, die Koordinaten der Punkte a, b, s, bzw.
nit: a,(af, of’,..., &), bGP, BY..., BY), s, &, E0).

Aus den oben angenommenen Bezeichnungen und Voraussetzun-
gen folgt unmittelbar:

) aff = L — ¢ cos 9
(2) ﬁ}’) C(o + 9(1) . COB ,.95!) }

13) o,(a;,') tritt hier an Stelle von hs(x).
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Wir berechnen jetzt den Ausdruck:
T = ¢* (b, b) — ¢ (a, &)

Es gilt:
T = 2 (B — )2 — 2 (af) — afpt =
1s/<n 1</<n
=2 (B + afd — B — o) (B — o) — B + oy
1<j<n

und — wegen (2) — es gilt:

(3)  tn=_Y (24— 2) (2¢? con 9 — 2¢® cos H) ==
1</sn
= 4" J'[LP — L) - cos 9]+ 4+ J' [T — Uf") - oo8 940,
1s/<n 1s/€n

Da aber s, (£, £{),..., {¥) auf der Hyperebene o, liegt, 8o ist:
2 L cos HP=¢" und es folgt:

1</<n
£) cos 9§ = ¥ ——2‘ £ eos H = — o, (8,) == 0;(8);

S

isj<n lsj<n

das Symbol o,(s;) bedeutet die Entfernung des Punktes s, von der
Hyperebeue o,, positiv gerechnet im Falle, wenn s, mit dem Innern
des Simplex 4 im gleichen Halbraume von o, liegt, negativ im ent-
gegengesetzten Falle.

Ganz analog ergibt sich:

D — ) cos 9P =5,s).

1</<n
Daher geht (3) in
O] Tpy = 4[09 - 0, (s,) + oW ()]
itber.

Es ist zu beweisen, dass ein Paar [, k] existiert, ftir welches die

Ungleichung: 7, > 0 gilt. Zu diesem Zwecke fihren wir einen
neuen Ausdruck 4) ein:

. (1 N
Q(l) . 0(/‘) - 81N 0(’.*)

, 1
) Tan =7 Tun "

) Die Einfthrung dieses Ausdrucks verdanke ich der Anregung von kn..
N. Aronszajn,
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wobei:
My hbedeutet das (positive) Inhaltsmass des (n — 2)-dimen-
sionalen, durch das Untersystem éqé bestimmten Simplex; w, ist

llsngd

also die Masszahl derjenigen ((n — 2)-dimensionalen) pKante“ der
Pyramide 4, die den ((# — 1)--dimensionalen) ,Seiten" (o,) und (o)
gememschafthch it 19);

6» bedeutet den Winkel zwischen den Hyperebenen o, und g,..

Es ist klar, dass 7y, und 7, gleichzeitig positiv oder negativ
sind; deshalb gentigt es zu beweisen, dass fiir mindestens ein Paar-
[i, k] die Zahl 7, positiv ist. Dazu beweisen wir, dass es gilt:

T :""—2' T(’l“)> 0

8

wobei die Summe ({2)) auf simtliche Paare [i, %] (fur i< k) aus-
()k
gedehnt wird.

Aus (4) und (5) ergibt sich, in der Tat:
0’,(.5',‘ * tam (

’
,
@ = GW 5in B, 0¥ sin B, 4,

* Ben
Daraus folgt also:

ey 3in=3

2ksntl Lsi<h

(8)’

2‘ 0,(5%)
o™ - sin G,
1ghsntl 1sisndl

¢

k) _
g 1 2‘ Qt(sk)
Q(k) sin 0(,; k)

1shsndl’  l<isndl

B =

1) Man kann voraussetzen: # 32, Fir n==2 gehen die ,Seiten” g; in die-
p»Dreiecksseiten® und die ,Kanten“ in die Bcken des Dreiecks A tiber; in diesem
Yalle nehmen wir sz =1 an, Pir n =1 ist der Satz 13 unmittelbar evident:
Es finden nitmlich folgende Beziehungen statt (auf der Geraden R():

W by <oy <oy T by; @) o <ay; @ a, <oy;
(das Symbol ,,.<“ bezeichnet eine der zwei Ordnungsrelationen der Geraden). Es-
folgt also — wegen der Dreiecksungleichung¥ —

0(a1. a3) << 0(ay, 01) -+ @(04, 03) + (03, a5)-
Wiren die linke und die rechte Seite gleich, so erhielten wir;
oy <0y < 0y < 8y,
wus mit (2) und (8) im Widerspruch steht. Es ergibt sich also — da g(g,, 0)=
= o(b;, 7) und wegen (1) —
0(a1; ay) < @ (byy 01) + 0(01, 03) + €(03, by) = @by, b)),

w. z b, w,
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(s
sin O
die Entfernung des (auf o, gelegenen) Punktes s, von der ((n-—2)-
dimensionalen) ,Kante H{® =g0,- 0, positiv gerechnet, wenn s,
mit dem Innern des ((n— 1)-dimensionalen) Simplex 4, (= 4-0y) in
der gleichen, durch H® bestimmten, (n— 1)- -dimensionalen Halb-
ebene der Hyperebene o, liegt, negativ im entgegengesetzten Falle.

In dem (n— 1)-dimensiopalen Raume ¢; sind also die Bedin-
gungen des Hilfssatzes 4 erfullt, woraus folgt:

Wie man aber leicht bemerkt, ist der Ausdruck: hy(8y) =

(kY (O}

2 81(1711(;:) ) “'"2 hi(8g) « b= (n—1)- p

1<isnl Isigntd

wobel u, das (positive) Inhaltsmass des mmplex 4, bezeichnet,
Es wird also die Bemehung

""2 @ (n—1) >0

1Si<n+l

besttitigt und damit der Satz bewiesen.

12. Satz 14. Ist in R eine Zusammenzichung [ gegeben, welche

das System von n-1 Punkten A = {a,} auf das System B== {f a,+ }‘
£t
transformiert, so ist die K-Hiille der Menge B in der Summe der

Mengen I'y(a)) (fiir i==1,2,..., (n-}1)) enthalten: % (B )C :E +11’,(a,)
oder mit anderen Worten:

ist p ein beliebiger Punkt der K-Hiille der Menge B, so giht es einen

Punkt a,, der die Bezichung o(f(a), p) << o(ay p) erfillt (d. h., einen
solchen Punkt a;, der sich von p ,nicht entfernt").

Beweis: Bezeichnen wir den obigen ,n-dimensionalen Satz mit
S. 14,

Fr n=1 ist der Satz evident 19).

Nehmen wir also an, dass der Satz S. 14“~ richtig ist und die
Voraussetzungen des Satzes S. 14 erfullt sind.

16) Existiort auf der Strecke 3,, b, ein Punkt p, der zu Lp(a,) 4 I p(a,) micht
gehort, so gentigen die Punkte a,, a,, b,, b, 0,, 0, den Bodingungen (1), (2) und
(8) von Fussnote 1) und es gilt ¢ (,, a,) < ¢(b,, b,), im Widerspruch mit der Vor-
aussetzung, dass f eine Znsammenziehung ist,

icm
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Wir behaupten zuerst:

(¢) die K-Hulle eines jeden Untersystems B,-—-{f(a,)}
(fur k=1, 2,..., n41) ist in der Summe der entsprechen-

-den Konzentrationsmengen 2 1’,(a,) enthalten.

P ESESES

In der Tat sei p ein beliebiger Punkt von 3(B,). Gilt nun die
Beziehung pe 22 I'f(a, ) nicht, so gilt fir i=% die Ungleichung

l€isn)

@ (py ) << o(p, ), also auch: ¢(7,a) < o(p, flay), Wobel p die

Projektion des Punktes p anf die das System 4, (_.. {a,} ent-
Il
haltende Hyperebene H,, bezeichnet. Wirde jetat die Hyperebene

H,, aof die das System B, enthaltende Hyperebene Hp,y derart
geleo't dass P sich mit p deckt, so hitten wir im (n—l)~d1men

-sionalen Raume Hp, einen Fall, der dem Satze S. 14"~ wider-
spricht. Die Behauptung (a) ist also bewiesen.

Aus (@) folgt, dass der Rand der K-Hulle % (B) auch in der

-Summe I I'(a) enthalten ist, weil er in der Summe der K-Hillen

lstsnl
simtlicher Mengen B, enthalten ist. Es ergibt sich also:

(f) Die Komplementirmenge vou E ]}(a,), d. h. die

Menge IT Cl’j(a;)”) enthult kelnen Randpunkt der

llgnf

Menge %(B)

Angenommen jetzt, dass es in ¥5(B) einen Punkt gibt, der in

-der Summe X I'f(a, ) nicht liegt, es folgt aus (8), dass II OI’f(a,

1gign-]
(als nichtleere, konvexe Menge) ganz im Innern der Menge

%5(B) liegt und deshalb beschriinkt ist. Der nichtleere, offene und
beschréinkte Durchschnitt von # -1 Halbrinmen C T (a,) bildet dann

das Innere eines n-dimensionalen Simplex A; das System {al}ﬂder
pESES ] :

‘Rénder dieser Halbriume bestimmt also ein regulidres System
von Hyperebenen in ™. Dabei ist f(a,) das Spiegelbild von
-a; in bezug auf die Hyperebene 0;,, und zwar liegt ¢, mit dem

Tonern des Simplex 4 im gleichen Halbraume von o;. Alle Bedin-
gungen des Satzes 13 sind also erfullt und es folgt, duss fir ein
Flog)) > o(ayy ) gilt, was der

) X — das Komplement von X,
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Voraussetzung widerspricht, dass f eine zusammenziehende Trans-
formation ist.
Damit ist der Satz vollig bewiesen.

18. Jetzt gehen wir zur Lisung des Hauptproblems tber die

Erweiterung der zusammenziehenden Transformationen auf den
genzen Raum R tber.
Zuerst bemerken wir den evidenten

Hilfssatz 15. Ist A der Definitionsbereich einer zusammenzichenden

Transformation f, A —die abgeschlossene Hillle von A, ¢ — eine anf A
definierte und stetige Funktion die auf A mit [ identisch ist, dann
ist @ eine Zusammenziehung.

Daraus folgt:

Satz 16. Ist A der Definitionsbereich einer Zusammenziehung f,

so existiert eine und nur eine auf A definierte und zusammenzichende
Transformation, die auf A mit f identisch ist 1%).

Es ist auch leicht zu sehen, dass die Funktionen f und ¢ die-
selbe Konzentrationsmengen haben.

14. Zur Erledigung des Hauptproblems gentigt es - nach dem
obigen Satze — zu zeigen, dass

(1) jede Zusammenzichung f mit dem Definitionsbereiche 4 ldsst
sich auf einen beliebigen Punkt p des Raumes R erweitern.

Denn dies angenommen, wird es méglich (Induktionssehluss-
weise) den Definitionsbereich auf eine endliche und folglich 19) auf
eine abzihlbare, in ™ dichte Menge zu erweitern und dann —
wegen des Satzes 16 — aunch auf den ganzen Raum.

15. Den Satz (7') kann man aber anders ausdricken. Es ist
nimlich zu beweisen, dass es einen solchen Punkt ¢ gibt, dass fur
jedes Element ¢ der Menge A die Beziechung ¢ (f(a), q) <C o(a, p)
gilt. Das heisst aber, dass ¢ ein gemeinsamer Punkt simtlicher
Kugeln K (f(a); ¢(a, p)) ist, deren Mittelpunkte in f(a) liegen und
Radien gleich ¢(a, p) sind; d. h. es gilt: qe IT K ((a); o(a, p)).

aed

Aber nach dem Helly-Radonschen Satze ist die letate Bedingung

%) Vgl. A Lindenbaum, Contribulions..., 8. 2[4, Fusen, ¥),
1) Da die Bezichung nur endlich viele Punkte betrifft,
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der folgenden dquivalent: je n-1 der erwihnten Kugeln haben

mindestens einen gemeinsamen Punkt,

16. Wir beweisen also den folgenden

Satz 17. s sei in R ein System (K} von n-+1 Kugeln mit
1s/<ntl

lsn

den Mittelpunkten a, und Radien @, gegeben; p sei ¢in gemeinsamer

Punkt dieser Kugeln wund gb,}+ ein System vom Punkien, die fir

pEIEL D]
jedes i=1,2,..., n+4-1 und j=1,2..., n-4-1, die Bedingung
Q (bl) bj) <~.; Q(al, aj)v GT‘fillZeN 50)'
Ist {K}} das System der Kugeln mit den Mittelpunkten b, und

pEIE 0
Radien ¢, -— so0 gibt es nvindestens einen Punkt g, der allen Kugeln
Y gemeinsam ist,

Beweis. Bezeichnen wir den obigen Satz mit 8, 17,

Fir n==1 ist der Satz unmittelbar beweisbar.

s sei also vorausgeschickt, dass der Satz 8. 17 und die
Voraussetzungen des Satzes 8. 17 richtig sind; dabei darf es noch
vorausgesetzt werden, dass p auf den Oberflichen der Kugeln X
legt, d. h., dass: ¢;= @ (a;, p) ).

Wir behaupten zuerst:

(@) Je n dexr Kugeln K? haben einen Punkt gemein.

j!
In der Tat, es sei das Untersystem {}i)?} betrachtet. Das ent-
1<€tsnt+1

.aprechende Untersystem {jﬁ}{_ hat den gemeinsamen Punkt p, hat
lgisnl

also anch den Punkt 7 gemein, wobei p die projektion des Punktes p

()1

.auf die das Untersystem ;a,} enthaltende Hyperebene H, ist. Wird

1st<ntl
()
jetzt H; auf die das Untersystem1 Sb,}H enthaltende Hyperebene
Kign:

gelegt, 50 bekommt man den ,(» — 1)-dimensionalen Fall‘, und also

ist (@) — nach 8. 17" — richtig.

1) Algo ist Sb;} aus (o) durch eine zusammenzichende Transformation
I O R
erhalton, ‘
*) Man kann nimlich die entsprechenden konzentrischen Teilkugeln betrachten.

‘Man beschriinkt dadurch die Allgemeinheit des Satzes micht.
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(8) Die K-Htlle der Menge der Mittelpunkte der
Kugeln {K} ist in der Summe dieser Kugeln enthal-

1isngl

ten, d. h, es gilt:

H(B) 'CZ’ bie)

Igi€nt)

Denn es sei # ein beliebiger Punkt, der zu 4% (B) gehtrt. Be-
trachten wir eine isometrische Transformation ¢, die die Menge
A~(p) derart abbildet, dass ¢ (p) = ist. Bezeichnet man @(a,) ==a;
und betrachtet man die Transformation w, die durch die GHleichung
Yla)=b, (fur i=1,2,..., n+ 1) definiert ist, so bemerkt man
unmittelbar, dass ¢ eine Zusammenziebung ist. Dem Satze 14 zu-
folge gibt also fir mindestens ein i (=1i,) die Beziehung:

0(by, 2) << ¢(a},, ).

' Aber nach der Bestimmung der Transformation ¢, gilt die Glei-
chung ¢ (a;, &) = ¢ (a, p). Daher ist also: ¢ (b, 2) << o (o, p), woraus
z e K} folgt. (8) ist also bewiesen.

Nach dem Korollar 3 ergibt sich jetat — wegen (@) und () —
dass der Darchschnitt der Kugeln K7 nicht leer ist; damit ist der
Satz 17™) bewiesen.

17. Aus 8. 17 folgt aber der Satz (T) (§ 15) und also auch
(wegen § 14) der

Hauptsatz I. Ist (in R®) eine Zusammenzichung f mit dem
Definitionsbereiche A gegeben, so existiert eine im ganzen Raume de-
finierte Zusammenzichung @, die auf A mit f identisch ist.

Damit ist das erste Hauptproblem (§ 8) gelost.

18. Es ist schon bemerkt worden, dass, wenn ein K onzentrationspunkt p einer
Transformation fzum Definitionsbereiche D{f} gehdrt, so ist f(p)=p (§ 9, Kor. 10);
umgekehrt: ist f(p) = p upd ist f eine Zusammenziehung, so ist p ein Konzentya-
tionspunkt der Transformation f (§ 10, 8. 12). Daraus folgt

Korollar 18. Ist f eine Zusammenziehung und gilt: (&j{f} C j){f}’ dann

it @ {f} = E[f(e) = ] %)

1) ?’[W(aa)] = die Menge aller « die der Bedingung W () genligen,
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Man hat forner:

Hilfssatz 19. Fir jede Zusammenziehung f mit dem Definitionsbereiche A
gibt es eine auf der Menge A -+ @ (4) definierte und auf 4 mit f identische
Zusammenziehung f,, die dieselbe Konzentrationsmenge wie f hat (@) =G{))

Es gentigt nimlich zu definieren:

fo@) == flw) — fiir wed
fil@)=a — fir xe @, (4) (oder fir we G,(4)— 4).

/o ist nattirlich die einzige, zusammenzichende wnd anf A+ @,(4) definierte
Funktion, welche auf 4 mit / identisch ist und dieselbe wie f Konzentrations-
menge hat,

Aus obiger Bemerkung — wenn man noch den Hanptsatz I berticksichtigt —
ergibt sich der )

Satz 20. Let (in RN eine Zusammenziehung f mit dem Definitionsbereiche A
gegeben, so emisticrt eine im ganzen Roume definierte und zusammenziehende
Transformation g, die auf 4 mit f identisch ist und die dieselbe Konzentrations-
menge wie [ hat,

Denn es genligt zuerst die Transformation f auf die im Sinne des Hilfs-
sutzos 19 definierte Transformation f, (mit dem Definitionsberesiche D {f,} = A4 4
- & f(A)) zu erweitorn, und dann f, suf die nach dem Hauptsatze I existierende-
Transformution ¢ mit den geforderten Eigenschaften,

19. Der bewiesene Satz (7') (§§ 14—17) ist — wie man leicht

bemerkt -— Hquivalent dem folgenden: :
Satz 21. Bs sei U eine Klasse von Kugeln K, A — die Menge
der entsprechenden Mittelpinkte, und p — ein gemeinsamer Punkt

aller  Kugeln. Transformiert eine Zusammenzichung [ die Menge A
auf B, und ist U" die Klasse der Kugeln K' mit der Menge B der
Mittelpunkte wnd mit Radien, die den Radien der entsprechenden
urspriinglichen Kugeln gleich sind, —

— dann gibt es einen Punkt, der allen Kugeln X' gemeinsam ist..

Mittels des Hilfssatzes 1, kann man die Behauptung des obigen
Satzes folgendermassen verschirfen:

Kovollar 22. Wenn die Voraussetzungen des Satzes 21 erfiillt
sind, 80 gibt es in der K-Hiille der Menge B einen Pumki, der allen
Kugeln K’ gemeinsam ist. :

Daraus folgt aber auch eine Verschirfung des Hauptsatzes I, es.
gilt ni#mlich der
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Satz 1. Ist (in R®) eine susommenzichende Transformation f
gegeben, die die Menge A auf eine Menge B abbildet, so existiert eine
im ganzen Rawme definierte Zusummenzichung @, die auf A mit f
identisch ist und die den Raum auf eine Teilmenge der K-Hille der
Menge B transformiert (d. h. es gilt: 1,(R®) C 4 (B))

20. Auf Grund des obigen Satzes wird jetzt das zweite Haupt-
problem (§ 10) unmittelbar geldst.

Hauptsatz 1. Jede zusammenzichende Transformation f die eine
Menge A (= D{f)) auf eine beschrinkte Menge B abbildet, hat min-
~destens einen Konzentrationspunkt (und 2war in 4(B)).

Beweis. In der Tat, die nach dem Satze 1’ gebildete erwei-
terte Funktion ¢ transformiert den Raum auf eine Teilmenge von
-%5(B); daher ging die Menge 4 (B) selbst auf eigenen Teil uber. [a
aber 4 (B) eine Zelle %), und ¢ eine stetige Abbildung ist, so folgt —
nach dem bekannten topologischen Brouwerschen ,Fixpunktsatze
dass es einen Punkt p (in %(B)) gibt, fir welchen die Beziehung
@(p)=np gilt. Also muss p ein Konzentrationspunkt des Transfor-
mation @ sein, und daher auch der urspritnglichen Transtormation /.

Bemerkung. Die Voraussetzung der Beschriinktheit der Menge B ist we-
-sentlich: es geniigt die Translation des Raumes zu betrachten ),

Wir fiigen noch das unmittelbare Korollar hinzu:

Korollar 28. Jede zusammenziehende Transformation einer be-
schrinkten Menge hat mindestens einen Konzentrationspunkt (und 2war
“in der K-Hille des Gegenbereiches der Transformation).

21. Es ist auch nicht schwierig den Hauptsatz Il auf Grund der Siitze 14
und 2 zu beweisen ohne den Hauptsats I (und den ,Fixpunktsatz“) angawenden.
Ferner ist auch miglich den Satz 14 leicht zn erhalten, indem man von dem
Hauptsatze I ansgeht 35),

22. Betrachtet man die' Umkehrung einer sugnmmenszichenden Transformation
{d. h. eine Relation @ mit dem Definitionshereiche X, die die Bedingung erflillt:

1) ,Zelle* heisst eine Menge (in Y} die der k-dimensionalen Kugel ho-
mbomorph ist (k< n). Vgl. Helly, Uber Systeme...

M) Vgl § 36, Satz g JTe,

%) Dieser ,Aquivalenzcharakter® der erwihhnten litze geht aus der aperifi-
vschen Dualittt hervor, die zwischen den Bummen und Durchschnitten dor konve-
xen Mengen (allgemeiner: der Zellen) besteht, Vgl. Holly, Uber Systeme. .,
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wenn flir @, ,0,6 X gilt @, @y, und w, D y,, wo gilt o(y,,y,) = o (x,,,)), 50 sicht
man, dass diese Umkehrung weder stetig noch einwertig sein muss, Man kann sie
oino zerstreuende T'ransformation *8) oder kurz: Zerstreuung nennen,

Man konn auch den Begriff des Dezentrationspunktes (bzaw, der Dezentrations-
menge) einflhren; dia Bodeutung der Bymbole: ﬁf(a), @ /(A4), @;{/} wird klar,
Das Symbol f(x) bezcichnet hier nicht einen Punkt, sondern eine Punktmenge.

Ew ist leicht zun sehen, dass die zu den in vorigen §§-en angegebenen analogen
Sutze im allgemeinen richtig sind; wir fithren hier nur einige an,

Satz 12, Jeder o Flxpunkt' einer Zerstrewung ist gleicheeitig ein Dezen-
trationspunkt dieser Transformation,

Die Analoga zu Kor., 10 und Kor, 18 gelten aber nicht,

Hauptantz I Jede zerstreusnde Transformation, die eine beschrinkle

Menge A auf oine beliebige Menge abbildet, hat mindestons einen Dezentrations-
punkt (und zwar in der K-Hblle der Menge A),

Dus allgemeoine Problem der Erweiterung fir zerstreuende Transformationen
orgiht kelnon genauen Analogon des Haupteatzes 1: es genligt zu bemerken, dass
flir die zerstreuende Abbildung eines echten Teiles des Raumes auf den ganzen
Raum schon koine Hrweiterang gibt 17), Auch der Satz tiber Erweiterung des Defl-
nitionsbereiches anf die abgeschlossene Hille gilt im allgemeinen nicht,

Die Brweitorungesitze golten dagegen unter der Voraussetzung,
dags die Transformation f einen beschréinkten Gegenbereich hat. Wir ha-
ben niimlich den leicht beweisbaren,

Nilfssnta 1. Ist A der Definitionsbereich einer Zerstreuung f, und ist
etne auf A (abgeschlossene Hille von A) derart definierte Transformotion, dass
Jolgende Bedingungen erfillt sind: (1) 4 (a) ist glesoh f(a) fiir aed; (2)ist ped—A4,
so gibt es eine Folge ay, ay,... von Elementen der Menge A derart, dase ;p-.—.‘lima;

00
wund dass (p) in dem obaren, abgeschlossenen Limes der Folge {1f<(& )} enthalten
<00

iat — dann ist p eine zerstreuends Transformation,

(Es ist auch lelcht zu sehen, dass fiir obige Funktion v die Beziehung
G {p) == G{f} a1t

Aus Hfs, 15 folgt jetzt unmittelbar:

Stz 16Y, Rildet eine zerstrevende Transformation | die Menge A auf eine
beschrdnkte Menge B ab, so existiert eine ouf 4 definierte und zerstreuende
Transformation, die auf A mit [ identisch ist (und zwar ist: @{¢}=@{f})

Auch gilt der ,beschritnkio*

Hauptsatz Iv. Bildet eine zerstrewende Tronsformation f die Menge A

auf eine begchrdnkte Menge B ab, g0 existiert eine auf dem ganzen Rawme
definterte zerstrevsnde Transformation @, die auf A mit f identisch ist.

) Vgl Iussnoten %) und ¥,
y , @
") Z, Bas /(w) s f‘:—-:")wm”f' filr 'm) < 1.

Fundamoenta Mathemations . XXIL 7
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Es gentigt nitmlich eine Folge konzentrischer Sphiiren zu betrachten und die
erhaltenen Raumteile (ausser den Punkten von .) der Reihe nach genligend weit

zu entfernen,

Kap. II1. Einige Eigenschaften der Konzentrationsmengen.

23. Aus der Definition der Konzentrationspunkte folgt unwit-
telbar, dass es ©,(4)(C G(4’) gilt, wenn nur 4'CA gilt (8. 6).
Daraus folgt:

Kor. 6a, Ist A'C A und ©&,(A)=E0, so ist auch &,(A') =0,

Es ist klar, dass die Umkehrung des obigen Satzes im allge-
meinen falsch ist. Sie gilt jedoch unter bestimmten Voraussetzungen,

24. Wir beweisen zuerst den

Hilfssatz 24. s sei U eine Klasse von abgeschlossenen und kon-

vexen Mengen Z, deren Durchschnilt D == II Z (wichi-leer und) be-
ZeU

schrankt ist. Ist W eine abgeschlossene und mit D punkifremde Menge,

so existiert in der Klasse U eine endliche Unterklasse 1{%,} derart,
Al

dass IT Z, (wicht-leer und) heschrénlkt ist und keinen gemeinsamen

1sism

Punkt mit D enthilt.

Beweis. Es sei eine offene und beschrinkte Menge H betrachtet, die den
Durchschnitt D enthiilt und mit W punktfremd ist, Nach dem Lindel#fschen Natue
gibt es eine solche abzithlbare Unterklasse Z,, Z,,..., dass die Bezichung J7 Z C H

ligon
noch gilt, Wir behaupten, dass es eine endliche Zahl m gibt, filr welahe die Be-
ziehung JT Z; C H schon gilt; denn im gegenfall gibt es — wegen der Konvexiti

1<i<sm
der Mengen Z; und daher der Mengen JJ Z; (fiir m==1, 2,...) — eine Folgo
1<ism )
von Randpunkten g, der Menge H welche die Beziehung gme JT Z; erfiillen,
lgigm
Ist g, ein Huufungspunkt der Menge 1{<q1Q’ 80 ist ¢, auch ein Hiufungspunkt fitr
]

jede Menge Z; (denn: ‘{<%,<}C21) ; es gilt also — wegen der Abgeschlossenheit
/<00

von Z; —: g,e II Z;, was der Tatsache, dass g, ein Randpunkt der offenen
1500

Menge H ist und J7 Z;(CH — widerspricht,
1si<o0

26. Satz 26. Es sei f ecine cusammenzichende Transformation
mit dem Definitionsberciche 4. Gilt A'C A und ist &, (4’) nichi-leer
und beschrinkt, so ist auch: ©,(4) =k 0.
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Beweis. Man kann offenbar voraussetzen, dass A’ ein echter
Teil von A ist. Dann gilt: @(4) = @,(4": B(A— A') = IT I'y(a)-
aed’

- @A — A’). Angenommen also, dass @,(4) =0, so gentigen die
Mengen: W= @4 -~4) md Z(a)=I(a) (fir aeA’) den Be-
dingungen des Hilfssatzes 24, Es gibt also eine endliche Menge
Ay=1{a;} von Elementen der Menge 4’ derart, dass die Konzentra-

Yotsim!
tionsmenge (,(4;) nicht-leer und beschrinkst ist und die Beziehung
(A7) - G(A — 4')=0 erfullt. Nach dem Borelschen Uberdeckungs-
satze gibt es also eine endliche Zahl m, fir welche die Beziehungen:

@,(d;) - ]I Tya)=0 und fa)=4,CA— &

Leilogm

gelten. Das ist aber unmiglich, denn die (endliche, also beschriinkte)
Menge 4y~ 4, einen Konzentrationspunkt in bezug auf die zusam-
menziehende Transformation f haben muss. Die Voraussetzung
&/ (4) =0 ist also falsch und der Satz damit bewiesen.

28. Auch eine gowisse Umkehrung des Kor. 6a bildet der folgende (zwar in
keinem Zusammenbange mit den zusammenzichenden Transformationen stehende)

Satz 26. Ls sei in YL * eine (beliebigs) Trangformation mit dem Definitions-
berdiche 4 gogeben, wober A mindestens n -2 Punkte enthdlt, Qilt filr jede echte
(nicht-leare) Teilmenge A' (4’ C A4) die Bezichung: §7(4)3=0, so gilt auch:
r(4) = 0.

Zum Beweise genligt es die Mengen 4 i #-|-2 nicht-leere und punktfremde
'l‘eilmengenmsﬁ}mzu zerlegen, und dann den Helly-Radonschen Satz auf die Klasse

der entsprechenden Konzentrationsmengen {(S}{(zli - s;41)} anzawenden,
sts

27. Wird der Kor. 6a anders gefasst, némlich: ist A=A4,+ 4,
und @4(4)5=0, so ist G, (4,)f 0= G(4,), dann wird die ent-
sprechende Umkehrung (mit den Voraussetzungen, dass f eine Zu-
sammenziehung ist und mindestens eine von der Mengen: ®(4,)
und @,(4,) beschrinkt ist) eine evidente Konsequenz des bewiese-
nen Satzes 25. Es wird jedoch jetzt gezeigt, dass auf der Geraden
(M) die Voraussetzung der Beschriinktheit der Konzentrationsmenge
tberfltssig ist.

Satz 27, Es sel auf einer Geraden (NY) eine 2usammen-
wichende Tramsformation f mit dem Definitionsbereiche A=A, -4,
7%
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gegeben. Gelten die Bezichungen: @,(d,) == 0 und &(4;) == O, a0 gilt
auch: @(4)=0.

Beweis. Ist eine der obigen Konzentrationsmengen beschrinkst
(d. b. bildet einen Punkt oder eine Strecke), so ist unsere Behaup-
tung — wegen S, 20 — richtig. Nehmen wir also an, dass ¢,(4,)
und @(4,) zwei punktfremde Halbgerade sind, Dann gibt es zwei
golehe Punkte a;, und ay (wobei a, ¢ 4; und gy ¢ 4;), duss die ent-
sprechenden Konzentrationsmengen I',(a,) und I'y(a;) bzw. die Men-
gen &,(4,) und @,(4;) enthalten und miteinander punktfremd sind.
Das widerspricht aber dem Hauptsatze IIL

(Der Satz ist auch eine Folgerung des Satzes 29 (s, § 29)).

28. Korollar 28, Es set auf einer Qeraden (N ) eine susammenzichends
Transformation f mit dem Definitionsbereiche A gegeben, Gilt (§4(A) == 0, g0
9ilt auch §r(Ad — B) =20, wenn nur B eine beschrdnkte Menge ist,

In der Tat, es gilt: Ge(4) = @y(d"B)' @fs(4d — B); dabei isb — wegen dor
Beschriinktheit der Menge 4*B und nach dem Haupteatae Il — @fs(d * 1) = 0,
Angenommen, dags auch: (4 —B) = 0, ergibt sich — dem Hatue 87 zufolge —
dass es gilt @7(4) + 0, was der Vorausnetzung widerspricht,

29. Betrachten wir jetzt auf der Geraden eine Zusammenziehung
ohne Konzentrationspunkte Es sei also: 4= D{f} und
/(4)=0. Teilen wir alle Konzentrationsmengen I',(a) (fir o ¢d)
in zwei Klassen: der ,linken“ und der ,rechten* Halbgeraden,
und bezeichnen wir die entsprechenden Teile der Mengu A mit Ay,
und 4,.

Wir hehaupten:

1) Mindestens eine der Mengen ((4,) und Gf5(A,) ist leer;
denn im Gegenfall bekommen wir — wegen 8. 27 — einen Wi-
derspruch mit der Voraussetzung). Es gibt also eine Folge von Halb-
geraden {&‘((zg)}, dieineinander geschachtelt sind und deren

}Bndpunkte s; eine monotone, divergente Menge bilden, was mit
s,-<s,-+1——>oo. bez.eichnet sel. Da fla)e I'(a), 8o gibt es eine Teil-
folge {a;}, die die Eigenschaft flaw) < flay,,) —> oo auch besitat.

1si<oo

Aber i i . > o
ber aus der evidenten Beziehung: Wy <8, =80, folgh: @ ‘v":“ﬁ;.,.u

denn im Gegenfall (@1, <t <8, <35, +) — wegen der Bigenschaft,
dass / als Spiegelung der Punkte a, in bezug auf s, betrachtet
werden kann — bekommen wir, dass / keine Zusammenziehung ist,

icm

Lipschitesche Transformationen 101

wider die Voraussetzung, Ierner, - wegen: }im o(fay), flay) == 00 —
00
(da /' zusammenziehend ist) gilt wuch: lim g(ay, a;) =oo; es gilt
{=poa

also die Beziehung: a,~Jay,,—> oo

(2) Aus dem Obigen ergibt sich aber, duss es keine Halb-
gerade 1%(u) (fur aed) gibt, die zu den Halbgeraden I's(a,) der
erwihnten Folge ,entgegengerichtet* ist; denn — im gegen-
fall — gibt es zwei punktfremde Konzentrationsmengen: I's(a) und
I'(a,) (wobei N gentigond grosse, nattirliche Zahl ist), was mit der
Voraussetzung Uber / im Widerspruch steht Darans folgt also, dass
entweder A== oder A ==0 gilt, d. h. dass alle Punkte des
Definitionsbereiches A — infulge der Transformation -— in der-
golben Riehtung versehoben sind

s gilt nleo der

Satz 29. &y sei auf ciner Geraden (RV) eine 2usammenzichende
Transformation | mit dem Definitionsbereiche A gegeben. Besitet die
Transformation heinen Konzentrationspunkt (d. h. gilé: ®,(4)= 0),
dann gilt es: (@) alle Punkteder Menge A sind in derselben
Richtung verschoben; (B) es gibt cine monotone, divergente
Folge a,<ay<... von Elementen der Menge A, derari, dass die
Menge der entsprechenden Punkte f(a)) auch eine monotone, diver-
gente und zwar gleichgerichtete® Folge flay) < f(a,)<... bildet,
wobei auch die Beziehung a,~f(a;) gilt. Inshesondere gibt es also eine
Unterfolge, die die Beziehung a, <3 f(a) <5 a3 <3 flag) <... erfilit.

80, Die Konzentrationsmenge (einer beliebigen Transformati()n')
ist abgeschlossen und konvex (§ 9, Satz 7). Es ist leicht zu bewei-
sen den ,umgekehrten*

Satz 30. Ist (in M) eine abgeschlossene und konvexe Menge W
gegeben, so gibt es eine Menge A und eine Transformation [ derart,
dass es gilt: A= D{f} und G 4)=W (und 2war f eine Zusam~
menzichung ist),

Man betrachte nimlich 2 Fillle:

(1) W enthillt einen jnnoren Punkt p. Dann gentigt es durch jeden Rand-
punkt » der Mengs W eine (n - 1)-dimensionale) Stlitzebene %) g(r) =u legen,

) Bine Llyperebene H heisst cine ftlitsebone filr eine Menge M, wenn H
dio Wigonschaft hat, dass mindostens ein Punkt des Randes d-er Menge M zu‘H
gehtrt, und dass die ganse Menge M auf einer Heite von H liegt. Vgl. H. Min~
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Ist A die Menge simtlicher Spiegelbilde By von p in hezug auf die Htlitzebenen
o(r), und f die Transformation, die durch die Gleichung /() = p dofiniert fat,
dann ist die Bedingung des Satzes offembar erfllilt,

(2) Besitzt W hochstens k-dimensionale Kugeln (,k-dimensionale innere
Punkte®), so liegt W in einer k-dimensionalen Ebeno (). s sof p ein (in houng
auf {®) innerer Punkt der Menge W und YH#-# die durch p gelegte und zn
i senkrechto (n — k)-dimensionale Ebene, Dann definiort man: s A0 -fu (-8,
wobei AW die in ) enthaitene und nach der in (1) angefiihrien Methode ge-
bildete Menge ist; f(2)=p — fir &e AW und fi@) = 9, (@) - fiir ¢ Po-o),
wobei S, () das Spiegelbild von # in bezug auf p ist.

Kap. IV, Lipschitzsche Transformationen.

In diesem Kapitel werden die Begriffe der Zusammenziehung
und der Konzentrationsmenge, wie auch die entsprechende Haupt-
sitze (§ 17, § 20) verallgemeinert,

31. Die zusammenziehende Transformation ist eino Verallge-
meinerung der isometgiachen; eine andere Verallgemeinerung der
Isometrie bildet die ,Ahnlichkeitstransformation® 5), die dureh die
Gleichung o(f(@), /(y)) = u - o(x, y) charakterisiert wird (wobei u eine
positive Zahl ist). Ersetzt man in dieser Beziehung das (ileichheits-
zeichen durch das Zeichen ,<C¥ (oder ,>>*), so erhiilt man eine Trans-
formation, die man als ,Lipschitzsche’ bezeichnen konnte 29),

Definition £ 1. Zine Transformation f mit dem Definitionsbe-
reiche A heisst eine i pschitzsche zusammenziehende Transformation
mit dem Quotienten w — oder kurz: eine (Lipschitesche) u-Zu-

sammenziehung — wenn fir beliebige Flomente x und y der
Menge A die Bezichung

0) o), ) -0 y)
gilt.

Ist o {f} die untere Grenze der Menge stmtlicher Zahlen 4,

die die Beziehung (0) fur beliebige Elemente von 4 erftllen, so ist

, 1
die Zahl PR das Mass der Zusammenzichung fiir f.

Fiir g =1 orgibt sich also die gewshnliche Zusammoenziehu
) ng, filr w1 —
die ,echte® Zusammenzishung, ; “<

————e

kowski, Gesammelte Abhandlungen, 11, 8.

irdge zur Theorie der konvexen Punktmenge
8. 8—4, 17—18,

- ®) A. Lindenbaum, Inaugural-Digsertation,

136, 189. — 8. Straszowicn, Bei-
y Inaugaral-Dissertation, Zilrlch, 1914,
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32. Definition £ 2.1. (a) Bin Punkt p heisst ein A-Konzen-
trationspunkt fir o (wobe ist ueA) in beeug auf die Trans-
formation f, wenn die Beziehung

(%) o(flx)p) < A-o(2, p)

s

() Die Menge aller A-Konzentrationspunikte fiir a heif'st di'e
IKonzentrationsmenge fir a (in beaug auf f) und wird mit
I\ (a) beeeichnet.

In RO, ist P}ﬂ)(a) im Falle /(@) @: eine n-dimeusionale Kugel —.fﬁr
A<, t;in Halbragm ~— fir A==1, and die Komplementirmenge des Innern einer
Kugeln -~ fir 2> 1, Im ¥alle f(a) = a: oine leere Menge — fir 4<1 und
der ganzo Ramm — fle A% 1,

Definition £2.2. (a) Bin Punkt p heisst ein A-K onzentra-
tionspunkt fir A (AC D{f)) in beaug auf die Transformatz-on
7, wenn p ein A-Konzentrationspunlt filr jedes Element dfzr Me.nge A ist.

(b) Die Menge aller A- Konzentrationspunkte fir A heisst dz.e A-Kon-
zentrationsmenge fiir A (in bezug auf f) und wird mit GP(4)
bezeichnet. Es ist also:

¢ (= JI TP
aed ’

(¢) Im Falle: A = D{f}, sprechen wir auch von den ,%-Konz'entm—
tionspunleten (baw. A-Konzentrationsmengen) der Transformation f,
und bezeichnen: @+ {f} = P (D{f}).

Bezeichnet man (fur einen Punki p) mit 4,(p) die untere Grrenz.e
der Menge aller Zahlen 4, welche fiir jedes Elerzaent 2 des Defini-
tionshereiches D{f} die Beziehung (¥) erftillen (mit anderer.l chten
ist A,(p) die untere Grenze aller Zahlen A, fur welche p ein 4-Kon-

Jtion 7 ist) so st die Zahl —— das
zentrationspunkt der Transformation f ist), so 1st die Za FRE)

i i im Punkte p.
Mass der Konzentration der Transformation f im
Ist A{f} die untere Grenze simtlicher Zahlen Zy(p) fir alle

‘ 1 )
Punkte p des Raumes, so ist die Zahl FR (3! das Mass der Konzen

tration von f. .
88, Wir losen jetat die zwei Hauptprobleme (vgl Hauptsiitze I
und II) fur Lipschitzsche Zusammenziehungen.
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Hauptsatz £ L. Ist (in R®) cine u-Zusammenzichung | mil dem
Definitionsbereiche A gegeben, so existiert cine im ganzen Raume de-
finierte u-Zusammenzichung F, dic auf A mit f identisch ist 89),

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt:

(0) o(f(@), fy) <Su-o(x,y) fir xyed.

Es sei p ein beliebiger Punkt des Raumes. Betrachten wir eine
Hilfstransformation ¢, die aut der Menge B = I,(A) (also fr jedes
f(x)) folgendermassen definiert ist:

T ¢
O p(f(x)) liegt auf der Halbgeraden p, f(x)

® (@ (), )= ;-0 (/)

Es ist also eine Ahnlichkeitstransformation der Menge B mit
dem Quotienten %} und mit dem Ahnlichkeitszentram in p.

Es gilt also fiir alle Elemente  und y der Menge 4 die Beziehung
1
(3) e (e (@), 9(f) = o e @, 1)

Setzt man y (x) = @(f(x)), so folgt aus (3) und (0), dass ¥ eine
(gewdhnliche) Zusammenziehung mit dem Definitionshereiche .4 ist
und sich also — wegen Haupts. I — auf den ganzen Raum erweitern
ldsst; es sei & die erweiterte zusammenziehende Transformation.

Wir definieren jetzt folgendermassen eine Transformation @ fir
jedes T(x):

@ O(T(x) liegt auf der Halbgeraden p, ¥'()
(®) ¢(P(U@), p) = p- o (¥(@), p).

@ ist also die Ahnlichkeitstransformation mit dem Quotienten u
und mit dem Ahnlichkeitszentrum in p. Es gilt dann die Beziehung:

6 o(2(Y@), D(TW) = w- ¢(F(@), Ty))
und — wegen der Definition von & — auch:
V) oF(@), Fy) Su- ol y)

) ®) Fiir n =1 folgt anch dieser Satz aus einem (unverdffentlichten) allge-
meinen Saize von Hrn Aronszajn iber die ,Stetigkeitsmoduln® (1929),
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fur beliebige Punkte » und y des Raumes, wobei F(z)= O(U(x))
angenommen wird. Die Transformation F(z) ist also eine im ganzen
Raume definierte y-Zusammenziehung, Aus den Definitionen der Trans-
formationen ¢ und @, und wegen der Identitit von e(r) und ¥(x)
fur die Elemente 2 der Menge 4 — ergibt sich unmittelbar die
Identitit von F(x) und f(x) fur « ¢ A. Der Satz ist also bewiesen.

34. Im obigen Beweise kann man — wegen 8. I’ — voraus-
setzen, dass @' den ganzen Raum auf eine Untermenge der K-Hiille
der Menge I{y} abbildet. Daher kann man voraussetzen, — wegen
des Charakters der Transformationen ¢ und @ — dass F'den ganzen
Raum auf eine Untermenge der K-Hille der Menge I{f} abbildet.
Es gilt also der verschérfte

Satz L1 Tst (in RD) eine u-Zusammenzichung f gegeben, welche
dic Menge A auf cine Menge B abbildet, so existiert eine im ganeen
Roaume definierte u-Zusammenzichung F, die auf A mit f identisch
ist und den Roum auf die Untermenge der K-Hulle von B trams-
formiert (d. h. es gilt die Bezichung: I:(R™) C %(B)).

85. Daraus folgt unmittelbar

Hauptsatz L11. Jede w-Zusammenzichung. die den Definitions-
bereich A auf cine beschrdnkte Menge B abbildet, hat mindestens
einen u-Konzentrationspunkt (und zwar in ¥(B)).

Denn einerseits gibt es in der Zelle %(B) — nach dem ,Fix-
punktsatze“ -— einen Punkt p, fir welchen die Bezishung F(p) =y
gilt, und andererseits ist offenbar jeder Fixpunkt einer u-Zusam-
menziehung ein w-Konzentrationspunkt der Transformation, Der
Punkt p ist also ein u-Konzentrationspunkt der erweiterten, also
auch der urspringlichen Transformation. '

Kovollar 31. Jede u-Zusammenzichung, die auf einer beschrankien
Menge definiert ist, hat mindestens cinen u-Kongentrationspunkt (und
awar in der K-Hille des Gegenbereiches der Transformation).

86. Wir zeigen jedoch, dass im Falle der ,echten“ Zusammen-
ziehung, also im Falle: w <1, die Voraussetzung der Beschrinkt-
heit der Menge B im Haupts. £ II tberflussig ist 31).

a) Vgl, Bemerkung®, § 20.
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Satz £ XIe, Jede cchte p-Zusammenzichung (d. h, fir u < 1) hat
mindestens einen p-Konzentrationspunlt (und zwar in <5(B)).

Beweis. Es sei R zugrunde gelegt, Bezeichnen wir: A==/){/f}
und B = I(4). Fir p < 1 bestimmt I'{¥(a) fir ae 4 eine n-dimen-
siionale Kugel, Ich behaupte, dass es &f(4)- % (B) =0 gilt. Denn
im Gegenfall, gibt es — nach dem Helly-Radonschen Satze - in
der Klasse der Mengen Z(a)==I'\¥(a)- %(B) (fur aed), ein Unter-
system von n-4-1 Mengen Z(a;),..., 4(t,), deren Durchschuitt
leer ist. Das widerspricht aber dem Hauptsatze £ IT, weil flr die

endliche (also beschrinkte) Menge 4, ml{,q,}+1die Beziehungen

0 I T - 5 AN C I T - 5(B)

lgign-1 bl

gelten.

37. Zum Schlusse wird das Problem der Verschidrfung der
Hauptsttze gelost; es wird nimlich gezeigt, dass folgende Sttze gelten:

Satz 32. Es sei p cine beliebige positive Zahl wnd A(u) die
untere Grenze aller Zahlen A, welche dic Eigenschart haben, dass jede
u-Zusammenzichung, die eine Menge A auf eine beschrinkte Menge B
abbildet, mindestens einen A-Konzentrationspunks hat. Dann ist A(u)==p.

Satz 32¢. Es sei u <<1 und A®(u) die untere Grenze der Zahlen A,
welche die Eigenschaft haben, dass jede u-Zusammenzichung wminde-
stens einen A-Konzentrationspunkt hat. Dann ist A®(u) = u,

Zum Beweis gentigt es zu zeigen, dass folgende Bezichungen
erfllt sind:

© ... AW <u } fir @) .. AW <w | for
(w)... A(u)=> u | beliebige u W), AW = | n<<l.

Die Beziehung () (bzw. () folgt unmittelbar aus dem Haupt-
satze L I (baw. £ IIe).

Um die Beziehung (1) zu zeigen, konstruiren wir — fur belie-
biges # und 1< u — eine p-Zusammenziehung f (mit beschrink-
tem Gegenbereiche B), die keinen A-Konzentrationspunkt hat, Daraus
folgt aber gleichueitig, dass die Beziehung (@) auch richtig ist.
Man kann etwas mehr erlangen, indem man noch folgende Bedin~
gungen postuliert:
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(@) Das Mass der Zusammenzichung der Transformation f se
oo 1),
genau gleich - )
14
(s) Das Mass der Komzentration der Transformation f sei genau
. 1 38).
gleich ~
W
(@) Die Transformation f sei in dem ganzen Roume definiert.

Das orforderte Beispiel wird auf der Geraden gebildet. Die ana-
logen Beispiele in mehrdimensionalen Réumen erhilt man durch
leichte Modifikationen.

Dio Funktion / wird also folgendermassen definiert:
Im Falle pa 1

fity 250 f(x)=0
y Ol f@)=n 2o
" ezl fle)=u.

Es ist loicht un zeigon, dass alle geforderte Bedingungen erfiillt sind, und
zwar: flir ¢ <1 ist der Punkt x, = U der einzige Fixpunkt, und deshalb 34) der
einzigs Konzentrationspunkt; fiir w =1 ist die Strecke b_:l die Fixmenge und
-deshalb die Konzentrationsmenge. Es ist also: A {f} = A, (%) == p.

Im Jalle w>1: bezeichnet man q:;‘i_ﬁ;{, so wird / durch die folganden
Bedingungen definiert:

fiir <0 tfle) =0

y el fle)=n2

y 1<exq: f@=¢+plg—2)
y ®2q i fl@)=gq.

Die oben definierte Transformation ist eine Lipschitzsche Zusammenziehung
mit dem Masse 1'—, sie hat genan 2 Fixpunkte: @ =0 und #, =g, und es gil:

Ay (z,) = Ay (,) = @, also auch:

A {f} = u.

38. Man muss sich noch tberzeugen, ob das Problem der Be-
ziehung (w) nicht trivial ist, in dem Sinne. 0b es diberhaupt Lip-
schitzsche Transformationen gibt, fir welche die Ungleichung

Molf} < wodf} gilh

) Vgl Ende § 81.
") Vgl. Ende § 32.
) Vgl, Kor, 18.
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Wir definieren also — fuir beliebiges . und 4<Cp — eine Lip-
schitzsche Transformation f, die den folgenden Bedingungen gentigt:

. L1
(8,) Das Mass der Zusammenzichung von f st genaw gleich .“’

L, 1
(8,) Das Mass der Koneentration von [ ist genay gleich yE

(8y) Die Transformation ist im ganzen Raume definiert.

Die Beispiole sind ebenso auf der Gleraden konstruiert.

Im Falle 1<1
fir <0 s fle)=a wobei: o = . (1 - Z) = ()

M
on i

wnd: o= > 1)
Fir A< 1 st o, =a-u der einzige Konzentrationspunkt, und os gilt

AT} = Ayl -”‘1)"—_;7,-—11

Fir A=1 sind 2, =0 und x,= a4« die zwei ecinzigen Konzontrations-
punkte, und es gilt: A, () = u; A,(@,) =4

Es gilt also: A, {f} = 4.

Im Falle 1<A< 1

y 0ol f@)=afp

w x=1 P f@)=a-4p

fiir 2 <<p P fl@)=p waobei : p=v~'ﬂ:-—ﬁ<()

» V<20 fl@)=2

y ISzt fle)=p- 2 ' 4 '2_}_‘“1

y l<o<q: f@)=q+u (g—a) - K

. B4 C fa) = ( hy A== . gt p (g—1) = )

Es gibt 2 Konzentrationspunkte: @, = p und x, = ¢, wobei:
A@)=24 und Ay(a)=p; also A {f} =4
39. Die Hauptsitze 1* und II (§ 22) gestatten auch analoge ,Lipschitzsche*

Verallgemeinerungen, nachdem man die Begriffe der u-Zerstreuung und des A-De-
zentrationspunktes eingefiihrt hat,
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Uber die Grenzwerte des logarithmischen
Potentials der Doppelbelegung.

Von

W. Nikliborc und W. Stozek (Lwéw)

Einleitung.

Eine lange Reihe wvon Arbeiten, die dem Verhalten des Poten-
tials der Doppelbelegung gewidmet wurde, erzielt die Aufstellung
der entsprechenden Formeln und Shtze unter immer geringeren
Voraussetzungen sowobl in bezug auf die Kurve, wie auch aunf die
Dicbte. Da ein genauer Bericht tber den Stand dieser Untersu-
chungen in dem Lichtenstein’schen Enzyklopsidie — Artikel uber
Potentialtheorie vorliegt und spitere Arbeiten den hier behandelten
Gegenstand nicht bertthren, so konnen wir auf die Besprechung
der diesbezliglichen Literatur verzichten.

In der vorliegenden Abhandlung handelt es sich um die moglichst
weitgehende Verallgemeinerung der klassischen, das Verhalten des
Potentials der Dopprlbelegungen charakterisierenden Formeln

) W0 =)+ 7-/(0
W_(0) = W (0) + - £(0).

Die Verfasser gehen von folgenden Voraussetzungen aus: Uber
die Kurve wird meistenteils angenommen, daf sie eine stetige Nor-
male besitat, deren Richtungscosinuse im betrachteten Punkte
der Holder'schen Bedingung gentigen. Die Dichte wird als meBbar
und mit gewisser Potenz im Lebesgue’schen Sinne integrierbar vor-
ausgesetzt. Grentigen die Richtungscosinuse der Normalen der Lip-
schitz’schen Bedingung, so gentigt es, die Dichte als mefbar und
integrabel anzunehmen.
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