Zur Differentiation der Lebesgueschen Integrale.
Von
H. Busemann und W. Feller (Kopenhagen).

Die folgende Untersuchung greift die Frage auf, nach welchen
Mengen die totalstetizen additiven Mengenfunktionen oder, was
dasselbe ist, die unbestimmten Lebesgueschen Integrale differenziert
werden konnen, d. h. wenn R ein System messbarer Mengen posi-
tiven Masses ist, von denen sich auf jeden Punkt ¢ des Raumes
eine Teilfolge ¢,, 0;,...={0,} zusammenzieht, so wird gefragt:
Wie muss das System R beschaffen sein, damit fir jede summier-
bare Funktion f(P) und alle Punkte ¢ mit Ausnahme einer Null-
menge

1 _
lim —(e—agh/‘f(f') aP=f(9)

ist 1).

Man beweist gewthnlich #) mit Hilfe des Vitalischen Satzes, dass.
das System der achsenparallelen Wiirfel (oder ein gleichwertiges)
von dieser Art ist. Ein einfacher Schluss zeigt weiter, dass man
dann auch nach den Mengen jeder in bezug auf das zuerst behan-
delte System reguléiren Mengenfamilie 8) differenzieren kann. Ob es
auch beztiglich der achsenparallelen Wtirfel micht reguliire Mengen-
systeme gibt, nach welchen man differenzieren kann, ist nicht be-
kannt. Inshesondere weiss man in dieser Hinsicht nichts tiber belie-

) m () bezeichnet immer das Lebesguesche Mass,

*) Vgl. 5. B. C. Carathéodory: Reelle Funktionen, 2. Auflage, Kap, IX.

3) Die Definition derselben, sowie die erwithnte Schlussweise findet man in der
Bemerkung zu § 1. dieser Arbeit.
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bige Intervalle 4) ). Ftir die Funktion

Fa)= [ [fEnagan, e, y) smmiebar,

ist also nur bewiesen, dass der Differenzenquotient
w4k yth
1

ﬂfff(faﬂ)dfdn=

r
1
=i T @+hy+k —Fathy)— P y+ b+ Fz, )]
gegen einen Grenzwert strebt, wenn 4 und % so gegen 0 gehen, dass

das Verh#ltnis Il% zwischen zwei positiven Konstanten bleibt. Die

Existenz des entsprechenden Do ppellimes ist hierin nicht ent-
halten.

Bei der Behandlung der allgemeinen Frage nach der Beschaffen-
heit der Mengensysteme, nach welchen man differenzieren kann,
zeigt sich ein in den bisherigen Ergebnissen nicht auftretender Un-
terschied zwischen dem Verhalten der Integrale beschrinkter und der
nicht beschrinkter Funktionen, Inshesondere werden wir sehen, dass
erstere nach den Intervallen differenziert werden konunen, letztere
dagegen nicht immer,

Der Fall des beschrankten Integranden lisst sich zurtickfiihren
auf die Behandlung der Integrale ther solche Funktionen, welche
nur die Werte O und 1 annehmen. Daher ist hier die Giltigkeit
des Dichtesatzes beztiglich R fur die Differenzierbarkeit notwendig
und hinreichend. Wir sagen dabei, fir B gilt der Dichtesatz, wenn
[fior jede messbare Menge x in fast allen Punkten Q des Raumes [fiir
Jede sich auf Q zusammenzichends Folge {0} aus R der Gremewert

im M____(Qk %)
k—>o00 M (Qh)

existiert, und zwar fir Q(C % gleich 1, und sonst gleich 0 ist,

%) Unter einem Intervall verstehen wir hier stets ein achsenparalleles Paral-
lelepiped des Euklidischen Raumes Br.

¥) Fiir dieses System gilt der Vitalische Satz nicht, wie Banach und H, Bohr
gezeigt haben, Vgl. Carathéodory, a. a O. Anhgng. Ubrigens folgt das auch
beildufiy aus den Ergebnissen des § 4 dieser Arbeit,
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Fir den Dichtesatz lisst sich ein fiir das Folgende grundlegendes
Kriterium angeben, welches sich einfach ausspricht, wenn man die
Vereinigungsmenge o,(x) derjenigen Mengen ¢ aus R einfithrt, in
welchen die ,mittlere Dichte“ von » grosser als eine Zahl ¢ zwi-
gchen 0 und 1 ist; d. b, fir die

m (o %)
m (@)

ist. Fr die Gltigkeit des Dichtesatzes (§ 1) erweist sich dann als
hinreichend, wenn fiir jede beschrinkte messbare Menge X und
jedes @ zwischen O und 1 eine Beziehung der Form

*) m (04(%)) << C@)m(%)

>a

besteht, wo C(«) eine nur von ¢ und B, aber nicht von x abhin-
gige Konstante bedeutet. (*) ist im allgemeinen nicht notwendig,
wohl aber, wenn R mit irgend einer Menge auch alle dazu &hnlich
gelegenen ©) enthilt. In diesem Falle ist (¥) gleichbedeutend mit der
Forderung, dass ftir jede Menge # endlichen Masses auch o, (x)
endliches Mass habe. Es zeigt sich nun (§ 2) merkwtirdigerweise,
dass dass System der Intervalle der Bedingung (*) gentigt, dagegen
das System aller rechtwinkligen Parallelepipede nicht, so dass fr
ersteres der Dichtesatz gilt, filr letzteres aber nicht.

Man kann demnach (§3) die unbestimmten Integrale beschrinkter
messbarer Funktionen f(x,,..., #,) nach Intervallen differenzieren.
Hierauns folgt, dass die Funktion

Fla,..., x,)=ff...f;(§.,..., £)dE, ... dE,

fir s<r bis auf eine Nulmenge die gemischten Ableitungen
F(xvl...xvs)s "”l='= Y fur ’L:“: k,

im Sinne des s-fuchen Limes (des entsprechenden Differenzenquo-

tienten) besitzt, und dass dieser daher fiir jede Permutation u,,..., 4,
der Zahlen »,, #,,..., %, gleich
>F

[ s

%) Unter thnlich gelegen verstehen wir hier und im folgenden ,Hhnlich
und #hnlich gelegen¥,
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ist. Ein besonderer Beweis der Vertauschbarkeit der Differentiations-
reihenfolge ist in diesem Falle also nicht erforderlich.

Schliesslich (§ 4) stellen wir eine zu (*) analoge notwendige und
hinreichende Bedingung daftir auf, dass beziiglich eines Systems,
das mit irgendeiner Menge alle dazu hnlich gelegenen enthilt, die
unbestimmten Integrale ttber beliebige summierbare Funktionen
differenziert werden konnen. Man sieht sofort, dass z. B. die Wiirfel
und die Kugeln dieser Bedingung gentigen, die Intervalle dagegen
nicht. Es gibt also totalstetige additive Mengenfunktionen, die sich
nach Intervallen nicht differenzieren lassen, und wo die gemischten
Ableitungen der zugehorigen Punktfunktionen im Sinne des mehr-
fachen Limes im allgemeinen nicht existieren. (Vgl. den Zusatz bei
der Korrektur am Ende der Arbeit).

§ 1.
Kriterien fiir die Giiltigkeit des Dichtesatzes.

Es sei B=—{¢} ein System von beschrinkten offenen Meugen
des r-dimensionalen Euklidischen Raumes E” von der Art, dass sich
auf jeden Punkt des Raumes eine Folge {¢;} von Mengen ans R
zusammenzieht, Die Voraussetzung der Offenheit der Mengen ¢
bedeutet keine wesentliche Einschrinkung, da man die Resultate
mithelos auf Systeme beliebiger mefibarer Mengen positiven Mafles
tibertrigt. Wenn » eine messbare Menge ist, so verstehen wir unter
der mittleren Dichie von  in einer Menge ¢ den Quotienten

m(%-0)
m (o)

Wir bilden zunsichst den Limes inferior der mittleren Dichte
fiir eine beliehige sich auf einen Punkt P zusammenziehende Folge
{ox} von Mengen aus R. Die untere Grenze dieser Limites inferiores
fur alle sich auf P zusammenziehenden Folgen {g,} aus E nennen
wir mit Lebesgue die untere Dichte von % beziiglich R in P. Entspre-
chend nennen wir die obere Grenze der Limites superiores derselben
Folgen die obere Dichte von # beziglich R in P. Sind in einem
Punkte diese beiden Dichten gleich, so sprechen wir von Dichte
schlechthin. Die Dichte existiert insbesondre in allen Punkten, in
denen entweder die obere Dichte gleich Null oder die untere Dichte
gleich 1 ist.
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Wir sagen, fir das System R gilt der Dichtesatz, wenn fiir jede
messbare Menge die (untere) Dichie in fast allen Punkten der Menge
gleich 1 ist, oder, was dasselbe ist, wenn die (obere) Dichte filr jede
messbare Menge in fast allen Punkten ihrer Komplementdrmenge
verschwindet,

Wir fithren nun einige Bezeichnungen ein, d(4) bedeute stets
den Durchmesser der Punktmenge 4; der Buchstabe N mit oder
ohne Indizes ist fiir Nullmengen reserviert. Es sei 0 << <1, §<C0
und x eine messbare Menge. Unter 6, 5(x) verstehen wir die Vereini-
gungsmenge aller Mengen o aus R, in denen die mittlere Dichie von »
grisser als a ist und deren Durchmesser kleiner als 8 sind, fiir die also:

1) miex)>a-m(o),
2) dfg)<<d
ist. 0, (x) ist, wie in der Einleitung angegeben, die Vereinigungs-
menge aller Mengen aus R, welche nur der ersten Hinschrinkung
unterworfen sind.
Aus der Definition sieht man, dass ftir die Vereinigungsmenge
beliebiger messbarer Mengen 4 stets

1) 04,5 (2‘ '7-) D“: Oy (),
und ferner, dass fir @, <{a, 6, =6 und %, O) % stets
(2) Ouy y (”l) D aa,ﬂ(x)

ist. Hiernach enthalt der Durchschnitt IT g, 4(x) bei festem o alle
a0

Punkte des Raumes, in denen die obere Dichte von # grésser als ¢
und dartiber hinaus htchstens solche Punkte, in denen sie gleich e ist,
Wenn der Dichtesatz gilt, folgt hieraus

(8) T o)+ Ni=2+ N

8>0

wenn umgekehrt (3) ftir jedes o zwischen 0 und 1 gilt, so ergibt
sich daraus wegen (2)

H o0+ 8=x+n,
0 <1 420

d. h. die obere Dichte von x ist in fast allen Punkten von B — x
gleich 0.
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Wir betrachten jetzt eine monoton abnehmende Folge beschrinkter
messbarer Mengen #, mit leerem Durchschuitt, und eine monoton
gegen 0 abnehmende Folge positiver Zahlen d,. Wenn der Dichte-
satz gilt, so strebt ftir jedes & zwischen 0 und 1

(4‘) m (Ua, oy (”v)) - 0"'
denn nach (2) ist fur » > n

" (au,d,, (”v)) sm (Uu,o,, (”n))
und nach (3)

lim m (04,5, (%)) ==m (%),
also Y

Hm m (0, (%,)) << (%)

P-r0Q

fur alle n, woraus (4) wegen m (x,) — 0 folgt.

Die somit fur die Gultigkeit des Dichtesatzes notwendige Bedin-
gung (4) ist sehwiicher als (3), aber trotzdem hénreichend. Dazu haben
wir zu zeigen, dass ftr jede beschrinkte messbare Menge A die
Teilmenge der Punkte, in denen sie beztiglich R nicht die Dichte 1
hat, eine Nullmenge ist. Es sei 2 die Teilmenge von A, in welcher
die untere Dichte von A beztiglich R kleiner als 1 — & ist. Es ist
zu beweisen, dass jede abgeschlossene Teilmenge ¢ von 4 das Mass 0
hat. Auf jeden Punkt von ¢ zieht sich nach Voraussetzung eine
Folge {0} von Mengen aus R zusammen mit

(B) m(po)<m(d+o) < (1 —a)ym(e)

Wir wihlen unter diesen Mengen endlich viele, etwa o},..., 0k,
mit kleinerem Durchmesser als 1 so, dass sie ¢ tiberdecken und

setzen 3 ot=1y,. Sind ¥,,...,7,—1 schon definiert, so wihlen wir
Jmal

endlich viele der Ungleichung () gentigende Mengen, etwa ¢f,.. ¢s,,
die in 7y, , enthalten und deren Durchmesser kleiner als 1/n sind,

go, dass sie ¢ tberdecken, und setzen 121 o} =4v,. Es gilt dann
¥s C VYu—y und ferner
m () < m (1) =m (@) ¢, mit &0,

Die Mengen x,==y,—@ bilden also eine monoton abnehmende
Folge mit leerera Durchschnitt. s ist wegen ¢f C ¥»

m (0}) == m (%, + @) +m (¢ - 01);
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ferner gilt nach (5)

m(p-en) <(1— a)m(ep),

also :
m (%, @7) > & - m (0f);

daher ist

¢ C a1 (%),

Da die Mengen x, die Voraussetzungen ftir (4) erfiillen, ergibt sich
aus (4): m(o,, 1(%,))—>0, also m(p)=0. Wir haben damit gefunden:

L Fir das System R gilt der Dichiesatz dann und nur dann, wenn
Jiir jedes @ zwischen 0 und 1, fiir jede monoton abnehmende Folge
beschrinkter messbarer Mengen », und jede Folge 6, > 6, >..,0,—>0
die Bedingung

M {0y, (%,)) —> 0 4)
erfillt ist.

Insbesondre gilt also der Dichtesatz, wenn fiir jede beschrinkte
messbare Menge x die Abschitzung

(6) m (o, (x)) < C(at) - m(x)

besteht, wobei C(e) nur vom System R und von @ abhiingt, nicht
aber von x. Dass die Bedingung (6) im allgemeinen nicht notwendig
sein kann, ist trivial. Hingegen ist sie es, wenn das System R
mit irgend einer Menge ¢ auch alle zu ihr #hnlich
gelegenen Mengen enthalt, Dem Beweise dieser Behauptung
schicken wir folgenden Hilfsatz voraus:

Ist % eine messbare beschrinkte Menge positiven Masses, so gibt
es 2u jedem €>0 in jeder offenen Menge I' abzihlbar viele zu x
dhnlich gelegene Mengen %y, #g,... derart, dass

1) m(zvu,,)zm(l’)
>2) 2m(x,,)<m(l"’)+e

ist. Dabet kann man die x, der Einschrinkung unterwerfen, dass
thre Durchmesser kleiner sind als eine vorgegebene Zahl 6 7).

7) Wenn x nach aussen quadrierbar ist, kann e==( gemacht werden, was
dann ein Spezialfall des Vitalischen Batzes ist,
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I sei ein offenes Intervall dass » enthalt, und

mn) -

m(I)— '
dabei kann @ <1 vorausgesetzt werden, da sonst nichts zu beweisen
ist. Wir bemerken zunéchst folgendes: 4 sei eine beliehige Teil-
menge von I', welche Vereinigungsmenge von zu x #hnlich gele-
genen Mengen ist, und es werde

md)

m(@)  {
gesetzt. Dann gibt es in I' zu jedem #>> 0 eine Folge von paar-

weise fremden zu x dhnlich gelegenen Mengen x, derart, dass fur
ihre Vereinigungsmenge A = 3%, die beiden Ungleichungen

g MO | 1oy

b) m(Ad)<q

gelten. Zum Beweise iberdecken wir A = I"— A durch eine offene
Menge A’ so dass

m(4' — 4> Min [n, al= gm(l’)}

2

wird. Wir stellen 4’ bis auf eine Nullmenge als Vereinigungsmenge
von abz#thlbar vielen zu I #hnlich gelegenen, paarweise fremden
Intervallen I, dar. Bei der Dilatation, die I in I, tiberfthrt, gehe
in x, tber: A= 3 «, gei ihre Vereinigungsmenge. Dann ist

m(A)=m (2 u,,) ~::.2v m(x,)=a 2 m (L) = am (&)

m(de A)<m(A-4&) < Min [n, al “‘—’m(z’)].

un

2
Um auch (a) zu beweisen, bemerke man, dass

mA4+A)=m)+m(ld)—mlAA) =

Zm(d) +a-m) —a1 ; gm(l’).

Beachtet man m(4)=g-m(I') und
m (&) 2 m(4) = m(I) — m(d),
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so ergibt sich

m(A 4+ A4)> (g—}-al;q) m(L").

Aus dieser Bemerkung leitet man den Hilfssatz so ab:

%! sei eine zu x ghnlich gelegene Teilmenge von I'. Wir nehmen
zur Induktion an, dass die Menge x" bereits definiert sei, und zwar
als Vereinigungsmenge von gewissen zu x #hnlich gelegenen Teil-
mengen x7 von I, derart dass

1
7 I non) <m) + (1—g5) e
Es sel
. m(x")
9= m (L)

Wir wenden das soeben beschriebene Verfahren an auf

&
A= 4=l 1=gm

Dadurch wird eine Menge A =3x, von zu x #hnlich gelegenen
Mengen x, bestimmt, und zwar ist wegen x,-%,=10 fir v p
und wegen (7)

im0+ Fmim) <me) + (1— ) e+mll) + 55

sodass %"t =x"4 A der Ungleichung (7) mit -1 und auBerdem
der Beziehung

m (+) > (m—f— a 1—_2 q"’) m(T)

geniigt, Setzt man wieder

_m (u"'ﬂ
It = "0 (T ?
80 ist nach Konstruktion
1— n
Qni1 > n + a “—“21-

Die Zablen g, wachsen monoton und streben offenbar gegen 1.
Die Grenzmenge der x" ist daher mit I' massgleich; sie ist Ver-
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einigungsmenge von zu x ghnlich gelegenen Teilmengen von I"und
gentigt wegen (7) auch der zweiten Bedingung des Hilfssatzes.
Schliesslich ist es klar, dass man sich bei der ganzen Konstruktion
auf solche zu x shulich gelegene Mengen beschrinken kann, deren
Durchmesser kleiner als ¢ sind. Damit ist der Hilfsatz bewiesen.

Unsere Behauptung iber die Ungleichung (6) bestand im fol-
genden: Wenn das System R mit jeder Menge ¢ auch alle zu o
dhnlich gelegenen Mengen enthdlt, und der Abschitzung (6) nicht
geniigt, so gilt beztiglich B der Dichtesatz nichi. Wir zeigen, dass
es unter den angegebenen Voraussetzungen in jedem offenen Inter-
vall I eine messbare Menge » mit

m() <3 m(l)

gibt, die in allen Punkten von I beztiglich R eine positive obere
Dichte hat.

Da die Ungleichung (6) fir R nicht erfullt ist, gibt es fiir ein
festes @ > 0 und fiir jede positive Zahl C eine beschrinkte messbare
Menge » mit

m (0 (#)) > C+ m(2).
Es sei {x,} eine Folge von solchen Mengen mit
m{0, (%)) > 4"« m (%,).

0y (%,) ist Vereinigungsmenge von Mengen ¢ des Systems E, in
denen die mittlere Dichte von x, grosser als ¢ ist. Wir konnen
unter diesen endlich viele so herausgreifen, dass ihre Vereinigungs-
menge 7, beschranks ist, und dass fir ihr Mass die Ungleichung

m(7,) > 4"« m (%)

erfullt ist. Nun konstruieren wir nach unserem Hilfssatz in I fiir
jedes 7 eine Folge von zu s, #hnlich gelegenen Mengen 77, deren
Durchmesser d(n2) < 1/ sind, und fiir die

m(l)=m (Znﬁ) <2 m(7y) << 2+ m(1)

ist. %2 sei das Bild von x, in n2; ferner sei

-
" == snz, o == 2%3.
k4

v
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Es ist dann
m (") = m(I),

L 2
m () < 2 m (u2) << T 5 m () < EM(I)'
Fir die Menge x == 3 »" ist also
2
m (%) < 3 m{1);

diese Menge hat aber in fast allen Punkten des Intervalls I beztiglich &
mindestens die obere Dichte a. Jede Menge 7% ist Vereinigungs-
menge von Mengen ¢ des Systems R, in demen x; und wegen
# D) #® Du¥ erst recht die Menge » eine grossere mittlere Dichte
als @ hat. Nun liegen fast alle Punkte von I fiir jedes » in einem
nzr. Wegen d(n2) << 1/n zieht sich wirklich auf fast jeden Punkt
von I eine Folge von Mengen ¢ unsres Systems zusammen, in denen
die mittlere Dichte von x grosser als ¢ ist. Wir haben damit fol-
genden Satz bewiesen :

1. Dem System R migen mit jeder Menge o auch alle zu o
dhnlich gelegenen Mengen angehdren; dann ist fir die Giltigheit des
Dichiesatzes beziiglich R notwendig und hinreichend, dass fiir jedes e
zwischen 0 und 1 und alle beschrinkten messbaren Mengen » die
Ungleichung

m(0, (x) < C(a) - m(x)

besteht, wobei C(a) nur von « und vom System R, nicht aber von »
abhdngt.

Man kann diesem Kriterium eine etwas andere Fassung geben:

II'. Der Dichtesatz gilt beziiglich des Systems R, das wieder mit
Jeder Menge alle dazu Ghnlich gelegenen enthalte, dann und nur dann,
wenn fiir jedes o zwischen 0 und 1 und jede messbare Menge x
endlichen Masses 8) auch die Menge o, (k) endliches Mass hat.

Es gebe eine Menge x endlichen Mafles mit o, (%) ==o0. Wir
wihlen bei vorgegebenem Caus den Mengen g, welehe o, (%) bilden —

) Das Wesentliche ist, daB % nicht beschrinkt voransgesetzt wird.
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fiur die also m (o« %) > a-m(g) ist — endlich viele, etwa g¢,,..., 0.,
so aus, dass

(g4 @) > Co m(x)

n
wird, und bezeichnen den Durchschnitt %+ 3o, mit #'. Dann ist »’
I=1

beschrinkt, und andrerseits o, (%) ) ¢, ...+ 04, also
m(0, (")) = mley+ .-+ 0n) = C-m(x) = C e m(x').

Jetzt zeigen wir, dass die Bedingung hinreichend ist. Wenn der
Dichtesatz beztiglich B nicht gilt, so gibt es bei passendem « eine
Folge beschrinkter messbarer Mengen x,, fir die

m (0, (%)) > nt -« m(x,).
Wir verstehen unter %, eine zu x, #hnlich gelegene Menge mit
m(m,,)::j—:—2 und unter s, eine solche beschrinkte Teilmenge von
o, (%), fir die ebenfalls

m(s,) > 0t m(x,) =1

gilt. Wir verschieben die Mengen x, so, dass die zugehorigen Mengen s,
paarweise fremd werden. Dann ist

1

m( Fa)< I me=3
m(z sn)=00
ol 3)0 X 0ats D X

Bemerkung. . )
Wenn der Dichtesatz fur ein System B gilt, so gilt er nach

und 9)

%) Es gibt Systeme R, fiir welche das Kriterium I erfiillt ist, II aber nicht,
Aus § 2 wird hervorgehen, dass dies gutrifft fir das System aller Recixtecke 0

der Ebene, fiir die die Verhiiltnisse der Seitenliingen grosser oder gleich e sind,

wobei # die Entfernung des Mittelpunktes von ¢ vom Ursprung ist, Die?es Syntar‘n
bat allerdings die Eigenschaft, in jedem beschriinkten Bereich der l.ledmgun:g (6)
zu gentigen; es gibt jedoch auch einfache Beispiele, von .Systemen,. die (4.) erfiillen,
und wo es trotzdem eine Menge positiven Masses derart gibt, dass die Bedingung (6)
in keiner Umgebung eines Punktes dieser Menge erfiillt ist.


Yakuza


238 H. Busemann und W. Feller:

Lebesgue auch fiir alle beziiglich des Systems R reguliren Men-
genfamilien. Dabei heisst die Mengenfamilie m beziiglich B regulir,
wenn sich auf jeden Punkt P eine Mengenfolge {m,} aus s zusam-
menzieht mit der Eigenschaft, dass jedes s, in einem solchen g,
aus B enthalten ist, fiir das

m (7;)
m(0g)

gilt, wobei 9(P) eine beliebige von P, aber nicht von der speziellen
Folge {m;} abhingige positive Funktion ist. Etwas allgemeiner nennt
man die Mengenfamille 7z ,in P requldr beziiglich R“, wenn es zu
jeder gegen P konvergierenden Folge von Menge m, aus 7 eine
sich anf P zusammenziehende Folge {g,} aus R gibt, mit

>3(P)>0

m (1)
m(Qs)
(Zum Unterschied gegen eben wird m, )P nicht gefordert).

Wenu dann fiir eine beliebige messbare Menge » und eine Folge
{0:}, die sich aut P zusammenzieht,

Qanki >'3>O.

lim m——“ Qk) =
. . koo M0
ist, so gilt auch
m(xm) 1

k—o0 M (n,,)

Denn ist C die Komplementirmenge von x, so ist

m(mex)  m(Cm) _m(Cop) mlo) _ 1 ml g, %)
1— — e | k 1/, migx)
mim)  m(m) S m{y) m(nk)<3 (1 m(Qr) )—*0'
Wenn also eine messhare Menge in irgend einem Punkte des
Raumes beztiglich B die Dichte 1 oder 0 hat, so hat sie an dieser

Stelle dieselbe Dichte fiir jede dort beztiglich R regulire Mengen-
familie.

§ 2.

Spezielle Mengensysteme, fiir die der Dichtesatz gilt
oder nicht gilt.

A. Die Intervalle.

E=1{o} sei nun das System aller offenen Intervalle 4) des E".
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Nach (6) gilt bestiglich der Intervalle der Dichtesatz, wenn wir
zeigen konnen:

Fiir jede beschrinkte messbare Menge % des E' ist
(8) m (0, (%) << 200 a7 m (%)

Wir fihren den Beweis durch Induktion nach » Vorher be-
merken wir, dass % als offene Menge angenommen werden darf.
Denn aus (8) fiir offene Mengen ergibt sich dieselbe Beziehung fiir
beliebige messbare Mengen durch Grenztibergang.

1). Es sei =1 und y eine beschrinkte offene Menge auf der
Gteraden E'. o,(y) ist die Vereinigungsmenge der offenen Inter-
valle ¢ mit

o - m(e) <m(e.7)

Aus diesen ¢ wihlen wir endlich viele, etwa @,..., ¢, 80 aus,
dass m (0,(9)) — m(Zh' 0) < & wird. Haben drei dieser g, einen nicht-
leeren Durehschnit:t,1 8o ist wenigstens eins in der Summe der beiden
anderen enthalten. Wir konnen demnach E’,:‘ ¢; so als Vereinigungs-
menge gewisser g;, etwa g@,,..., @, darstellen, dass jeder Punkt von
04(y) in hochstens zwei der g, vorkommt. Dann liegt auch jeder

Punkt von y.3g, in hochstens zwei der offenen Mengen y-¢;,;
daher gilt

m(o,(y) —e<<m

o

h s s
2.' e,) <2 m(0z) <%2 MY 04) S

im=]l k=1 kw1
<inm zs'wo <Zme.
Sy 5] S

Eine etwas eingehendere Uberlegung liefert %), die genaue Ab-
schiitzung

mia) < (2—1) m),

welche wir aber nicht brauchen.

10) vgl, z. B, H. Lebesgue: Ann. de I'Ecole Norm, sup. (3) 27, 1910.
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2) Fiir den weiteren Beweis filhren wir einige Bezeichungen
ein: &,.,%,, 2 seien die Koordinaten des E"+, E" sei die (w,.,,)-
Ebene. m( ) bedentet das lineare, m"( ) das r-dimensionale, m™*( )
das (r-1)-dimensionale Mass. Ist A irgendeine Menge des E"+, so
bezeichne A, den Durchschnitt von 4 mit der Ebene z=1, und 1°
den Durchschnitt von 4 mit der Parallelen zur z-Achse durch den
Punkt P. Ist A, r-dimensional und A7 eindimensional messbar, so
sei o5(4,) die Vereinigungsmenge aller r-dimensionalen Intervalle e
der Ebene z=1¢ mit

mw(dy- ) > B m'(8),

und o3(4°) die Vereinigungsmenge aller linearen Intervalle i der
Parallelen zur z-Achse durch P mit

mt (A% 4) > B m(i).
3) Es sei (8) fir den Index r schon bewiesen. y sei irgend

eine beschrinkte offene Menge des £+, Wir behaupten, dass o, (y)
in der folgendermassen konstruierten Menge 7 enthalten ist: wir

ersetzen jedes y, durch die Menge a%(y) und bilden

VAN =2' O'I‘;g (-

fam—0a
I, ist offen ). Dann ersetzen wir jeden linearen Schnitt I'% von I,
durch die Menge a%(l’ﬁ) und definieren

I =2‘ oy (I5).
PCEr

1) Xst nimlich @ C B¢ ein Punkt von IT,, so gibt es in B ein r-dimensio-
nales Intervall g; mit

3
m (vepe) > 5 m (o).
Nun besteht ps°y; aus inneren Punkten von v; zu jedem Puukt von p;*ys gibt es
also ein ihn enthaltendes (r -}~ |)-dimensionales Intervall, das in y liegi. Aus diesen
suchen wir endlich viels, I',...,I%, aus, deren Vereinigungsmenge auch noch der
Ungleichung
o
m QT oo 10 > 5 17 (e
gentigt. Dis Schnitte (I -4-.,.-}- I%); sind fiir hinreichend kleine |# -~t| kongruent, so
dass auch die entsprechenden O‘;; (I*+...4 I#%), kongruent sind. Andrerseits lisgen
sie alle in I, also gehort mit Q (C p; eine ganze Umgebung zu I,.
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I' ist wieder offen ). Um o, (y)(C I' zu zeigen, haben wir nachzu-
weisen, dass jedes (r |- 1)-dimensionale Intervall ¢ mit

m(y. @) > a-m (o)

in I" liegt. Das Intervall j sei die Projektion von ¢ auf die z-Achse,
§ sei die Projektion von ¢ auf E”, ferner ¢ diejenige Teilmenge
des Intervalls j, fur welche

9) e m (yer @) > iz2" m’(oy)

gilt. ¢ ist offeri, und zwar gilt

(10) m (6) > 5 mi(j);

denn wegen m" (o) = m,(€) fiir {Cj uwnd m'(y,-0) << % m(p;) fir
tCf—e ist '

a-mW%mT§=w°W“@%<W“@ﬂ=ifWvadﬁ+
J~e
+ [wiee)at<y [weyit+ [wieyar<
e J—e e

<w@ (5m () +m ).
Nach (9) gilt far ¢Ce

Ué (r) D ”é.(’}'t‘v(’t) Deos
daher

1) JeCl.
tCe

Jede Parallele zur 2-Achse durch einen Punkt P aus & schneidet
3 g, in einer zu ¢ kongruenten Menge. Daher besteht fiir die Schnitte
Ce
o” und I'f ¢” nach (10) und (11) die Beziehung

Lt () = %o mi () < <mTE-¢) (PCH

Fondamenta Mathematicae, T. XXII .16
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Demnach ist
FCo(rp fur PCE
und damit
o= eC Y A THCT,
PCE  PCE
also auch o, (y)C I
4) Wir zeigen nun mnoch

P (I7T) < 20HP . g+ L (),

Nach der Induktionsvoraussetzung ist

e 9r

m (“‘1‘:;(%)) < - (),

ar
also

wet (L) = [ (oG ) <2 @ meH )

Ferner ist, wie unter 1) gezeigt wurde,

w GTP <G mT5,
daher

wH(o0,(1) < mr(I) = [mi (G TP) AP <G WHT) <
E"

PR, g Ly (),

Damit ist (8) bewiesen, und wir haben gefunden:

Beziiglich des Systems aller achsénpamlleler Parallelepipede des E”
gilt der Dichiesatz.

Hierbei ist, wie aus dem Beweis ersichtlich, unwesentlich, dass
die Achsen aufeinander senkrecht stehen, sodass der Dichtesatz
tiberhaupt fiir Systeme von Parallelepipeden gilt, die zu einem festen
shnlich gelegen sind.

Allgemeiner zeigt man, etwa in der Ebene, leicht, dass der
Dischtesate fiir das System aller komvexen Polygome gilt, deren Seiten
2u einer von endlich vielen fest vorgegebenen Richtungen parallel sind.
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B. Exrstes Beispiel eines Systems, filr das der Dichte-
satz nicht gilt
Sehr leicht zu behandeln ist das System aller der I'-formigen

Mengen der Ebene, die aus zwei achsenparallelen Rechtecken zusam-
mengesetzt sind:

o=@ <z<Xy, Yo <y<¥; L <z< X, 1 <y<Y < T,)

Betrachtet man etwa das Einheitsquadrat W, so sieht man ohne
weiteres, dass fiir 0 <<a <{1 die Menge ¢, (W) den ganzen Halb-
streifen 0 <<y <<1, >0 enthilt. Da unser Sjstem mit jeder

‘Menge zugleich alle #hnlich gelegenen enthilt, folgt aus dem Krite-

rium II’ unmittelbar, dass dafiir der Dichtesatz nicht gilt.

C. Das System aller Parallelepipede.

Wir beweisen nun, dass der Dichtesatz bereits fiir das System
aller Rechtecke der Ebene nicht gilt, woraus man sofort die
entsprechende Tatsache ftir alle hoheren Dimensionen ableitet.

Da das System mit jeder Menge auch die dazn #hnlich gelege-
nen enthalt, gentigt es nach II', eine Menge x» endlichen Masses
anzugeben, fir die

| m(a%(u)) == 00

ist 1%), :

1) Es sei 4BC eine offene Dreiecksfliche. Wir verdoppeln die
Seiten AB und AC iiber B und C hinaus und bekommen so die
Punkte B und €. Dann liegt fir jeden Punkt @ des offenen
Dreiecks AB'C' die Strecke QA mebr als halb in ABC; also gibt
es zu Q ein offenes Rechteck, dessen eines Seitenpaar parallel zu Q4
ist, und das halb von ABC tiberdeckt wird. Daher ist

ABC C o, (ABO)

Die folgende Konstruktion gibt eine Folge von Dreiecken A,B,C, s0
an, dass ihre Vereinigungsmenge endliches, die Vereinigungsmenge
der entsprechenden Dreiecke A,B,C, aber unendliches Mass hat.

12) Dag folgende Beispiel ist einer Konstruktion nachgebildet, welche O, Perron
zur Vereinfachung der von Besicoviteh gegebenen Losung des Kakeyaschen Pro-
blems gemacht hat (sishe Math, Zeitschr. 28, 1928, 8. 383/6). {Tbrigens kann man
diese selbst auch fir unsere Zwecke verwenden. )

16*
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2) Es bezeichne D das offene Dreieck ABC (siehe Fig.), dessen
Grundlinie BC auf und dessen Spitze A oberhalb der x-Achse liegt.
Die Linge der Hohe sei 4, die der Grundlinie BC sei a, die Punkte B’
und ¢’ mdgen dieselbe Bedeutung haben wie unter 1).

Es sei 0<A'<h. Wir bringen die Geraden y=~h--b’, y==h—"
und y=—(h+4’) zum Schnitt mit den Geraden AB und AC.
Die Schnittpunkte nennen wir in der aus der Figur ersichtlichen
Reihenfolge P, @, R, S, B”, C". Die heiden parallelen Greraden PQ
und RS schneiden die Strecken BC und B ¢ in U, V baw. U", V™.
Die (offenen) Dreiecksflichen PUC und SVB bezeichnen wir mit
Dy und Dj.

v s
, ]

LB 2

/N
H[\\‘;~ V

8
&
LAk 5'// o i4d

Von dieser Konstruktion werden wir folgendes gebrauchen:
Die Hohe der Dreiecke D, und D, betrtigt h+A'. Die Linge

der Strecke QR ist %-a. Die beiden Dreiecke SAR und PAQ

bilden das halbe Parallelogramm PQRS, und daher ist
m(Dy 4+ Dg) — m(D)="F'. % a.

Die Summe der Léingen der Grundlinien BV und UC von D,
und D, betrigt

a+%a=%.(h+h')[

Die Vereinigungsmenge der zn D, und D, gehrenden Dreiecke
SB” V" und PU”C"” enthilt AB” C”. Der Flicheninhalt des
Trapezes B'C'C” B” ist grosser als 2a-k. Fur das Folgende
ist wesentlich, dass dieser Inhalt linear mit 4’ wichst, wihrend
m (D, + Dy) — m (D) zu A% proportional ist.
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8) Wir gehen von der soeben beschriebenen Konfiguration aus
und setzen zur Induktion (» bedeute in a* u. a. stets Indizes):

D=A =k, a=al;
D=4, D=4 A —-]—A§ = #1;
h=hl, B=DB, =0, B'=Bs, ('=C:

Ferner sei speziell h’:%, also h-|—h’=3§h=h'. Die Grund-
linie von A bezeichnen wir mit aj. Wir nehmen an, die Dreiecke
;o k=1,2,.., 2
geien schon definiert. Es werde »* == 3 A7 gesetzt. Die Grundlinie
k

von A7 liege auf der z-Achse und ihre Linge sei a}. Die 47 haben
alle dieselbe Hohe 4%, und folgende Gleichungen (die fiir n=1, n==2
richtig sind) mogen bestehen:

B =k (14t

)}
b) aftaA...taha=dpy,
al At

c) m(%")=m(A;‘+...+Ag.._1)<ai.h1(1+%+,_,+%;)__§_,

d) o (%) enthalt das Dreieck AB” C", wobei B* und C" die Schnitt-

punkte der Geraden 4B und AC mit y = — A* sind.

Der (1} 1)-te Schritt besteht dann im folgenden: Wir wenden
hl
n—41
setzen. Den Dreiecken [; und D, entsprechen dabei AZlY, und
AzH mit den Grundlinien o, und ot Die gemeinsame Hohe

h - k' bezeichnen wir mit h*+%, Dann ist

die Konstruktion aus 2) an auf jedes A?, wobei wir A'=

= - B = B (1—+%+...+_n—_%).

Wir zeigen, dass auch b) bis d) fur den Index n--1 erfillt

on
sind. Wir setzen wieder »"t =— 3 Ar*'; es ist, wie unter 2) gezeigt
. k=1
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wurde,

A% 1 s
a4 g = e,

also .
o o=
n41 1
Soai=tr Su=a T
k=1 ka1
Ferner ist
» ) BO\* a2
mlgt,+ 45 — md) = (7)o
also
2 gn-1
m(x ) =m (2 Ai*'l) =m ( 2 AZ) +
foza] Rml
-~ 1 1\ a'ht
+m (2[(453"_11-}'4"2;"1) — A;])<a1h1 (1+§+,---+;{,>‘—a—2“+
PR e
G R, P 1 __1_)...9__
+ (n—l—l) o a=ath (Lt tTeary T

k=1

Schliesslich seien B! und C™*' die Schnittpunkte der Greraden
y=—h"" mit den Geraden AB und AC Offenbar enthilt

P
:‘110%(4""“) das ganze Dréieck A B"+ C*+, und daher ist auch
zll
n4l (In41 n41 .__' -1
4B+ 0 Coy (2_21' A )_U%(x' ).

Damit sind die Mengen x* fiir alle » definiert, und zwar ist
wegen x* (C x**! fiir % =1im »"

51 alht

m(x) = lim m (x") < a' b 5

n=1

Andrerseits ist
Ui“ =M C 0'% (%),

und da a%(u") das Dreieck AB"(C" enthilt, dessen Hohe

h1+h"=h1(1+2n'%)

y=1
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gegen oo strebt, ist der ganze innere Winkelraum der Halbstrahlen
AB und 4C in ai(x) enthalten. Wir haben also gefunden:

Fiir das System aller rechtwinkligen Parallelepipede des E" (r == 2j
gilt der Dichtesatz nichs.

Bemerkungen.

a) Die von uns zum Beweise der Notwendigkeit der Bedingung (6
verwandte Schlussweise liefert ein Verfahren, aus den Mengen x»”
eine beschriinkte messbare Menge zu konstruieren, die in einer
zu ihr fremden Menge positiven Masses in bezug auf die Rechtecke
eine positive Dichte hat.

b) Indem wir nochmals auf 1) und 2) zuriickgreifen, stellen wir
fest, dass jeder Punkt der Dreiecke AB”(” in einem solchen Rechteck
liegt, dessen eines Seitenpaar parallel zu einer Richtung des Win-
kelraumes BAC ist. Wenn (W) eine in BAC dichte Menge von
QGeraden durch A ist, so lisst sich dieses Rechteck natiirlich auch
so whhlen, dass das erwihnte Seitenpaar parallel zu einer passenden
Richtung aus (W) ist. Da der Winkel BAC keiner Beschrinkung
unterlag, sehen wir: Der Dichtesatz gilt bereits nicht be-
ztiglich des Systems der Rechtecke, deren eines Sei-
tenpaar parallelel zu einer beliebigen unter den Ge-
raden einer in irgend einem Winkelraum dichten
Geradenmenge ist.

§ 3.

Die Differentiation der unbestimmten Integrale
mit beschriinkten Integranden.

Die Mengenfunktion @(x) heisse im Punkte P beziiglich R differen-
zierbar, wenn fiir jede sich auf P zusammenzichende Folge {¢s} aus B
der Grenzwert

i (0
k=00 M(Qk)
existiert. ]

Wir setzen voraus, dass fir das System B der Dichte-
satz gilt, und wollen feststellen, was sich daraus tber die Dif-
ferenzierbarkeit der totalstetigen absolut additiven Mengenfunktionen,
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oder was dasselbe ist 1%), der unbestimmten Lebesgueschen Integrale
entnebmen lisst. Der Dichtesatz selbst erledigt diese Frage fiir die
Integrale solcher messbarer Funktionen, welche nur die Werte 0
und 1 annehmen.

Es sei f(P) eine summierbare Funktion und M,
Menge der Punkte, fiir die

My eAP)<B

ist. N, , sei die Menge der Punkte von M, ,, in welchen die untere
Dichte von M, , kleiner als 1 ist. N, hat das Mass 0. Wir setzen

‘Z\f _‘2 a8

a<lp
wo (e, f§) alle rationalen Zahlenpaare mit a <C§ durchliuft,
Als einfache Folge des Dichtesatzes ergibt sich: Wenn f(P)
beschrinkt ist, so ist das Integral [ f(P)-dP in allen Punkten Q,

M4 a< B, die

die nicht der Nullmenge N, angehiren, beziiglich R differenzierbar,
und seine Ableitung hat dort den Wert f(Q)

Es sei némlich |/(P)| < C, a, 8 rational, Q ein Punkt aus M,
der nicht in N, enthalten ist; M, , sei d1e Komplementnrmenge
von M,, und g, irgend eine sich auf ¢ zusammenziehende Folge
aus R. Dann ist

— Cem (M0 + @ (M ) <ff(z>) {AP<

<B-m(Myp0)+ C- m(M%ﬁQ,,),

woraus

folgt.

Hiernach sind die Integrale tiber beschréinkte Funktionen speziell
nach den Intervallen differenzierbar. Dieses Ergebnis formulieren
wir in tiblicher Weise als einen Satz tiber die Punktfunktion

F(zy,...,5)= ff' . f;(X)dx, If@)l <c.

13) Bekanntlich beptitigt man, um das zu beweigen, nur die Husserst einfache
Differentiation nach dén Mengen eines sich verfeinernden quadratischen Gitters,
Vel. etwa de 1a Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue ., ., Paris 1916, 8. 61 f,
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Wir betrachten den r-ten gemischten Differenzenquotienten der
Funktion F(z,,...,,) im Punkte X = (,,...,#,); er lisst sich in
der Integralform

Xpd-hy xrth,

AF(@,...,x) 1
e s wesw all L WACOLSS
schreiben ; fir » =2 ist z. B.
A F (2, @)
hyohy
F(x1+hn @y b)) — F (@ by, @) — F(2y, 25+ ba) +F(21, %)
hy + by )

Zur Bildung dieses Differenzenquotienten wird, geometrisch ge-
sprochen, ein Intervall benutzt, von dem X ein Eckpunkt ist. Diese
Intervalle bilden im Punkte X ein beaiiglich des Systems der Inter-
valle regulire Mengenfamilie (vgl. S. 238), so dass man nach ihnen
differenzieren kann. Das heisst aber, dass die r-te gemischie Ableitung

e m.xy OI8 Gremzwert des betrachicien Differenzenquotienten fast
dberall existiert und zwar im Sinne des r-fachen Limes.

Bei dem iiblichen Vorgehen kommt die Existenz dieses Limes
nicht heraus, da man voraussetzt, dass die Intervalle, nach denen
man differenziert, beztiglich der Wirfel reguldr sind, so dass die
Verhaltnisse h,: k, simtlich beschrinkt bleiben miissen.

Die Existenz des Doppellimes

}}m}) 7y h [F(aty-hyy 23-+hs)—F (@1, 23)—F'(24, @yt-he)-F (21, 5)]

> ¢}

hy—>0

oF
dy

bekannt ist, einen besondren Beweis ftir die Existenz und Gleichheit

aF
macht, wenn die Existenz der ersten partiellen Ableitungen a—und

. 2 :F "
der beiden gemischten Ableitungen %— und y0s unnotig.

Entsprechend existieren in » Dimensionen die
gemischten Ableitungen ster Ordnung (s <Xr) fast
iberall, und es ist :

F ,
(12) _&F Fipoz,)s v, fir icpk,
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wobei die Ableitung rechts als s-facher Limes des
entsprechenden Differenzenquotienten definiert ist
(Darin ist die Vertauschbarkeit der Ableitungsreihenfolge links
nattirlich enthalten).

Wenn nimlich bekannt ist, dass die Ableitungen F . 50

(v,== 9, fiir ic=k) fur alle s<r, abgesehen von éiner r-dimensio-
nalen Nullmenge existieren, so folgt aus bekannten Grenzwertsitzen
auch die Existenz der iterierten Ableitungen und die Gleichung (12).
Um aber auch fiir s<Cr zu zeigen, dass F(,w",ys) fast tiberall

existiert, gentigt es zu wissen, dass die Menge, in der Feyz,)
s

niéht existiert, »-dimensional messbar ist. Denn ihr Schnitt
mit allen s-dimensionalen Hyperebenen parallel zu (z,,,..., z,), in

denen F totalstetig ist, hat das s-dimensionale Mass 0. Wir betrachten
den s-ten Differenzenquotienten, durch dessen Grenzwert .F'(,,m___ %)
5

definiert ist, und konstruieren die Menge der Punkte, in denen sein
Limes superior vom Limes inferior verschieden ist. Dabei ist es
offenbar gestattet, sich auf rationale Zuwtchse 4,,,..., %, zu beschrin-

S
ken. Wir ordnen alle rationalen Kombinationen (A,,,..., A, ) mit
Eskf,‘,<—:—t in eine Folge, und bilden die entsprechende Folge der
iml

Differenzenquotienten. IThr Limes superior sei L,(P), der Limes
inferior Z,(P). Da die beiden Folgen L,(P) und I, () monoton ab-,
bzw. zunehmen, existiert L(P)=lim L,(P) und 2(P)=lim1,(P).
Die Funktionen L(P) und I(P) sind messbar, und daher auch die
Menge, in der L(P)>I(P) ist; sie besteht offenbar genan aus
den Punkten, in denen der Differenzenquotient keinem Grenzwert
zustrebt, ‘

§ 4.
Differentiation beliebiger unbestimmter Integrale.

In diesem Paragraphen soll gezeigt werden, dass aus dem Dichte-
satz die Differenzierbarkeit der Integrale beliebiger summierbarer
Funktionen, z. B. schon fiir das System der Intervalle, nicht folgt.

Zu diesem Zweck beweisen wir den folgenden, dem Kriterium IT
analogen Satz:

icm

Differentiation der L-Integrale 251

Das System E enthalte mit jeder Menge o alle dazu dhnlich gele-
genen Mengen. Beziglich B ist dann und nur dann jede totalstetige
additive Mengenfunktion differenzierbar, wenn fiir belicbige positive
Zahlen ay,...,a, und beliebige fremde, beschrinkte messbare Mengen

Hyyeeny K, die Vereinigungsmenge s aller Mengen @ aus R mit
(13) Do, m(n,0) >m(e)
e

der Bedingung
(14 m(s) < C- Ja, m(x)
- y=1

gentigt, wo C lediglich von System E abhingt.
1) Hinreichend, Wir bemerken, dass (14) wesentlich schérfer

it als (6), so dass der Dichtesatz beziiglich B gilt. Es gentigt offenbar

Integrale tber positive summierbare Funktionen zu betrachten;
9 ()= [ £(B)- P, F(B)>0,

sei die zu untersuchende Funktion; x, sei die Menge der Punkte mit
%,: » — 1< f(P) <.

o
Dann konvergiert E’l »+m(x,). Bs sei s, , die Vereinigunsmenge
-

der Menge ¢ aus R, fir die
S vemr,e)>e-me) >0,

ist. s, , nimmt bei festem & monoton ab; der Durchschnitt ist

wegen (14) 14) eine Nullmenge, Wir bilden die Vereinigungsmenge N
11 .

dieser Nullmengen fiir E=75) g N; sei die aunf S. 248 defi-

nierte, zu f gehorige Nullmenge. Wir zeigen nun: Wenn PCZ N;+ N,

1¢) Aus der Giiltigkeit von (14) fiir eine beliehige endliche Zahl von Mengen %,
folgt offenbar die Gilltigkeit fiir abzéihibar viele x, (eventnell mit ,<<* statt ,<“).
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so ist fiir jede sich auf P zusammenziehende Folge {o;} aus R

9’(9&)
. : k=°°m((’k) =/®)
Wir wihlen bei festem & die Zahl n, so gross, dass P nicht
mehr in s, . enthalten ist. Dann gilt

Enp(gk.u,) Do)

4 (gk) . ve=1 y=ny
mlg) m(e) + m (0s)

Die Wahl von n, hat zur Folge, dass der zweite Summand
rechts hichstens die Grosse & hat. Andrerseits folgt aus dem Dichte-
satz, dass der erste Summand mit wachsendem k& gegen f(:P) strebt.

2) Notwendig. Der Beweis verliuft genau wie der Nachweis
der Notwendigkeit von (II)) Wenn (14) nicht erfiillt ist, so gibt es.
zu jedem n gewisse Zahlen af,..., a} , die offenbar grosser als 1
vorausgesetzt werden diirfen, und fremde beschrinktie, messhare
Mengen #f,..., %, derart, dass eine beschrinkte messbare Menge s*
existiert, welche Vereinigungsmenge von Mengen ¢ aus B mit

(15) D @ -mexi) > m(e)

i

ist und der Ungleichung

(16) m(s") > 47 3 a7 m(x)
gentigt. Es sei i

fir PCs"en?
sonst.

(17) B(P; &)= {"i

Dann ist
(18) fh(P; §")-dP =2a;’ s m(8*%f) << 11—;1 - m(s"),
und jeder Punkt von s* liegt in einer Menge ¢ aus R mit

19) f h(P; %)+ dP> m(g).
[
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Durch Ahnlichkeitstibertragung werde 4 (P;7) fr alle zu s* shnlich
gelegenen Mengen 7 definiert. Die Gleichungen (18), (19) iibertragen
sich auf k(P; 7), da ja B mit ¢ alle zu ¢ #hnlich gelegenen Mengen

enthilt. Wir tiberdecken nach dem Hilfssatz von S. 232 den Ein-
heitswiirfel W mit zu s* bolich gelegenen Mengen s? so, dass

d(sf) < %, Zm(s}‘) <2 m(} s}') =1
J J

wird. Wir setzen weiter
1By =3 h(@; 5.
7

Wegen (16) und (18) ist f* summierbar und

Jrar<g =

Die Funktion f= 3 f* ist dann ebenfalls summierbar mit
nel

dep<224—~=§‘

neal

P| o

Da wir alle a?>1 vorausgesetzt haben, hat f, soweit es nicht
verschwindet, wenigstens den Wert 1. Deshalb hat die Menge der
Punkte mit /> 0 hochstens das Mass 2/3. Andrerseits liegt, von
einer Nullmenge abgesehen, jeder Punkt @ von W ftir jedes n in
einem s}, also auch in einer Menge ¢ aus R mit (vergl. (19)

[ 1) a2 [1Ei-aP> .
e )
Da der Durchmesser

d(8)<—

ist, ziehen sich diese Mengen ¢ auf ¢ zusammen; die obere Ablei-
tung der Funktion f beziiglich R ist also fast iberall in W
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gleich 1, wihrend / mindestens in einer Teilmenge des Masses 2/3
von W verschwindet, womit die Behauptung bewiesen ist.

Bekanntlich kann man beziiglich £ jede totalstetige Funktion
differenzieren, wenn fiir dass System R der Vitalisehe Uber-
deckungssatz gilt. Aus diesem muss also die Bedingung (14)
folgen. Unser Notwendigkeitsbeweis zeigt nun gerade, dass das
System R dem Vitalischen Satze nicht gentigen kann, wenn (14)
nicht erfiillt ist. Von den beim Beweise verwandten Mengen o zieht
sich niimlich auf fast jeden Punkt von W eine Teilfolge zusammen.
Trotzdem: Wie man auch abz#hlbar viele paarweise fremde unter
den ¢ herausgreift, stets hat ihre Vereinigungsmenge hdchstens das
Mass 2/3. Es seien ¢® irgend welche fremde unter den Mengen g,
als deren Vereinigungsmenge s” definiert ist. Fiir sie gilt (15),
woraus nach (16)

m (29’)=2’m(e")<22'a?-m(e”n7)<2a7-m(u?) <

1
<z’ m(s”)
folgt. Dieselbe Abschitzung gilt fur jedes System der Mengen ¢ in
irgend einem s, Fiir ein beliebiges System von fremden Mengen ¢

gilt also
1
"(39<TEIn0 - 353

Der Umweg tiber den Vitalischen Satz zum Nachweis von (14)
ist jedoch nicht erforderlich. Denn man sieht sehr leicht:

Wenn ¢ eine Menge des Systems R ist, d(g) ihr Durchmesser,
Sferner U(g) die Menge aller Punkte, deren Abstand von ¢ Kkleiner
als 2+ d(g) ist, und wenn

m(U(e))
(20) e <P
gilt wo B eine von ¢ unabhingige Zahl bedeutet, so geniigt das System R
der Bedingung (14). Solche Systeme bilden z. B. die Kugeln, die
Wiirfel und ferner alle rechtwinklingen Parallelepipede,
bei denen die Verhultnisse der Kantenlingen be-
schrinkt sind.

icm
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Es sei s die wie oben definierte Vereinigungsmenge der ¢ mit (13).
Wir beweisen, dass (14) mit C= g erfiillt ist, wobei wir eine auch
beim iiblichen Beweis des Vitalischen Satzes vorkommende Idee
benutzen. Aus den g, welche s bilden, wihlen wir eine Folge of, 0s,.--,
welche s tiberdeckt. Wir setzen ¢, = ¢;, und bezeichnen mit ¢, das
evste ¢, der Folge, das nicht in U(g,) enthalten ist. Allgemein sei

0,41 das erste g; der Folge ¢;, das nicht in 3 U(p,) enthalten ist.
v=l

So erhalten wir eine Folge U(g,), deren Vereinigungsmenge s tiber-
deckt, Aus dieser Folge denken wir uns jedes U(g,) bereits gestri-
chen, das ganz in einem anderen enthalten ist. Dann sind die ¢¥
prarweise fremd. Denn fir n>m enthilt g, einen Punkt ausserhalb
von U(p,). Hitte es einen Punkt P mit ¢, gemeinsam, so wire
d(0,) = 2 - d(0,). Daher enthielte U(p,) alle Punkte, die von P um
weniger als 4.d(g,) entfernt sind; ein Punkt von U(g,) hat aber
von P hochstens den Abstand 3.d(p,), und es wire U(0,)C Ulg,).
Daher ist :

n( o) =3 mie) >3 FnUe)>5m( 3 Ule) =5 mi

Andrerseits ist wegen (13) und der Fremdheit der o;

)<y Ya, mene)< Y a,mx),

m(s)<p Y a,-m(x,)

womit

bewiesen ist.

Wenn die Beziehung (14) ftr ein System R nicht gilt, so lasst
sich das im allgemeinen noch leichter feststellen, z. B. unmittelbar
for das System der achsenparallelen Rechtecke der Ebene.
Bedeutet W ein achsenparalleles Quadrat, so ist fiir dieses System

m(oy (W) =(4n-logn+ 1) m(W).

(14) ist also schon fir », =W, ay=mn, x,=0 fur » > 1, nicht
erfiillt 15).

1) Damit ist nochmals gezeigt, daes fir die achsenparallelen Rechtecke der
Vitaliche Satz nicht gilt.
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Man kann also die unbestimmien Integrale nicht beschrinkier
Funktionen im allgemeinen nach achsenparallelen Rechtecken micht
differenzieren, oder, anders ausgedrtickt: Ftr die Funktion

P = [ 760 asan

braucht, wenn f(z,y) nicht beschrinkt ist, die zweite gemischte
Ableitung f,,,, im Sinne des Doppellimes nicht zu existieren.

Zusatz bei der Korrektur.

Nach Vollendung der Arbeit bemerken wir, dass einige Behaup-
tungen der Einleitung durch das neue Buch von S. Saks: Théo-
rie de VIntégrale, Warszawa 1933, iberholt sind. Der Dichtesatz
fur das System der Intervalle warde bereits von Herrn Saks be-
wiesen (vgl. S. 231 f). Ferner hat Herr Saks dort auch schon be-
merkt, dass die Integrale iiber unbeschrinkte Integranden nach
Intervallen nicht differenzierbar zu sein brauchen; wir verdanken
einen Beweis und eine, auf dem Begriff der Baireschen Kategorien
beruhende, Verschirfung dieser Behauptung einer freundlichen brief-
lichen Mitteilung von Herrn Saks. Schliesslich sei erwihnt, dass
man nach einer Bemerkung von O. Nik o d ym bereits aus einem, zu
anderen Zwecken konstruierten Beispiel von A.Zygmund schliessen
kann, dass der Dichtesatz fiir das System aller Rechtecke der Ebene
nicht gilt. (vgl. S. 232 des zitierten Buches).

Kopenhagen, den 30. XI, 1933,

icm

Remark on the differentiability of the Lesbesgue
indefinite integral.

By
S. Saks (Warszawa).

1. If f(x,y) is a summable funetion of two variables then, by
the well known theorem of Lebesgue, at almost every point (w,y)

we have
. 1 *
o%g.—]»o measof/fdx dy

[4

where ¢ denotes an arbitrary square containing the point (z,y).
Under the additional assumption that f{z,y) is a bounded function
it has been recently proved ) that this theorem holds again if the
square ¢ is replaced by an interval i. e. by a rectangle with sides
parallel to the axis. However, this generalization of the Lebesgue
theorem is not true for unbounded functions as it has been shown
by Busemann and Feller on the basis of a general eriterion concer- '
ning the differentiability of absolutely additive functions with respect
to given families of open sets, and as has been also mentioned else-
where by the author ). In connection with those results the following
theorem might be of some interest:

A. Let £ be the space of the functions f(z,y) summable over the
square S==[0,1;0,1] (with the ordinary norm | f]= { S| f(w,y)| de dy).

1y See F. Riesz, Sur les points de densité au sens fort, this volume,
pp. 221—225; Busemann und Feller, Zur Differentiation des Lebesguesche
Integrale, ibid., pp. 226—256; Baks, Thdorie de Vintdgrale (Monografje Mate-
matyczne), Warszawa, 1933, p. 232,

) Busemann und Feller, L c.; Saks, L ¢, p. 232.

Fundamenta Mathematicne T. XXIL 17


Yakuza




