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Soit 071 = (n,, Ms,..., M, 4): on a évidemment
8) Xop1=3 oy
n=1

De (3) résulte tout de suite qu'il existe un indice > %, tel
que Xa’gC.Xa;—l, done

@ X,y CA.
Posons
(5) 0=2X P’
ce sera évidemment un intervalle et, d’aprds (4), nous avons
sC A

Or, les ensembles Xop (k=1,2,8,...) étant disjoints, on trouve
sans peine, d’aprés (B) et »> k,: '

6(Xa{’ + XO'{ +- --+Xaf)== 0,
done, d’aprés (1): ’
O(df +A5+ ...+ 47) =0,
ce qui donne, d’aprés (2):
Qd=0.

Nous avons ainsi démontré que tout intervalle 4 (contenu dans
(0,1)) contient un intervalle d, tel que @6 =10. L’ensemble Q est
donc non dense. Or, @ est évidemment un sous-ensemble de I:
de la propriété de l'ensemble L résulte done que I'ensemble ¢ est
au plus dénombrable.

L'ensemble (2) est done au plus dénombrable et la propriété 30
est établie.

Notre assertion est ainsi démontrée.

Or, on connait trois autres théorémes dont op sait démontrer
sans faire appel & Ihypothése du continu qu'ils sont équivalents au
théoréme T' (parmi eux le théoréme qu'il existe une suite infinie
de fonctions f,(x)(n =1, 2,...) définies pour 0 <21 qui eonverge
non uniformément sur tout emsemble non dénombrable) 1): tous ces
théorémes résultent donc sans laide de Ihypothése du continu de
I'hypothése quiil existe un ensemble L de M. Lusin.

- 1 S Banach et C. Kuratowski, Fund, Math. t. XIV, p. 131; W. Sier-
pifski, Fund. Math. t. XIV, p. 277 ss. et Studic Mathematice t, IV, p. 15 ss.
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Sur le rapport des ensembles de M. Lusin a la
Théorie générale des ensembles.

Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

D'aprés un théoréme important de M. Lusin *), lhypothése du
continu implique l'existence d’'un ensemble L de puissance du continu,
situé dans l'espace des nombres irrationnels et jouissant de la pro-
priété v suivante: chaque sous-ensemble non-dense de L est dénombrable
(ou fini). Dans les notes précédentes de MM. Sierpirski et
Szpilrajn?) le lecteur trouvera des rapports intéressants de la
propriété » au probléme de la mesure, ainsi qu'd certains autres
problémes de la Théorie générale des ensembles et des fonctions.

Dans le méme ordre d'idées je vais démontrer que le théoréme
topologique de V'existence des ensembles de puissance ¢ & propriété »
équivaut & un énoneé de la Théorie générale des ensembles, analogue
4 un théoréme considéré dans le probléme de la mesure 3).

1. Soit © une famille de suites finies d’entiers positifs. Nous
dirons que & est une famille compléte, si quelle que soit la suite
d’entiers positifs m,,..., m, (appartenant & & ou non), il existe dans ©

une suite #g,..., My, Mepyy.., My, OL 1 =E.
z étant un nombre irrationnel de Vintervalle 01, désignons par
]-js"—l—l %z—l + %—} ... son développement en fraction continue. Soit N;

Vensemble des 3 tels que 3*=~Fk Soit N I'ensemble de tous les 3

1) C. R. Paris, t. 168 (1914), p. 12539.

%) Cf. aussi W. Sierpinski, Hypothise du continu, Coll. Monografje Mate-
matyezne t. 1V, Warszawa—Lwéw 1934, p. 36.

%) Voir la note de M. Banach et moi, Fund. Math, 14, p. 128, théor. IL
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(ou, ce qui revient au méme, I'ensemble des suites infinies d’entiers
positifs).

Lemme. Etant donné un ensemble G ouvert dans Uespace N et &
désignant la famille des suites m,,...,n, telles que N +... ‘Nz C @,
la condition nécessaire et suffisante pour que Vensemble G soit dense
dans N est que le systéme @ soit complet.

En effet, G étant dense et ..., m,, étant une suite finie arbi-
traire, Pensemble Ny+...oN; « G est ouvert et non vide, car les
ensembles Nj sont ouverts. Done, pour ! suffisamment grand, il

existe une suite my,y,..., m, telle que
N},,-...-N,f,h‘N,ﬁ:il-...-N,,‘,,CN,,‘,lc...-N,ﬁk- GC G
Par conséquent la suite my,..., my,..., m appartient & &, ce

qui prouve que la famille & est compléte.

Inversement, si l'on suppose que la famille & est compléte, on
a G-N,-...-N} == 0, quel que soit la suite #,,...,n,. Or 3 étant
un élément arbitraire de N, Pensemble N3-..... N}, est — pour £
suffisamment grand — aussi petit qu'on le veut. I'ensemble G est
done dense dans N. Le lemme se trouve ainsi établi. Il en résulte,
en outre, que G étant un ensemble ouvert arbitraire, on a

) G=J Ni-..-Ni,

la sommation étant étendue & tous les systémes #,...., n, appar-
tenant 3 ©.

2. Théoréme. Lexistence dun ensemble L de puissance ¢ et
& propriété v équivaut & lexistence d'um ensemble B de puissance ¢
et d'une double suite &ensembles {43} telle que

199 BE= Al 45 +..., quel que soft i,
20 4;- Ai=0 pour k1,
8% pour chagque famille compléte &, on a

@) E— YAl <,

la sommation étant étendue (comme auparavant) auz systimes ny...., n,
appartenant ¢ S,

&

Démonstration. 1. L’ensemble I CN jouissant de la pro-
priété », posons E=L et 4=1 - Ni.
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Les conditions 1° et 2° résultent respectivement des formules
évidentes: N = N{4 Ni--... et N}- Nf=0.

Passons & la condition 3% & étant une famille compléte, consi-
dérons l'emsemble ouvert G satisfaisant a Dégalité (1). D’aprés le
lemme, cet ensemble est dense dans N, car la famille des suites
fiy,..e, 7 telles que N3-.... Ni C G contient évidemment la famille .

La propriété » implique done que L — G <, et comme

E—Y ahe-dly=L—L- YN . Ny=L—6,

la condition 3° en résulte. :

2. £ étant un ensembie de la puissunce ¢ et {4} étant unme
double suite d'ensembles satisfaisant anx conditions 1°—3°, dési-
gnons par L Densemble des nombres irrationnels 3 tels que
Ay A%....F0.

z étant un élément de E, & chaque i correspond un et un seul
indice % tel que x ¢ AL (selon 1° et 29). Autrement dit, & chaque =
correspond un nombre irrationnel 3, tel que xeA;, -A‘“;gn.. On
vérifie facilement les équivalences suivantes:

(3) (el)=(3:¢L) @) (@ed)=(3=k=(GeN)

G étant un ensemble ouvert et dense dans N, la famille & qui
lui correspond est compléte. L'inégalité (2) est done remplie. On a,
d’autre part, selon (1) et (4):

(3,5G)E{5,62N,¢.....N,':}E{MZ‘A}“-...-A:k},
d'ott en vertu de (3): [ {5.e(L— @) =E—34,..... 45,

L’inégalité évidente L — & << K {35.¢ (L — @)} implique done

en raison de (2) que I'ensemble L jouit de la propriété ».

Reste & démontrer que L =c. En vertu de (3) il suffit & ce
but de prouver que, pour y fixe, l'ensemble des z tels que 3, =y
est au plus dénombrable; autrement dit, que

®) AL VAL
Or, d’aprés 1° et 20:

L, =FE— JHCE— &,

kydn;
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et, en posant m;==n, 4 1, il vient

A}u.Ais""CE_ (Ailm+A?m+"‘)‘

Nous allons démontrer que

® E— (A £ )<,

quelle que soit la suite my, m,,... (Cette inégalité, qui implique
I'inégalité (5), présente un certain intérét intrinséque).

Désignons & ce but par & la famille de toutes les suites de la
forme 7,..., 4y, My, la suite infinie {m,} étant donnée en avance.
La famille © étant évidemment ecompléte, la formule (2) et lin-

clusion A ..... A} . 4} (C A%, entrafnent

E—ZA,':,,g E-2A},-...-Af:1-z[,‘5,k<x0,

la deuxiéme sommation s'étendant aux suites Z,,..., %, 7, appar-
tenant & &. :

Reconnaissance du droit d’auteur.
Par

Edward Szpilrajn (Varsovie).

Je m’empresse de reconnaitre que le résultat établi dans ma
Remarque sur la dérivée syméirigue [Fundamenta Mathematicae 21
(1933), pp. 226—228] n'est pas nouveaun: il est contenu dans
un théoréme démontré par M. Bohu’ Jurek dans son mémoire
Sur la dérivabilité des fonctions discontinues [Mémoires de la Société
Royale des Seiences de Bohéme, Cl. des Sciences, 1931, N° XXVII,
théoréme 3, p. 3].

Je remercie vivement M. V. Jarnik d’avoir attirer mon attention
sur cette eoincidence.
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