Uber einen topologischen Satz von A. Ostrowski.
Von

Stefan Straszewicz (Warszawa).

In einer vor kurzem erschienenen Abhandlung?) gibt Herr

A. Ostrowski eine vom Standpunkte der modernen Prizision
notwendige Vervollstindigung des ersten Gauss’schen Beweises des
Fundamentalsatzes der Algebra, indem er einen Satz tiher die Menge
der Nullstellen einer reellen stetigen Funktion der komplexen Ver-
#nderlichen 2 beweist, der als topologischer Kern des Gauss’schen
Beweises erscheint.

Verwendet man einige grundlegende Begriffe und Sutze, die

sich auf Schnitte in der Ebene beziehen, so lisst sich der betreffende:

Satz auf eine sehr einfache Weise begriinden. Dies soll im Folgen-
den mitgeteilt werden,

Die erwihnten Hilfsmittel kénnen wie folgt zusammengefasst
werden.

Versteht man unter einem ebenen Bereiche die Summe einer
einfachen geschlossenen Kurve und eines von ihr bestimmten Ge-
bietes so sagen wir, die abgeschlossene Menge J/ ist ein Schnitt
im Bereiche K zwischen den Punkten a und 5 von K, oder sie
trennt ¢ und b in X, wenn K — M keinen einfachen Bogen (Weg)
mit den Endpunkten @ und b enthéilt. M trennt die beiden Mengen
ACK und B(C K, falls sie jeden Punkt ae d von jedem Punkte
b e B trennt. Die Eigenschaf einer abgeschlossenen Menge ein Schnitt

zwischen a und b in K zu sein, istinduzibel d. h. wenn sie jeder

Menge einer absteigenden Folge von abgeschlossenen Mengen zu-
kommt, so kommt sie auch deren Durchschnitte zu, Folglich enth#lt

) A, Ostrowski, Uber Nullatellen stetiger Funktionen zweier Variabeln. Crelle's:
Journal 170 (1933) S. 83—94.
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ein Schnitt M zwischen @ und & in K nach dem Brouwer'schen
Reduktionssatze %) stets einen irreduziblen Schnitt zwischen a
und b in K, d. h. einen solchen, dessen keine echte Teilmenge diese
Kigenschaft besitat.

Eine beschrinkte abgeschlossene Punktmenge, die ein irreduzi-
bler Schnitt zwischen zwei Punkten eines Bereiches 1st, ist ein Kon-
tinuvum 3),

Dem zu beweisenden Satze kann fulgender Wortlaut gegeben
werden:

Es sejen:

1°. C eine einfache geschlossene Kurve in der Ebene; der Bereich
bestehend aus C und dem Inneren von C heisse K;

2% ay, as,..., @y, Punkle auf C in einem Umlaufungssinne von C
nwmeriert; die von diesen Punkten bestimmten offenen Inter-
valle von C heissen I, I,,,..., 1,,, wobei 1, den Punkt a, als
Endpunkt hat; ‘

8% M eine abgeschlossene Teilmenge von K die jedes Intervall L,
von jedem Intervall I,  (u,v=1,2,..., n) irennt.

Danr lassen sich die Punkte Qyy Qgs.eey Oy, i 1 fremde Poaare

(a0, ag) mit a==8 (mod. 2) derart einteilen, dass die Punkte desselben
Paares einem Teilkontinuum von M angehiren.

Beweis. Wir fiihren zunichst (wie dies auch Herr Ostrowski
tut) den Satz auf den Fall zuriick, wo die Intervalle J o mit M fremd
sind. Es gentigt zu diesem Zwecke C' durch eine andere geschlos-
sene Jordancurve C* zu ersetzen, welche durch die Punkte ay,y Ogypery oy,
geht und die Intervalle I, I,...., L, im Innern enth#lt. Dann erftil-
len C*, a,,a,....,a, und M die Voraussetzungen des Satzes. Es
sind dann nimlich je zwei Intervalle I3, und I3, , durch M in K*
getrennt. Denn wiren I3, und 7 _; in K* — M verbindbar, so wéren
es ersichtlich auch L, wd L, , in K— M.

Es sei also fiir das weitere M-I,=0 (=1, 2,...,2n) ange-
nommen.

Beim Beweise wird vollstindige Induktion angewandt.

1) n=1. Man nehme beliebig p ¢, und gel, an. Die abge--
schlossene und beschrinkte Menge M enthalt eiven irreduziblen

*) Brouwer. Proc. Acad. Amsterdam 14 (1911), vgl. Men ger Kurventheorie
1932, 8. 57.
%) Vgl. Straszewicw Fundamenta Math. 7 (1925) . 163.
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Sehnitt § zwischen p und ¢ in K. Die Menge S ist ein Kontinunm;
sie muss ferner sowchl @, als a, enthalten, weil sonst p mit ¢ in
K — S durch einen Teilhogen von C verbindbar wire. Damit ist
der Satz fir n=1 bewiesen.

2) # > 1. Wir nehmen die Richtigkeit des Satzes fiir alle #, <n an.

Es sind zwei Fille zu unterscheiden.

a) Unter den Intervallen I, gibt es solche, die durch M in K
nicht getrennt werden. Es gibt also einen Weg, der zwei Punkte
verschiedener Intervalle in K — M verbindet. Dieser Weg enthélt
sicher ein Sttiek I, das ebenfalls zwei Punkte p und ¢ verschiedener
Intervalle verbindet und abgesehen von diesen Endpunkten im In-
neren von C liegt. Die Indices der betreffenden Intervalle sind not-
wendig mod. 2 kongruent, es sei etwa p e I; und g e Ipin (0 < k<),
L zerlegt K in zwei Bereiche K; und K,, deren Rénder L als ge-
meinsamen Teil haben und C,, C, heissen mogen Die Bezeichnung
sei so gewshlt, dass C, die Punkie a, ay,..., ag nod G, die Punkte
Gaxis Gyaysse- - Gan eDthilt, Gleichzeitig wird M in M, = M K, und
M, = MK, zerlegt. Wie unmittelbar zu sehen ist, erftllen sowohl
Gy, Uy, Og,.nry Gagy My, als auch Gy Gopiy, Gaeqey-- s Qons M, die Vor-
aussetzungen des Satzes. Es geniigt zu bemerken, dass kein Punkt
von L mit keinem Punkte der Intervalle I, I,, I, in K, — M,
verbindbar ist, da dies sonst auch fiir eines dieser Intervalle und [,
entgegen der Voraussetzung gelten wiirde. Entsprechendes gilt fur
Ligase-os Iy, und L in K. Es ist aber die Anzahl der Teilpunkte a
auf jeder der Kurven Cy, C, héchstens 2% — 2. Der Annahme ge-
misss lassen sich die Punkte ay, a,,..., a,, einerseits, sowie die
Punkte @gpyr. Gagga,e-. . s, anderseits in fremde Paare (a,, ag) mit
a==f (mod. 2) einteilen, so dass jedes Paar einem Teilkontinuum
von M, bzw. von M, angehort. Daraus folgt die Behauptung des
Satzes.

b) Jedes I, wird von jedem I, (k3=1) in K durch M getrennt.
Ich behaupte, dass in diesem Falle simtliche Teilpunkte a,, ay,.., as.,
einem Teilkontinuum von M angehdren, was die Behauptung des
Satzes umfasst. Es gentigt dies fir zwei Nachbarpunkte, etwa fiir
-4, und ¢y nachzuweisen.

Wir verbinden @, und a, durch das Aussere von ¢ mit einem
einfachen Bogen L so, dass der offene Bogen C' — I, ins Innere der
einfachen geschlossenen Kurve C* — L 4 I, fillt. Es sei K*= C*
Inneres von C* I¥ = I,, I* = C* — I,. Die Intervalle I und I}¥*
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sind nun in K* doreh M getrennt. Denn es bildet ja C — I, einen
Schnitt in K* zwischen jedem Punktepaar pe ¥ und ¢el* Ein
M-freier Weg der p mit g in K* verbindet miisste also einen Teil-
bogen enthalten der ¢ mit einem Punkte von C— I, verbindet und
in K — M liegt entgegen der Vorausseizung,

Es sind somit fiir C* a;, a5, und M die Voraussetzungen des

Satzes erfiillt; nach dem unter 1) bewiesenen gibt es also ein Teil-
kontinuum von M dem o, und a, angehSren. Damit ist der Beweis

unseres Satzes beendet.
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