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W. Sierpinski.

En rapport avec un théoréme de M. §. Ruziewicz, M. Eilenberg a d4-
montré encore ?) la proposition suivante:

Pour qu'il existe pour toute fonction réelle f(p) définie sur un ensemble E3)
une fonction mesurable @ (x) telle que

o) =g,
ot p(p) est une. fonction réelle fixe, définie sur E, i faut et il sugfit que

1° 1 soit une fonction & valeurs distinctes,
2% ¢(E) jouisse de la propricte (P,).

La condition 2° pent donc &tre remplacée ici par la condition que |9 ()] =0.

1) L e, p. 96, Théoréms 3.
3 E peut éire un ensemble abstrait arbitraire,

I"Jber wesentlich unplittbare Kurven im drei-
dimensionalen Raume.

Yon

Ch. Chojnacki (Warszawa).

Es werden in der vorliegenden Arbeit einige Verschlingungs-
siitze ftir die lokal zusammenhingenden Kurven bewiesen. Simtliche
hier in Betracht kommende Kurven sind im euklidischen 3-dimen-
sionalen Raume zu verstehen. U. a. wird gezeigt (Satz II), dass jede
unabzihibare Klasse von lokal zusammenhingenden und wesentlich
unpldttbaren Kurven eine unabzihlbare Teilklasse enthilt, deren
je zwei Kurven miteinander- verschlungen sind '). Es wird im Ganzen
hauptstichlich von der scharfsinnigen Beweismethode von A.Flores¥)
Gebrauch gemacht.

Seien M und N zwei zu den zweien unplittharen Tetraeder-
kurven von C. Kuratowski$) homsomorphe Kurven, und zwar:

M die Vereinigung von 9 Strecken, welche die Punkte (—1, 0, 0),
0,0, 0) und (1,0, 0) mit den Punkten (0, —1,0), (—1,1,0) und
(1,1, 1) verbinden;

N die Vereinigung von 10 die Punkte (—1, 1, 0), (—1, —2, 0),
(1,—2,0), (1,1,1) und (0, 0, 1) verbindenden Strecken.

Die beiden Kurven sind in ihren simplizialen Zerlegungen in
obengenannte Strecken zu betrachten. Dementgprechend bezeichnen

1) Eine mir von Herrn B. Knaster mitgeteilte Vermutung.

3) A, Flores, Uber die Existenz n-dimensionaler Komplere, die nicht in
den Ry, einbettbar sind, Ergebnisse Menger's Kolloguiums, Heft 5, 8. 17—24
(Wien 1933).

3) C. Kuratowski, Sur le probléme des courbes gauches en Topologie,
Fund. Math. XV, (1930), 8. 272, Fig. 1 und 2.
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wir mit M,, bezw. mit N;, die Menge aller derjenigen Punkte
g==p' X p" des kartesischen Quadrats) M* von M (bezw. N2 von N),
deren ,Koordinaten“ p’ und p” in punkifremden Simplexen von M
(bezw. von N) liegen 3).

Fir jede hombomorphe Abbildung & von M (bezw. von N),
setzen wir

W (7) h(p)
o _hip P
@)=+ o) (7

wo a==(0,0.0) der Mittelpunkt der Einheitskugel, ¢=p' X p”
variabler Punkt von M; (bezw. von N,) ist und der Ausdruck

2

a-+t- be allgemein den Endpunkt des zum Vektor be parallel ver-
laufenden Vektors von der Linge ¢- ¢(b,c) bezeichnet, dessen Anfangs-
punkt im Punkte g liegt. Durch & wird also eine stetige Abbildung
von M, (bezw. N;) auf eine 2-dimensionale Sphire S bewirkt.
Nun ist die Menge M, (bezw. N,) definitionsgemdss ein Polyeder,
aus Rechtecken gebaut, die selbst kartesische Produkte gewisser
Streckenpaare aus M (bezw. aus N) darstellen. Indem man jeden
dieser Rechtecke @, — etwa mittels Verbindungsstrecken eines in-
neren Punktes ¢, mit den vier Eckpunkten — in Dreiecke zerlegt,
wird eine simpliziale Zerlegung des ganzen M; (bezw. N,) erhalten,
die diesen Polyeder als einen geometrischen Komplex zu behandeln
gestattet; ordnet man tiberdies jedem Simplexe der Zerlegung den
Koeffizient 1 zu, so wird M, (bezw. N,) zugleich zu einem alge-
braischen §) Komplex mod. 2. Beide Komplexe M, und N, siud
2-dimensionale 'Zyklen mod. 2 7). Infolgedessen kann der oben an-
gegebenen Abbildung 2 von M, (bezw. N;) auf die 2-dimensionale

%) Vgl z B. C. Kuratowski, Topologie I, Monografje Matematyczne,
Warszawa 1933, S, 7 u. 135.

8) Vgl. A. Flores, L. cit., 8. 18,

¢) Die sich auf Simplexe, Komplexe, Zyklen usw. bezichende Nomenklatur ist
in Cieser Arbeit nach P. Alexandroff, Einfachste Grundbegriffe der Topologie,
Berlin 1932, zu verstehen,

) A. Flores, 1 cit. Die ganze Beweisfilhrang von Herrn Flores betrifit
bloss den Komplex M, sie gilt aber auch fiir den Komplex N, weil die einzige zn
Grande gelegte Eigenschaft von M, die in den Beweisen von Herrn Flores
vorkommt, auch fiir N gilt. Diese Eigenschaft besteht darin, dass diejenigs 1-di-
mensionale Simpleze des Komplexes, dic 2u einem bestimmien 1-dimensionalen
Simplex desselben punktfremd sind, einen 1-dimensionalen Zyklus bilden.
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Sphére § eine Zahl o; zugeordnet werden, welche den Abbildungs-

grad von % mod. 2 %) bezeichnet. Diese Zahl wollen wir nun
abschiitzen,

Es ist unmittelbar zu bestitigen, dass die Projektion von M

_(bezw. von N) auf die xy-Ebene eine eineindeutige, mit Ausnahme

von 3, also von einer ungeraden Anzahl von Punktepaaren, ist,
die in 3 einzelne Punkte tibergehen. Andererseits, fihrt die Abbil-
dung k,, wo k, die Identitst bezeichnet, den Komplex M, (bezw. X;)
auf die Sphire S derartig tiber, dass dabei auf den Punkt (0, 0, 1)
von S eine endliche Anzahl x von Punkten von M, (bezw. von N;)
abgebildet wird, die lauter innere Puukte der Rechtecke Q; sind.
Durch passende Wahl der Punkte ¢: kann also erreicht werden,
dass sich alle u Urbilder von (0, 0, 1) in den Ioneren der Simplexe
von M, (bezw. von N,) befsnden. Da ihre Anzahl, wie bemerkt,
eine ungerade ist, so stellt es sich heraus, dass az=1. Nach
A. Flores’) gilt aber ap=a; fir je zwei homSomorphe Abbil-
dungen h, und %, von I/ (bezw. von N). Es gilt also allgemein

(1) az=1 fir beliebige auf M (bezw. auf N) erklirte Homio-
morphie h.

Eine Punktmenge A soll wesentlich unplitthar %) heissen, wenn
sie in plattbare (d. b. zu einer Teilmenge der Ebene homdomorphe)
Punktmengen nicht e-deformierbar ist. m. a. W. wenn es ein
€>0 gibt, derart dass bei jeder stetigen Abbildung [ von A, wo
e[z, flx)] < e fir alle ze 4 gilt, die Bildmenge f(4) eine unplitt-
bare ist.

Zwei Mengen 4 und B werden in dieser Arbeit miteinander ver-
schlungen heissen 1), wenn es keine stetige Funktion @t x) des
Paares ¢,z (nicht bloss der einzelnen Verinderlichen ¢ und 2!) gibt,
derart dass @(0,z)==x fur alle zeA -+ B gelte, dass sich ferner die
Bilder ¢ (1, 4) und @(1, B) auf einzelne Punkte pa4 und pg redu-

®) Im Binne der Definition von H. Hopf, Die Klassen der Abbildungen desr
n-dimensionalen Polyeder auf die n-dimensionale Sphire, Commentarii Matem,
Helvetici 5 (1938), 8. 40.

%) Vgl. 8. Mazurkiewicsz, Uber nicht plittbare Kurven, Fund. Math. XX
(1933), 8. 281.

1% im Sinne der symmetrischen Homotopieverschlingung, v. z. B, E. Pannwits,
Eine Elementargeometrische FEigenschaft von Verschlingungen und Knoten.
Math, Ann. 108 (1933), S. 633 Def. 1L
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zieren und, schliesslich, dass fir jedes 0<C¢<C1 die Bilder ¢ (2, 4)
und (¢, B) zueinander punktfremd seien. Ist bei einem gentigend
Kkleinen ¢> 0 die Verschlingung von 4 und B durch keine g-De-
formationen f, von 4 und fp von B auflssbar, so werden die Men-
gen 4 und B miteinander wesentlich verschlungen genannt. Unter den
miteinander verschlungenen Mengen sind also die punktfremden
stets wesentlich verschlungen,

Selbstverschlungen heisst nach A. Flores 11) eine Menge 4, wenn
es keine stetige Funktion @ (¢ x) des Paares {, x gibt, derart dass
@(0,2) =z fir alle ze¢A gelte, dass ferner ¢(1, A) aus einem
einzelnen Punkte p,. bestehe und schliesslich dass @ (4, 4) fur
0 <t<<1 zu A punktfremd sei.

Folgende Eigenschaft (E) einer Menge A wird tberdies in Be-
tracht gezogen %):

(E) Es gibt ein e>0 derart, dass keine 2wei sietige Funktionen
@, (t, %) und @,(t, z) des Paares t,x den Bedingungen geniigen:

10 @ (0,2) =@, (0,2) == fiir jedes zed,

20 @, (9, 4)=(p,) und @, (3 A)=(p;), wo p, und py einzelne
Punkte bezeichnen und 3 >0 ein Wert von 1t 1st,

30 aus o(2', ") > ¢ folgt @,(t,7')=F @.(t,2") fur je 2wei Punkie
' und 7 von A und O <CECI

Nun beweise ich:
(2) Ist A cine Menge von der Eigenschaft (E), so gtbt es ein

€ >0 derart, dass die & Deformationen von A zu lauter miteinander
wesentlich verschlungenen 1°) Mengen fiihren.

Beweis. Offenbar gentigt es zu zeigen, dass fur ein >0
etwa je zwei 7/2-Deformationen f; und f; von A miteinander
schlechthin verschlungene Bilder f,(4) und f,(4) ergeben, denn es
bleibt dann bloss £ =1/4 zu setzen. Wihlen wir also die Funk-
tionen f; und f, fest, setzen

@ olz fi@] <T/2> ez, fa(®)]

voraus und nehmen an, dass die Mengen £, (4) und £, (A4) miteinander
nicht verschlungen sind. Es gibt dann eine stetige Funktion ¢ (i, )

1) Vgl L cit, 8. 17,
13) Die Fomulierung dieser Eigenschaft verdanke ich Herrn S. Eilenberg.
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:{;a?.t dass <1 und wef, (4) + f3(4) ist, und zwei Punkte p, und p,
(1) (0, 2) = 2,
() PILAM]=(p) und ¢[1,£(4)]=(py),
(1v) A AN Ay AV ES
Wir setzen fir jedes x e A, wobei i=1, 2:
(v) e tr)=x41- xﬁ(x )y fir 0Ui<C 1
(v1) phR)=@li—1, fila)] fir 1<t<<2.

Aus (v) und (v1) ergibt sich nach (1) @;(0, ) ==z und nach (i)
(2, z) = (p,). Die Funktionen @,(f, %) gentigen folglich den Bedin-
gungen 1° und 2° (fir 9 =2) von (Z). Dabei sind die beiden
Funktionen stetig.

Schliesslich, zeigen wir, dass aus ¢ (,,2,)>>%, wo 2;,¢4 und
z, € A. die Ungleichung @, (f,2,) 3= @, (£, z,) folgt. Das Gegenteil
davon. kénnte in der Tat, wegen (v1) und (1v), nur fir 0<Ct<C1
stattinden. Dann aber ergibt sich aus

1< 0@, %) S o[y, @1 (f 20)] 4 091 (8, 21), 9oty 25)] +- 0, (1, 2, 23]

auf Grund von (v)

A Y [zhfl(zl)] Folotz), @, (t )] +e {xisﬂ ()],

und daraus wegen (1) 9 <%/2 + @ [§: (t, 71). 9 (t, 22)] + /g, 80 dass
elpi (b, @), pu (b, )] >0, d. b @, (f, =)=k 9, (¢, ) gilt. Somit ge-
niigen die Funktionen ¢, und ¢, auch der Bedingung 3° von (Z).

Die Existenz solcher Funktionen widerspricht aber der Eigen-
schaft (E) von 4, w. z. b. w.

(8) Ist K eine Kurve von der Eigenschafi (E), so ist K selbst-
verschlungen.

Beweis. Nehmen wir an, dass die Kurve K nicht selbstver-
schlungen ist.

Definitionsgemtiss gibt es also eine stetige Funktion ¢ (% z), wo
0<{t<Cl und z¢ K, sowie einen Punkt p,, derart dass ¢ (0, )==,
(1, K)=(p,) und dass K.g(t K)=0 fir 0 <t<C1 ist.
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Andererseits gibt es, da K (als Kurve) den Raum nicht zerschneidet,
eine stetige Funktion f(f), wo 1 <<#<C2, und einen Punkt

pynon-e @t K) fir 0<<i<1,

derart dass f(1)=(p,), f(2)==(p;) und dass f(f)non-e K ftir 1<t<2,
folglich also fir 1<<I<C2 gile.
Nun setzen wir:

ot z)=2 und @y (b x) = @(t, z) fir 0<<t<<1,
Pt 2)==x und @y (t, &) = f(2) fir 1<t
nt D) =gl —20) wd @b =f@=p fir 2<I<3

Die Existenz von Funktionen ¢, und @, mit solchen Eigen-

schaften ist aber, wie leicht ersichtlich, mit der Eigenschaft (Z)
von K unvereinbar.

Hilfssatz. Alle homiomorphe Bilder der Kurven M und N haben
die Eigenschaft (E).

Beweis. Sei & eine auf M erklirte Homsomorphie und ein
&> 0 derart vorgegeben, dass fiir jeden Punkt ¢ =p' X p” vou M,
(wo also p'eM und p”eM) die Ungleichung o[h(p’), h(p")] >
gelte.

Nehmen wir an, das Bild 2(M) habe die Eigenschaft (£) nicht.
Es gibt demnach ein $>>0, zwei Pankte p,, p, und zwei stetige
Funktionen g,[¢ k(p)], wo i=1,2, 0<Ct<C¥ und peM, mit den
Eigenschaften (vgl. 1°—3° 8. 138):

(vin) @:[0, b (p)] = k(p),
(v 9: [& A (p)} = (ps)

(1x) @1 (b (0] F o2, h(p")] fiir jeden Punkt q==p' X p"* von M,
und fir 0 <t 9

Setzen wir aber

>
>

@[t R ()] sty R(p")] ,
0{‘?1 {tl h(p')], Ps [t! h(p")]}

so ist die Funktion ¢ in bezug auf g eine stetige, denn nach (1x)
der Nenner ¢{g,[t, h(p")], @;[t, h(p"))} fur alle geM; positiv ist.

q’(t’ 9)=a+

icm
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Nach der Formel _(;'n) hatten wir (0, 9) ="%(g) und nach (vmm)
P9 =a+ . (’;:f ;D’) = const,, also a;==0, der auf S. 137 bewie-

senen Behauptung (1) zuwider.

Fur den Fall der Kurve N braucht man nur M <durch N zu
ersetzen,

Satz I. Alle wesentlich unplittbare lokal susammenhingende Kurven
haben die Eigenschaft (E).

Beweis. Ist K eine solche Kurve, so enthalt K zu M oder
zu N homdomorphe Teilkurven %), die aber, dem Hilfssatze. zufolge,
die Kigensachaft (Z) besitzen. Umsomehr hat also K diese Eigen-
schaft, w. z. b. w.

Nach C. Kuratowski *¢) enthalt jede lokale Baumkurve, die unplattbar ist,
ein von M oder von N homgomorphes Bild. Nach dem Hilfssatze ergibt sich darams
folgender ;

Satz I'. Alle unpldttbare lokale Baumkurven haben die Eigenschaft (E).

Der Satz I ergibt auf Grund von (2) und (3) die beiden fol-
genden Korollare:

Korollar 1. Zu jeder lokal zusammenhiingenden wesentlich un-
plittharen Kurve K gibt es e¢in £> 0 derart, dass je zwei durch
e-Deformationen  entstandene Bilder von K miteinander “verschiun
gen 1% sind.

Das Korollar 1 besagt also, dass jede lokal zusammenhingende
wesentlich unplétthare Kurve K mit sich selbst wesentlich ver-
schlungen ist (im Sinne der Definition der wesentlichen Verschlin-
gung, wenn in ihr 4 = B = K gesetzt wird).

Korollar 2. Jede lokal zusammenhingende wesentlich unplitthare
KRurve ist selbstverschlungen.

Satz II. Jede unabzihlbare Klasse & lokal zusammenhingerder
wesentlich unplittbarer Kurven enthilt eine unabzdhibare Teilklasse G
derselben, in der je zwei Kurven miteinander wesentlich verschlun-
gen 19 sind.

Beweils Offenbar kann angenommen werden, dass simtliche
zu & gehtrenden Kurven in der Einheitskugel G liegen. Nacl

13) Nach dem Satze von 8. Mazurkiewiez, I ait, Fund. Math XX, 8 281.
4) C, Kuratowski, I, cit, Fund. Math. XV, 8. 272, Fussnote !).
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dem unter 1%) zitierten Satze von S. Mazurkiewicz gibt es zu
jeder Kurve Ke® eine auf M oder auf N erklirte Homsomorphie R,
derart dass h (M) C K oder hg(N)(C K besteht. Seien Hy und H,
die Klassen dieser Homsomorphien. Wiren die beiden Klassen
abzithlbar, so ghbe es ein he Hy, bezw. he Hy, derart dass die
Menge %(M), bezw. h(N), in unabzihlbar vielen Kurven von §
enthalten sein miisste. Dann wiirden aber bereits in der aus diesen
Kurven bestehenden Teilklasse € von &, auf Grund des Hilfssatzes
und nach (2), je zwei Kurven miteinander wesentlich verschlungen.
Wir kéonen also annehmen, dass die Menge H), bezw. H,, eine
unabzshlbare ist. Der Raum G* (bezw. GV) stmtlicher stetiger
Abbildungen von M (bezw. von N) auf Teilmengen der Kugel ¢ 15),
in welchem H),, bezw. Hy, als dessen Teilmenge liegt, ist bekanntlich
separabel *%). Daher enthalt H,, bezw. Hy, als Teilmenge dieses
Raumes ein Verdichtungselement 7',

Dem Hilfssatze und der Behauptung (2) zufolge gibt es ein
€ > 0 derart, dass je zwei e-Deformationen der Kurve A'(M), bezw.
K (N), miteinander wesentlich verschlungene Bilder ergeben. Sei €
die aus denjenigen Kurven K bestehende Teilklasse von K, fur
welche ke Hy (bezw. Hy) und ¢ (hg, #') << gilt, Da &' ein Ver-
dichtungselement von H, (bezw. von Hy) ist, so ist @ sicher un-
abzihlbar. Fir je zwei Kurven K, (i=1,2) von @ haben wir
0(hg, h') <& so dass die beiden Teilkurven hy (M), bezw. hy, (N),
von K, als eDeformationsbilder der Kurve A'(H), bezw. #'(N),
miteinander wesentlich verschlungen sind. Umsomehr sind die ganzen
Kurven K, miteinander wesentlich verschlungen, w. z b. w.

In gewissem Maasse kann der Satz II auch als ein riumlicher Analogon des
Moore'schen Satzes {iher das Verhalten von sogenannten Trioden auf der Ebens
angesehen wetden 7). Ubrigens lasst sich der Satz von R. L. Moore iiber die
Trioden direkt aus dem soeben bewiesemen BSatz II- erhalten, und zwar durch

Projezierang der auf den Zylindermengen dieser Trioden gezeichneten Kurven M
auf die Ebene, in der die Trioden liegen,

%) Fiir Bezeichnungsweise und Metrisierung dieses Raumes s, z. B, C. Kura-
towski, Topologie I, S. 199.

%) Vgl. M. Fréchet, Thése, Paris 1906, 8. 86 und K. Borsuk, Sur les
rétractes, Fund. Math. XVII (1981), S. 165.

) Vgl R. L. Moore, Concerning triods in the plane. .., Proceed. Nat. Acad.
of Sec., 14 (1928), 8. 85—88, sowie den verallgemeinerten Satz in Concerning
triodic-continua in the plane, Fund. Math, XIII (1929), 8. 261—263,

icm

On the differentiability of multiple integrals.
By
A. Zygmund (Wilno).

§ 1.

1. Let f(x,y) be a function of two variables, defined in the
square (8) 0Cr<C1, 0Cy<<1, and let

7= [ [fpazay
Q

where @Q(C S in an arbitrary rectangle with sides parallel to the axis.
Let Q(x,, 2o+ k3 yy, ¥+ k) denote the rectangle x, <z <Cx, + 2,
YoSY<<yo+ k. Itis well-known that for almost every (wz,, y,) in S
we have lim £(Q)|Q] = f(z, 4)7), Wwhere Q=0(z, Zo--h; 9o, YoH-k)
and k, k tend regularly to O, that is the ratios k/k and k/h are
bounded.

It has been recently proved by Saks that

(i) if f is bounded, the word ,regularly“ in the above theorem
may be omitted ) :

(ii) there exists an integrable (summable) f such that at
every point (z,, %) € S we have li;-; sup F(Q)]|Q| = -+ oo, where

Q = Q (%o, Zoth; Yo, %o-+k) ?).
The object of this paper is to generalize the first of these resu.lts
and to apply this generalization to the theory of double Fourier

1) We denote by |@| the measure of Q.

%) Seks, Théorie de Vintégrale, Monogr. Mat. II, Warszawa, 1933, p. 1—290,
esp. p. 231—232, See also: F. Riesz, Fund, Math, 22 (1934), 221—226; Busemann
u. Feller, ibid,, 226—256, esp. 242.

%) 8aks, Fand. Math, 22 (1934), p. 2567—261; also Busemannu, Feller,
L e., esp. 2483247,
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