Uber die Nicht-charakterisierbarkeit der Zahlen-
reihe mittels endlich .oder abzihlbar unendlich vie-
ler Aussagen mit ausschliesslich Zahlenvariablen.

Von
Th. Skolem (Bérgen, Norwegen).

Die Reihe der ganzen positiven Zahlen soll N heissen. Es soll
eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge M von wahren
Aussagen tber die Elemente von N gegeben sein. Diese Aussagen
haben einen ,Kern“, der dureh Konjunktion, Disjunktion und Ne-
gation von (Hleichungen oder Kleinerbeziehungen zwischen arithme-
tischen Funktionen gebildet ist); dabei bedeutet ,arithmetische
Funktion* eine Funktion endlich vieler Variablen derart, dass N
der Wertevorrat sowohl der Variablen wie der Funktion ist. Im
allgemeinsten Falle entsteht die volle Aussage aus dem Kern durch
logische Quantifizierung der Variablen, d. h, durch Anwendung von
nalle“ und ,es gibtY. Zuerst will ich aber den besonders einfachen
Fall betrachten, wo nur Allzeichen dem Kern vorangehen. Dann
kann man durch Weglassen der Allzeichen die Aussage mit ,wirk-
lichen“ oder ,freien“ Variablen aufschreiben, indem man sagt, dass
der Kern fiir belichige Werte der Variablen gilt. Eine solche mit
freien Variablen geschriebene Aussage nenne ich eine Formel, und
ich nehme also zuerst an, dass M eine Menge von lauter Formeln ist.

Beispiele fiir Formeln sind:

sty=y+s s+y+)=(e+y)+z sy=yz o(yz)=(vy)
2yt =zytos @<y+@=y)+(@>y)
@EFy)+@te=y+2) @z=y2)
EFNt+eFut@te=y+u zz=yu)

9 Vgl. L. Kalmar, Math, Ann, 108, 8. 467.
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Hier bedeutet nach Schrsder Nebeneinanderstellung von Aussagen
ihre Konjunktion, und das Zeichen - zwischen Aussagen bedeutet
ihre Disjunktion., Die beiden letzten Formeln schreibt man tbrigens
oft mit Hilfe des Implikationszeichens — so:

E=9)->@+s=y+2) @=y2)
(@=9) G=w)—> 2=y +u @z =yu)

Ich benutze in folgenden auch die Schréderschen Zeichen IT
und ¥ fur die Quantifikationen ,alle* und ,es gibt¥.

Die arithmetischen Funktionen, welche in den zu M gehtrenden
Aussagen vorkommen, bilden eine endliche oder abzihlbar unendliche
Menge M. Falls nicht schon alle nichtidentisch verschwindenden
Polynome endlich vieler Variablen mit nicht-negativen ganzzahligen
Koeffizienten. in M vorkommen, konnen sie hinzugefiigt werden;
dadurch bekommt ‘man eine Funktionenmenge M’, die abzithlbar
unendlich ist. Falls M’ nicht schon in bezug auf allerlei Ein-
setzungen abgeschlogsen ist, so kann sie durch allmshlige Ausfth-
rung aller moglichen Einsetzungen zu einer Menge M erweitert
werden, die derart abgeschlossen ist.

Wie leicht einzusehen ist, wird anch M abzshlbar unendlich,
Die in M vorkommenden Funktionen einer Variablen bilden eine
Menge M,. Die Elemente von M, seien

JAUN AU

Dass jede abzhblbare Funktionenmenge M, durch successive Ausfihrung aller
moglichen Einsetzungen zu einer in bezng auf Einsetzangen abgeschlossenen
abzithlbaren Menge M,, erweitert werden kann, ldsst sich leicht so zeigen: Es gibt
fiir jede Funktion in }, augenscheinlich nur eine abzihlbare Menge von Funktionen,
die durch einmalige Einsetzung darin von Funktionen in 3, ableitbar sind, Also
bildén alle neuen Funktionen mit denen in }/, zusammen eine abzihlbare Funktionen-
mengd M,. Werden daraus wieder alle durch einmalige Einsetsung herstellbaren
Funktionen gebildet, so liefern die neuen Funktionen darunter mit den Funktionen
in M, eine abzithlbare Menge M,. In derselben Art bekommt man weiter die
abzithibaren Mengen M,, M;,... Es sei M, die Vereinigungsmenge aller M,. Dann
ist bekanntlich anch M, abzihibar. Andererseits ist M, eine in besug auf Einsets-
ungen sbgeschlossene Funktionenmenge. Es sei nimlich F(z,,...,;) eine Fuoktion
in M,, und es werde statt einiger der x oder auch aller die in M, auftretenden
Funktionen F,, F,,... eingesetzt Dann kommen F, F, F,,... schon besw. in
M., My, M,,... vor und deshalb alle in My vor, Wenn m = max.(s, #,, n,,...)
ist, Dann kommt aber die durch die Einsetzung gebildete Fuonktion schon in Mp4a
vor und also sicher in M,
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Wie ich frither bewiesen habe '), gilt aber folgender Satz:

Satz 1. Wenn fi(), f2(t),... eine belicbige Folge arithmetischer
Funktionen sind, so gibt es eime monoton wachsende arithmetische
Funktion g(t), so dass es fiir jedes Paar (i, j) eine natirliche Zahl t,,
gibt derart, dass fir alle t>1,; entweder stels

Fig@®) < fig®) oder stets fig(H) =f;9(t) oder stets f,9(t) > f9(f)
bleibt.

Ich will hier den Satz in einer leicht genderten, vielleicht
etwas ibersichtlicheren, Art beweisen. Dabei schicke ich die Be-
merkung voraus, dass, wenn f;(f) und f,(t) zwei beliebige arithme-
tische Funktionen sind, so gibt es eine monoton wachsende Funk-
tion g(t) derart, dass fir alle*s dieselbe Beziehung <<, = oder >
zwischen fg(f) und f,g({) besteht. Denn die Elemente ¢ von N
verteilen sich in drei Klassen, je nachdem f£, (t) < f3(t), fi(t) =/a(%)
oder f,(t)> f;(t) ist, und in mindestens einer dieser drei Klassen
miissen unendlich viele Zahlen vorbanden sein. Diese unendlich
vielen Zahlen ksnnen aber als die Werte einer monoton wachsenden
arithmetischen Fanktion ¢(f) fiir ¢ = 1, 2.... dargestellt werden.

Jetzt betrachten wir die unendlich vielen Funktionen f;, f;,...
aus M. Hier kann man die Paare (7, j), i <j, aller Indizes in einer
einfach unendlichen Reihe ordnen, etwa s0, dass man sie zuerst
nach wachsenden Werten von i} ordnet und die mit derselben
Summe i+ ; nach wachsenden Werten von i ordnet. Dadurch be-
kommt man die Reihe:

@® (1,2) 1,3) (1,4), (2,8)(1,5), (2,4), (1,6), 2.5), (3,4), (1,7),..

Nach der vorausgeschickten Bemerkung, gibt es nun eine mo-
notén wachsende Funktion g,(f) derart, dass fur alle ¢ gilt

f1.91 ) Blﬁ 91(8),

wobei B, eines der drei Zeichen <<, —, > bedeutet. Ebenso gibt
es nach derselben Bemerkung, wenn man die Funktionen fi und £,
darin durch f, g, und f,9, ersetat, eine monoton wachsende Funk-
tion g, () derart, dass ftr alle ¢ gilt

S199:(0) B, f3 91 0:(D),

1) Uber die Unmoglichkeit siner vollstindigen Charakterisiernng ete. Norsk
mat, forenings skrifter, Serie II, 1938, 8. 73—74.
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wo B; wieder eines der Zeichen <, =, > bedeuntet. Weiter be-
kommt man pach derselben Bemerkung, wenn die Funktionen h

und f, darin hier durch f£ g, g, und £, g, gs ersetzt werden, eine
monoton wachsende Funktion g,(f) derart, dass

J1 9192 95 (2) By fi 91 95 95 (%)

fir alle ¢ gilt, wobei By entweder <, = oder > bedeutet. Das

nichste mal bekommt man in gleicher Art

s 9192 95 9.(8) B, 13 91 95 95 9.(8)
u. 8. w. Nun setze ich fur alle n
91 92 - gu(n) = g(n)

und behaupte, dass dann, wenn (j,j) dass n'* Paar in der Reihe (1)
ist, ftir alle {=n die Beziehung gilt:

@ fi19() B. f;9()
Man hat ja fur alle ¢
(3) ﬁgl 92 "'gu(t) Bnﬁgl gign(t)-
Setzt man hier speziell ¢=n, s0 bekommt man
(4) S:9(n) B, f;9(n).

Setzt man in (3) g4 gays- -+ gusa(t) statt ¢, so erkennt man, dass
fir alle £ gilt '
J19.9s- - Guts(®) Bafi91 93+ Gt (8),

und wird hier speziell ¢ = n -} h gesetzt, so bekommt man

®) fi9(n—+F) B, f;9(n+-h).
Wegen (4) und (5) gilt (2) fur alle { =n, wie behauptet wurde.
Nattirlich ist g(¢) monoton wachsend; denn es ist ja

gn+1)=9195-. Gu s (n+1) > g1 95 - .- gu(n) = g (),

wenn man bemerkt, dass g,,,(n-+1) > » sein muss da g,,, monoton
wichst. Hierdurch ist Satz 1 bewiesen.

" Diesen. Satz wenden wir jetzt an auf die Menge M,. Es. sei
also die monoton wachsende Funktion g(#) derart, dass, wenn f; (i)
und f(t) zwei beliebige Elemente von M, sind, so gilt fir alle i>2,,


Yakuza


154 Th. Skolem:

immer eine feste Grossenbeziehung zwischen f;g(f) und f; g (¢). Ich
benutze dies zur Definition einer linearen Anordnung aller Elemente
von M. Gilt nimlich fur alle ¢ > ¢;, die Beziehung f,g(t) B f;¢(d),
wo B entweder < oder = oder > bedeutet, so setze ich fir die
Elemente f; und f; von M,

fi B

Dass hierdurch eine lineare Anordnung von M, definiert ist,
ist leicht zu erkennen. Denn nach dem eben bewiesenen Satze gilt
fir jedes Paar (i, 7) eine und nur eine der drei Beziehungen

fl<f}) ﬂ_“:f.}r fi>ﬁ7

und man erkennt, dass aus f, < f}, f; =/, folgt f; <</fs, und ebenso
folgt f,=f, aus fi=f,, fi=/fs, wihrend f;> f; mit f; < f; gleich-
bedeutend ist. Hat man z. B. f; <f; und f; < f}, 8o heisst das, dass
tir alle ¢>¢,; bezw. >,

fig®<fig) und fig(t) < fug(t)

stattfindet, und daraus folgt fur alle ¢ > max (z,,, #,,)

Si9@) < fag ()

Die feste Beziehung, die fiir alle ¢>f,, zwischen f,g(f) und
Jfxg(#) stattfindet, ist also die Beziehung <.

Diese Reihe der Elemente von M, nenne ich N*. Es is leicht
zu sehen, dass N ein echtes Anfangssttick von N* bildet. Denn
unter den Elementen von N* kommen auch die ,Konstanten“ vor,
d. h. die Elemente von N. Ausserdem ist augenscheinlich 1 <7,
wo f beliebiges Element von N*, und zu jedem Element f(¢) von N*
gibt es ein unmittelbar grosseres ndmlich f(£) 4 1. Dass f<<f -1
ist in N* ist unmittelbar klar. Man kann aber auch nicht f<<h<C f+1
haben; denn das wtirde ja bedeuten, dass man fur alle hinreichend
grosse ¢ fg(t)<<hg() <fg(t) 41 hutte, was unmoglich ist. Infol-
gedessen fingt die Reihe N* mit den Elementen 1,2,3... von N an,
Andererseits ist das Element ¢ von N, d. h. die Funktion f() =t,
augenscheinlich grosser als jede Konstante d. h. jedes Element von N;
denn fg(#)=g(#) wachst ja ins unendliche mit #. Also bildet tat-
sichlich N ein echtes Anfangssttick von N*.

Nun kénnen die Elemente von M, die ja Funktionen innerhalb N
sind, auch als Funktionen in N* erklirt werden und zwar so, dass
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sie dabei ihre Bedeutung in N beibehalten. Diese Erweiterung der
Bedeutung jener Funktionen ergibt sich in der Tat ganz von selbst.
Es sei nimlich

(6) F(xl,xzx-"sxn)

-eine solche Funktion. Es seien ¢p1(t),...,(p,,(t) variable Elemente

von N*. So oft fiir ¢,,...,p, eine spezielle Wahl getroffen wird,

etwa fi,..., f,, 80 bekommt man durch Einsetzung von £, (2),..., ()
statt 2y,..., %, die Funktion

F(fi@),-.., o),
die wegen der Abgeschlossenheit von M in bezug auf Einsetzungen
wieder zu M gehort und also auch zu M, da ja bloss eine Variable ¢
auftritt. Das bedeutet aber: Fir jede Wahl der Werte der Varia-
blen ¢y,..., @, in N* stellt #(p,,..., p,) wieder ein Element von N*
dar. Hierdurch ist F' als Funktion von n Variablen innerhalh N*
erklirt. Es ist ausserdem klar, dass wenn man speziell fur g, (£),..., p,(f)
n Konstanten wahlt, etwa q,...,a,, so stellt F(a,,...,a,) wieder
eine Konstante dar, und diese Konstante ist eben der Wert in N
der Funktion F(zy,..., z,) fur die Werte a,,..., a, in N der Variablen
@3y, &, In dieser Weise ktnnen also wirklich die Funktionen (6)
in N auch als Funktionen in N* aufgefasst werden mit Beibehal-
tung ihrer Bedeutung in N /

Satz 2. Werden die Funktionen der Menge M wie angegeben
als Funktionen innerhaldb N* aufgefasst, so bleibt jede Formel der
Menge M auch giiltig innerhald N*,

Beweis: Eine beliebige Formel A der Menge M sei gegeben.
Sie ist aufgebaut mittels Konjunktion, Disjunktion und Negation
aus Beziehungen = und <. Nun gilt aber sowohl in N wie in N¥,
dass die Verneinung von z =y als die Disjunktion (z < y)-(¥ <=)
geschrieben werden kann und die Verneinung von z <y als die
Disjunktion (#=y) -+ (y <z). Infolgedessen kann die gegebene
Formel mittels Konjunktion und Disjunktion allein aus Bezie-
hungen = oder < aufgebant werden und zwar im ganz gleicher
Art in N* wie in N. Bekanntlich kann dann A geschrieben werden
in der Form ‘

(7) A1+Al+"'+Am)

wo jedes A, durch Konjunktion allein gebildet ist, etwa so:
(8) (-F'!,l (:81,..., xn) Bl,l Gl,t(“ir:’, xn)) . '(F mi.I(xly---s a:,,) Bu,,i Gm,.i(xw"’ wx)))
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wo jedes B,; entweder das Zeichen = oder das Zeichen < bedeutet.
Nach der Voraussetzung ist also 4 wahr fir eine beliebige Wahl
der Werte der Variablen #,,...,, in N. Es ist zu beweisen, dass
wenn &,,..., %, ersetzt werden durch n variable Elemente @, (t),.., @, (¢)
von N* g0 ist A wahr fur eine bellebige Wahl dieser Funktio-
nen @ in N*

Es sei nun f(f),...,/.(f) eine beliebige spezielle Wahl der va-
riablen Funktionen ¢,...,®,. Dann stellt jedes K, ,(f(f),...,/a(®)
ein spezielles Element von N* dar, das ich kirzer f,,(f) nenne;
ebenso nenne ich G,,(fi(¢),...,/x(#) Kkiirzer g,,(f). Nach dem oben
bemerkten gibt es nun emn Element #,;, von N derart, dass fir alle
t>1t,, eine feste Beziehung <, = oder > zwischen f,,¢() und
9.:9() bestehen bleibt. Nun sei 7' das Maximum der endlich vielen
Zablen ¢, Wird nun speziell ¢ = g(7-41) gesetzt, oder m. a. W.
T=Log(T+1), h=1,2,...,n, in (7) und (8), so ist 4 wahr,
d. 0. mindestens eine der Alternativen A4, ist wahr; es sei des-
halb 4, wahr.

Dann sind also alle Beziehungen

Jre9(T=41) B,.g,.9(T+1),

wahr. Da aber fiir alle » die Beziehung B, , festbleibt fur alle ¢>7
zwischen f,,g(t) und g,,g(¢), so steht das Element f,, von M, in
der Reihe N* iv der Beziechung B,, zu g,,, oder m. a. W. man hat
fir r=12...,m, :

Froa( i@ s fo®) Bro Gro(fi B s ful®)y

d. h. A, ist wahr ftr die spezielle Reihe f;... f, von n Elementen
aus N®, Also ist auch 4 wahr ftir diese Elementreihe. Da aber
diese Reihe eine beliebig gewihlte war, so ist tatsichlich 4 eine
wahre Formel auch in N*, Hierdurch ist Satz 2 bewiesen.

r=1,2,..,m,

Satz 3. Es sei M eine Menge von endlich oder abzihlbar un-
endlich vielen Aussagen dber die Elemente von N, wobei jetet auch
die Quantifikation nes gibt* vorkommt. Weiter habe M’ die Sriihere
Bedeutung. Es ist dann moglich durch Hinzufiigung neuer arithme-
tischer Funktionen, M* zu einer Menge M so 2u erweitern, dass mittels
der Funktionen in M" jede Aussage in M als eine Formel geschrieben
werden kann
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Beweis. Eine beliebige Aussage in M kann geschrieben werden
in der Form

Xm N

e d A By ey Tons Yiyeors Yns Zryeony 2oy Uggerey Ugy Viyenny Upyanly

wobei die ersten 3-Zeichen fehlen kdnnen (d. h. m =0), so dass
der Ausdruck mit [I-Zeichen anfingt. Diese Aussage ist aber mit
der folgenden gleichbedeutend: Es gibt gewisse Zahlen a,..., a,
und gewisse arithmetische Funktionen f; (1,..., Yu)y-vs fo(#1seey ¥n):

91 Y1y o3 Yny sy ey thgdyeiny Gr(Yare ey Yns Yage ey U)o

(10) A(a’h"" aﬂi’ !/w LA ym fl(yl)"') yn)r [R] fp(!ln- ey yn)i ulv"‘) ﬂ,,
91, uq).‘..‘., 9r(§ay-+e tgh--)

eine Formel ist, d h, fir beliechize Werte der freien Variablen
Yiyeres Yny UYgyery Ug-.. Wahr ist. Man kann nun solehe spezielle
Zahlen und arithmetische Funktionen gewshlt denken fur jede
Aussage in M. Dabei ist es nicht nttig das Auswahlprinzip zu
benutzen; denn es ist leicht fir alle wahren Aussagen eine eindeutig
bestimmte Wahl dieser speziellen Zahlen und arithmetischen Funk-
tionen zu definieren, Man setze nimlich zuerst

derart, dass

v A(Byyeeey By Y1veeey Yy Zraeees 2oy Upyoers Ugy Droeesy Uy = B( @100y Zar)

und ordne alle m-Tupel (x;,..., #,) der Elemente von N lexicogra-
phisch. Dann wihle man a,,..., 8 als daB erste (kleinste) m-Tupel,
fir das B wahr ist. Danach setzé man

vor A(@yyeey Gy Yy oy Yo 2130y Zpr Yayens Uy Oaren 0,.) = Cy Hyyer Yus 21)-

Dann ist also II...IT 2 Cy (4 Yu, 2,) Wahr. Hier kann man 2
Yp B

B4 . .
fur jedes n-Tupel y;,..., ¥» 80 klein als moglich ge.wﬁ.hlt denken
derart, dass C, wahr wird. Dadurch ist 2, als eine Funktion f; (y1, Ya)
eindeutig definiert. Weiter setze man
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z3 zp uny uq ¥ Vp
e A8y By Yageees ynafl{."/ly'“- Yn): Zayeery Zpy Ugyeeey Ugy Vpyensy Vpger) ==
= 02 (.‘/1,"': Yns 22)9
so dass also II...II 3 Cy(y,..., Yu» 2;) Wahr ist. Fiir jedes n-Tupel
N In =

Y1s---, ¥ kann man dann wieder z, so klein als méglich wihlen
derart, dass Cj(yy,..., ¥u 23) wahr ist. Hierdurch ist 2, als eine
Funktion f,(yy,...,¥,) definiert. Das nichste mal setze man

z EA sy m v
s B(@yes Oy Y1y Yy S1(G1ysY s o Yoy Zagery Zn Yyon s Drgey D)=
' =Ct(.’/u"'r?/m 23)

u. 8, w. Wenn alle 2 bestimmt sind als Funktionen von y,,..., 9,,
d0 setze man

S D Ay Gy 1y By Fillrreer Uaheoer SolGre s 9
n v,
Upgerey gy Vyyoeny Upyo o) == Di(Yayeeny Yuy Uayeooy Ugy By
Dann ist g...fg...luffl)l(yl,..., Yny Upy.nes Uy, U;) wahr

unq man kann o, ftr jedes (n—g)-Tupel y,,..., yu, %,..., %, 80
kl_em als moglich so whhlen, dass D (yy,..., Yy, th;,..., %, v,;) Wahr
wird. Dadureh ist v, eindeutig als eine Funktion g, (¥1,., ¥a, Uy %,)
defiiert. Danach setze man )

2...2..;14.(“1,..., L 1/1:-'--,.1/“ ji(.'hr"’ yn)"") fp(.’/lv“’ ?/n):
i3 Yr

Uy e i s
13 Uy Gy (Y1ve Yny Uy sy the)y gy V) = Dy {ylr"a Yny Ungeony Ugy Vy)

u. 8. Ww. Es ist klar, wie hierdurch fir jede Aussage in M eine
Wabl der Zablen a,,..., a, und der arithmetischen Funktionen
Jire-osSos $1y++r gry ... eindeutig bestimmt wird.

Werd(?n die in dieser Art definierten arithmetischen Funktionen
. M }'unzugefﬁgt, so kann jede Aussage (9) in M geschrieben
we?defm in der Form (10). Der Ausdruck (10) ist dann wahr fur
beliebige Werte der freien Variablen Yiyeory Yuy Uggeney Uyy. .. und
stellt also eine Formel dar. Hierdurch ist Satz ZZ’» ble,wie,se:. )
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Ein sebr einfaches illustrierendes Beispiel zu Satz 3 ist folgendes. Bekamntlich
ist die Kongruenz
2y=1 (mod 2z-+1)

loshar fiir alle # oder m, a. W,, die Aussags
IIT33Qy=0z+12z+4+1)

x y z
ist wahr, Fiir jedes « kson man aber y=x+41 und 2= 1 whhlen, d. b man
hat die Formel

2+ 1)=Qx41):141,

Sate 4, Es habe M und M’ dieselbe Bedeutung wie im vorker-
gehenden Satze. Dann gibt es eine geordnete Menge N*, von der N
ein echies Anfangsstiick ist derart, dass jede Aussage in M auch in N*
wahr ist bei einer gewissen Erweiterung der Bedeulung der Fumktionen
aus M', so dass sie Funkiionen in N* werden mit Beibehaliung ihrer
Bedeutung in N.

Beweis. Nach Satz 3 konnen wir M’ erweitern zu einer
Menge M’ derart, dass mit Hilfe der Funktionen in M” jede
Aussage in M als eine Formel geschrieben werden kann. Die Menge
dieser Formeln sei M. Nach der Vorbereitung zu Satz 2 oben kann
man dann eine Reihe N* bilden, von der N ein echtes Anfangs-
sttick ist, und eine Erweiterung der Bedeutung aller Funktionen
aus M" derart definieren, dass die letzteren Funktionen in N*
werden unter Beibehaltung ihrer Bedeutung in N; dabei bleiben
nach Satz 2 die Formelno in M’ noch giltig in N* Wenn aber
eine Formel wie (10) in N* giltig ist, so gilt offenbar auch die
Aussage (9); dabei kommen in (9) nur die erweiterten Funktionen
aus M’ vor. Augenscheinlich ist Satz 4 hierdurch schon bewiesen.

Aus dem Satze 4 folgt sofort, dass ein endliches oder abzihlbar
unendliches Aziomensystem, dessen Aziome Aussagen mit lauter Zahlen-
variablen sind, die Zahlenreihe nicht charakterisieren kann. Der Inhalt
des Satzes 4 kann ja so ausgedriickt werden: Endlich oder abzithibar
unendlich viele Aussagen mit lauter Individuenvariablen, die fuir
eine Reihe von Typus « gelten, kénnen nicht diese Reibe von ge-
wissen Reihen von hoherem Ordnungstypus unterscheiden. Aber
betrachtet man ein endliches Axiomensystem, worin hohere Varia
blen auftreten wie ,Satzfunktion“ oder ,Menge®, so werden nach
dem Lowenheimschen Satze bezw. einer Verallgemeinerung
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davon !) doch nur abzihlbar unendlich viele Aussagen iber die
Zahlen daraus ableitbar sein. Zine vollstindige Charakterisierung der
Zahlenreihe ist deshalb in keiner Weise moglich.

Besonders leicht erkennt man dies ftir die gewdhnlichen Axiomen-
systeme, die man aufstellt. Gewdhnlich stellt man rekursive Axiome
auf zur Konstruktion von arithmetischen Funktionen. Weiter hat
man die Axiome der Beziehung < . In allen diesen Axiomen kommen
nur Zahlenvariablen vor. Ausserdem stellt man zwei Axiome auf,
worin eine variable Satzfunktion auftritt, nimlich:

Prinzip der Gleichheit:

(x=1y) - (S(z) Z S(»)

Prinzip der vollstindigen Induktion:

@) JJ 8@ - S@+1)—> 5).

Aber die herstellbaren Satzfunktionen sind durch die fiinf logischen
Operationen aus Beziehungen < und = zwischen der arithmetischen
Funktionen gebildet. Da die konstruierbaren arithmetischen Funktio-
nen nattirlich alle abgezihlt werden kinnen, so wird das auch fir
die verschiedenen S(x) der Fall sein. Infolgedessen kann jedes der
beiden letzten Axiome aufgefasst werden als eine abzithlbare Menge
von Axiomen, wobei ein spezielles S(z) in jedem auftrit; diese
Axiome besitzen dann wieder ausschliesslich Zahlenvariablen. Nach
Satz 4 ist also die Zahlenreihe nur unvollstindig charakterisiert
durch alle diese Axiome,

Eine andere Sache ist es aber, dass die Zahlenreihe z. B. durch
die Peanoschen Axiome vollstindig charakterisiert ist, wenn man
den Begriff ,Menge“ oder ,Satzfunktion“ als etwas von vornherein
gegbbenes ansieht mit einer absoluten Bedeutung unabhingig von
allen Erzeugungiprinzipien oder Axiomen. Will man aber die Axio-
matik konsequent machen, so dass auch das Résonieren mit den
Mengen oder Satzfunktionen axiomatisiert wird, so ist also, wie wir

gesehen haben, die eindeutige oder vollstindige Charakterisierung
der Zahlenreihe unmoglich.

1) Vgl. Th. Skolem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen ete., Oslo Vid.
skademis skrifter, I, 1920, N°® 4.
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Man bemerkt, dass meine Beweise hier auf klassisch-mathema-
tisch-logischem Boden beruhen: besonders setzt der Beweis des
Satzes 1 das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten voraus, Man
konnte nun daran denken, die Uberlegungen so zu gestallten, dass
man sich von dem tertium non datur frei machte. Vielleicht gelingt
das auch; ich habe eine Idee davon, wie ich das versuchen soll.
Jedoch gehe ich hier nicht darauf ein, sondern behalte mir vor,
spiter darauf zuriickzukommen.

Bemerkung der Redaktion.

Die folgenden (mehr speziellen und unabhingigen) Ergebnisse,
die im J. 1927/28 an den von Hrn. A.Tarski (Universitit War-
schau) geleiteten Seminartibungen erhalten wurden, stehen im unmit-
telbaren Zusammenhange mit dem obigen Resultate von Hrn. Th.
Skolem.

1) H. A. Tarski hat darauf hingewiesen, dass die Menge der
Zuhlaussagen (— Aussagen mit lauter Individuenvariablen), in den
als konstantes Zeichen (ausser den logischen Zeichen, wie 'z B.
das Identititszeichen) — das Symbol der Ordnungsrelation ,< %
auftritt, und die fir den Ordnungstypus o erfullt sind — identisch
mit der entsprechenden Menge fiir den Typus o 4 (w* -+ w)-=
(z — ein beliebiger Ordnungstypus) ist.

2) H 8. Jaskowski hat bewiesen (im Anschluss auf eine
Arbeit von Hrn. M. Presburger: C. R. du I Congrés des Math.
des Pays Slaves, 1929, S. 92 und 395), dass die Menge der Zihl-
aussagen, in denen als konstante Zeichen (ausser den logischen Zei-
chen) die Symbole ,1% und ,--* auftreten, und die fiir den Bereich
der ganzen Zahlen erfiillt sind — identisch mit der entsprechenden
Menge fir den Bereich der Zahlen a - bi ist, wo a — ganze Zahlen,
b — rationale Zahlen durchliuft.

3. H. A. Tarski hat bewiesen, als Zusatz zum bekannten Satze
von Lowenheim-Skolem, dass fiir jede widerspuchsfreie Zshl-
aussagenmenge, die keine Interpretation im Endlichen besitzt, eine
Interpretation (nicht nur im Abzihlbar-Unendlichen, sondern auch)
im Unabzithlbar-Unendlichen existiert. Es folgt daraus, dass solche
Aussagenmengen nicht kategorisch sein konnen.
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