Sur quelques invariants des transformations
continues.

Par
Z. Waraszkiewicz (Varsovie).

I Introduction. En analysant de plus prés la famille de courbes
que j'ai construites pour donner la solution d'un probléme de
M. H. Hahn?), j’ai été amené & consider plusieurs propriétés de
ces courbes qui se transportent sur celles de leurs images (continues)
qui sont en méme temps leurs modéles (des transformations continues),
J'appelle ici ces propriétés invariants de continuité réciproque. L’ainsi
dit type de continuité £) en constitué un exemple trivial.

Or, les invariants en question donnent lieu & quelques théordmes
qui_permettent de les caractériser et les manier & I'aide des suites
d’entiers positifs.

On obtient, & titre d’applications, des exemples de familles for-
mées de courbes dites spirales & structure topologique particuliére-
ment simple?) et qui présentent, respectivement, les propriétés
sulvantes:

1°. Famille § de puissance 2% de ecourbes irréductibles entre
deux points & type de continuité incomparable deux & deux et sans
modéle commun.

2°. Famille 8" de puissance 2% de courbes réductibles, mais ,are-
wise connected“ 4), les autres propriétés restant les mémes.

1) Z, Waraszkiewicz, Sur un probléme de M, H. Hahn, Fund, Math, XXII,
p. 180—205. Jen emprunte ici la terminologie et les notations.

%) Cf. Sierpiriski, Fund. Math. XIV, p. 235.

3) surtout en comparaison avec celle des exemples antérieurs (cf.Z. Warasz-

kiewicz, Fund. Math. XVIII, p, 118—137 et N. Arongsajn, Fund. Math, XIX,
p. 119—142).

) an sens de M. G. T. Whyburn
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30, Suite (dénombrable) & de courbes dont les types de conti-
nuité décroissent.

4°, Suite (dénombrable) & de courbes & type de continuité in-
comparable deux & deux et qui sont des images continues d'une
seule spirale.

En outre, Yincomparabilité et lirréductibilité des courbes de la
famille & permet de construire d'une fagon effective 22 types in-
comparables de continuité.

Dans la suite, je vais désigner par I' la tamille de toutes les
spirales S, %) ol a={a,} est une suite d'entiers positifs et par S,
la courbe I+ C¢). Les numéros II et III contiennent des pro-
priétés auxiliaires qui complétent celles établiés dans ma note pré-
citée, consacrée au probléme de M. H. Hahn.

II. Suites d’entiers positifs. Je vais faire correspondre d'une
fagon univoque & chaque svite d’entiers positifs o une autre suite a,
non décroissante et qui sera dite sa & se.

Soit & ce but @=={a} une suite (d’entiers positifs) donnée. Si
la suite @ est croissante, je pose a@==a. Si elle n'est pas croissante,
il existe des entiers positifs i>>1 vérifiant l'inégalité a,<Smin(a;y, a,H):
Posous alors a; =a,, si a, > min (al, ay) et ay=a, — a4 a,, 8l
a,<<min (a,, a;). Les nombres a;, as,.. , a,_, étant définis, désignons
par i(n) le nombre des indices s<<{n —1 pour lesquels a; est une
somme alternée des éléments o; et posons

@ = { Qypmypn, S mMID (@t ins Baignynt2) < Boigaybntt
" Aainytn O2i(n)4n41 + az,(n)+n+z, si Agi(n) 441 <mln (am(n)+m am(n)+n+2)

.

La suite 7 (@)= {a}} est ainsi définie par induction. Soit enfin

re(@) =1, (raa(@)) powr n= 2,8,...

La suite 7,(a) = {a{”} est donc par définition de la forme

i, —1

@ o =Y (— 1" a,
§== i;")

z‘in)+3u' z’in)gi&n-{-l) pour k== ]_7 2,.‘. et n::l, 2,

5) voir men ouvrage précité p 188.
&) Ibid. p. 187, 4, (2).
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La formule (1) donne ainsi une décomposition de réduction ™) de

la suite a, de sorte que cette suite est pour tout n=1,2 ... up.

modéle de réduction”) de r,(a). Or, deux cas peuvent se présenter:
10, lim #f? =14, <+ oo pour k=1, 2.... Dans ce cas la suite AN

-1 . .
A =.E' (—1)a,, est évidlemment une suite réduite de a; en
Swmiy

méme temps elle est une suite croissante.

En effet, en vertu de 1° il existe pour tont k un indice m; tel que i =i
pour 8=1,2,...,k1 et #n>>n;. En vertu de la définition de ra(a) on a donc
los inégalités min(af”, a§$5)<a§'£1 pour #2>1y et £k, d'olt min (G, Tsga) < Tsyy;
cette inégalité se présentant pour tout s k-1 ot k étant arbitraire, on obtient
G < @p4q pour k=1,2,...

Je pose dans le cas considéré: @ = {g,).

20 On .a lim iﬁ‘".=+oo pour % suffisamment grands. Deux
alternatives sont encore & considérer: il existe un n tel que tous
les éléments af’ de la suite 7,(x) sont égaux deux i deux pour k
suffisamment grand; nous éerirons alors @ = {a{"} et enfin, dans

le cas ol un tel # n'existe pas, nous entenderons per base @ de a
la suite 400, + oo, + oo,...

Voiei quelques propriétés de la base ainsi définie:

1. La base est une suite réduite qui w'est pas véductible davantage.

En d’autres termes, @ coincide avee . En particulier, toute suite
croissante coincide avec la base. De plus, & I'univocité de cette
opération est liée la propriété snivante:

2. 8i v est une suite réduite de la suite U, ona v=_.

La démonstration de cette propriété cofncide, & modifications

faciles prés, avee celle dulemme du N° 5 de ma note cité de Fund.
Math, XXITI, p. 180—205,

8. @={a} étant In base Pune suite dentiers positifs a = {a}
e @ ={aP} celle de la suite a® ={a,s), il existe pour tout
k=12 ... deuz indices my et n, tels que Pon q

. a;_‘,.k=6‘)”‘.
pour tout i=1,2,. .,

") Ibid. p. 189, 5.
%) Ibid. p. 189, 5.
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4. {a} étant la base de {a} et g et h deux entiers non négatifs,
la base de la suite {ga,+ h} est la suite {ga,~h}.

b. Etant donnee une suite A= (4, L,..., 1) dentiers positifs
nétant pas modéle de réduction d'aucune suite composée d’mlz sctfl
élément, il existe parmi les suites réduites de A une suite ' = (l, L., 1)
telle que Uon a pour un indice k<<p

(x) <L < < ha<LEDhu>...>h.>1.

Pour démontrer ocette proposition, il suffit d'observer que la con-
dition nécessaire et suffisante pour que l'inégalité l;\<\n.nn (Z’T” lrys)
ne se présente pour aucun indice r est que l'on ait les inégalités (1)
pour un k<p.

Définition. Deux suites (d'entiers positifs) @ et f sont dites

incomparables, lorsque leurs bases {a} et {8} sont c;oissantes. et quil
existe pour tout ¢ et j naturels un % satisfaisant & la condition

Bryrrs — gy T)J-_HH — byrsr
Oipips — Bigr bjgrpr = Dy
III. Transformations des spirales en spirales. Nous allons

démontrer quelques propositions auxilaires concernant les transfor-
mations des spirales en spirales.

1. Si p={m} est un modéle de réduction de p=={n}, il existe
une fonction. continue f,, définie sur S, et telle que fw? (S = S,.
Si la base de p est la suite {-oo), il existe une fonction continue
Suco définie sur S, et telle que Suos(8,) = S

Eu effet, soit my,,..., my, 1 (oh k=1,2..)1la dé.composmor;
de réduction de u relative & »; posons k(1)=} et soit pour tou
p=1,2,... k(p) leplus grand indice tel que iy, <P ,

Désignons pour tout ze S,‘,”’:gmy(p_l) Qo 0 9) par f,,(x) le
point y de l'are g, wis—1 Za,men qui vérifie 'équation

1

e e . — 1)~ etrtm,_, +
o L (go, w1 ¥) = My pp— My 1 + ot =) g

+(_ l)p—:‘,‘(,,) ?)};L[qmu(""])x]’ ) 8i l',,(,,)<p7

% Ibid., p. 188, formules (10) et (11).
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ou bien I'équation

1 B 1 —— ..
57 L Go,um-1¥) = 57 Lo, - z), 8 Gy =p

11

[l
et posons pour tout point ze S, — 3 SP=C
p=l

f!m,(x) =limf, (=) ok ze S,‘f).
Xk—)x

Ainsi définie, la fonetion f,,(z) est manifestement continue et
transforme S, en §,. 7

Enfin, si @'={4 oo}, il suffit de désigner pour tout point z¢ §(
et p=12,.. par f,(z) le point y de S,— C=3* tel que

Lizpn=Y (—1y=m, + (—1¥ Lz p?)

Swl

et de poser pour tout point xe S, — 3t =C

Suw(@) = Um f (@) ok z,¢I
L=+

Comme conséquence immédiate de la définition de 7, , (et de f,..),
on obtient la proposition:

2. Etant donnée une chaine alternative gy = c,, ..., ¢; Sur un

are gTé de 8, 1), la suite f,,(c1). fun(Ce)yees f”,,,(c,) en est une sur
un arc qoq de S,; en outre si f=/{+ oo}, la suite Suoa(€2)s---s
fuolc:) est une chaine alternative sur un arc gy q"” de Si.

8. Etant donnée une chaine alternative {c;} d'ordre t sur un arc
0 9o Dune spirale S, ok u = {m} est une suite non décroissante avec

m <p, i existe un entier positif t,<(t tel que la suite {-21—77: L(c—,—r:,+1)},
ol i==1,2,..., &, est un modéle de réduction de la suite

Myy Myy.osy My,
ot r désigne le plus grand entier pour lequel w,(r) < p.

La proposition 6 (7), Fund. Math. XXII, p. 197 en est un cas

particulier od u={E(10'.x)}. Or, sa démonstration embrasse le
cas général.

1) Ibid,, p. 194, Définitions.
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4. Etant donnée ume fonction continue f(x) sur une spirale S,
ot @ ={a}, la condition ‘
) J8)=8CTI
entraine
1¢ f(C)==C;
si, en outre, @ = {4 oo}, la condition (1) entraine les deuxr suivantes:
20 f(lim ¢) =lim ¢,
im0 fooo
3% il existe quatre entiers non négatifs j, k, m et h et une suite
0" == {di} dentiers positifs, tels que (b} = {dey) (o {8} dé-
signe la base de 8) et que {d,,;} est un modele de réduction
de la suite {ga,- h} ol g coincide avec la valeur absolue du

grade brouwerten'') de la transformation f(z|C)?) de la cir-
conférence C en elle-méme.

Démonstration: Ad 1% On a
@ O (Sa—C)=0 oubien f~18,—C)(S,— C)=0,
car si l'on avait f~'(C)(S,—C) =078, — C)(S,—0), la
courbe S, serait ,arcwise connected“, puisque S, — C lest et par

suite f(S, — C) l'est aussi. Cependant S, est par définition non
,arcwise connected“. On montre d'une maniére analogue que

() f(S3—C)-C=0 ou bien f(S,—C)(S,—C)=0.

Or, si I'on avait f~*(S; — C) (S, — €)=0, Végalit¢ f~(C)+
+ /78— C)=C~+ 8, — C donnerait CC f7(§,— (), dou
8y — C(C f(C) et enfin, C étant un continu de condensation de Sy,
on aurait S;=f(0), ce qui est évidlemment impossible, puisque C
est localement connexe et S; ne Vest pas. On a done

() S8 — C) (8.— O=0,
et l'alternative (u) entraine
™ [Hece

1) Cf, L. E. J. Brouwer, Uber Abbildung von Muannigfaltigkeiten, Math,
Ann. 71,

13) f(x|C) est le symbole de M. F, Hausdorff. il désigne une fonction
définie sur C(C S4 et coincidant sur C avee f(x).

Fundamenta Mathematicae T. XXIIL. 12
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D'antre part, si Pon avait C—f*(C)==0, l'égalité f/(C)4
+ /(8 — C) =8, donnerait S71(8;—C)+ C=0, ce qui contredit ()
en raison de (1v). On a dome C—f7*(C)=0 et linclusion (v)
donne f-1(C)=0, ¢c. ¢. £. d.

Ad 29, Par suite de la continuité de f(x) I'égalité 111312 () =z, C13)
entratne lim p[ f(z)] = f(%). On en conclut qu'il existe une défor-

mation continue f* de f4) telle que I'on a

) S8 =5,
et .
(vm) p[f*(@)] =/*[p@)] pour tout point ze S,

Pour établir Végalité f(g,) =g, ol ¢, = Eim s, il suffit en verta
de (vm) de prouver que l'on a f*(g,)==g,. Supposons, par contre,
que I'on ait
(vin) S*(9.) F ga-

Cette inégalité monwre en raison dé (vi) que pour tout i=1,2..
le point f*(g, @) n'est pas une poinie de la spirale S;. Il en
résulte selon (vo) que pour chaque couple de points x et y appar-
tenant respectivement & S& et S+ 15)

(x) Pégalité L(gy o) =L(q.0y) entraine f*(@)=Ff*(y)

La transformation f*(x) consite donc & identifier les portions de

longueurs égales des ares SU et S¢V et qui aboutissent au point
Jouo constituant leur extrémité commune (ces portions seront trans-
formées ensuite en un arc de S; — C). Cette disparition de pointes
a pour effet lexistence sur S; d’une fonction continue f* telle que

(x) pour fout i =1, 2,.. et chaque couple de poinis x ¢ S(;') et ye Qe
L(g,z 0% = L(g,,,E oY) entraine f *(z) = f *(y).

13) pour la définition du symbole p(x) voir mon ouvrage précité, p. 187, 4.
14) Etant donnée une fonction f continue sur un ensemble 4, une fonction f* définie
sur A est dite déformation continue de f, &'l existe une fonction F(x,f) définie
pour xed et 0<<¢t<<1, continue par rapport aux deux variables (,f) prises
simultaaément et telle que
1° F(z, 0) = f(x),
90 F(z, 1) = f*(z) } pour xeA.
18) voir mon ouvrage précité, p. 188, formule (9).
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En effet, d’aprés III, 1 il suffit de poser pour tout z e S
SH@) =1*fE@)
(en vertu de (1x) cette équation ne donne lieu & ducune ambiguité).
Or, la suite {L(g,; () g3 +v)} étant non déeroissante, la condition (x)

entraine évidemment linclusion f*(g;)e C, contrairement & 4, 1°.
L'hypothése (vim) implique done une contradiction, e. q. f. d.

Ad 3° Désignons pour tout point x de la circonférence C par z’
le point de lintervalle [0,2x] tel que

L{g,z) = L([0, «)),

Vare ;;;7(: C étant compté dans le sens des 6 croissants ou dans
le sens opposé suivant que le grande de la transformation .f(x|C)
de C en soi est égal &4 |g ot & —g.

Etant donnée sur S,(C I' une fonction k(z) continue et telle
que h(S,) C I, soit @4(2) la fonction définie pour ' ¢[0, 27] par
les conditions: ,(x) est continue pour tout [0,27), @,(0)=0,
@u(x)==Vangle 8 4 27k qui correspond au point h(z). On a évidemment

(1) @/{(27) = 2mg.

-Nous avons remarqué au cours de la démonstration de 4, 2°
que la transformation f(z) peut étre supposée assujettie & la condition

p[f@)]=f[p@)] pour tout zes,

sans que la formule (1) cesse d’dtre vraie.

Dans le méme ordre d'idées il n'est pas difficile de montrer
qu'il existe sur S, une déformation continue f* de f qui, tout en
vérifiant les égalités (1) et (xm), présente en outre les propriétés
suivantes:

(xr)

(xu1) les maxima et les minima de la fonction @p.(x') sont de la
Sforme 2k o k=0, 4 1, + 2,... et la fonction @ (z) West
constante dans aucun intervalle partiel de [0, 27].

Nous allons montrer comment on peut réaliser la premieré des propriétés (xur),
la réalisation de la seconde ne comportant aucune difficultd.
On peut supposer que @y(x’) n'est constante dans aucun intervalle partiel de
[0, 27), puisque dans le cas contraire il suffirait de prende une déformation conve-
nable f/ de f telle que cette condition soit remplie pour @y (w).
12*
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Rangeons en une uite (g:} tous les points de l'intervalle [0,27] ol ¢s(x)

prend son maximum ou minimum qui n'est pas de la forme 27k Pour tout
i=1,2,... il existe donc un entier k;>>0 tel que

27 ke < l@/(gi')i < 27 (foi 4 1).
Soit. pour tout & natarel E.T/'; le plus grand arc partiel de [0.27] contenant &,

I
contenn dans [0, 22] — 35" y; et tel que l'on ait (pf(x;) = @y} = @; ot
s=1
27 k< |pi| <2m (k;+1). Soient respectivement {51(")}, {xs")} et {ysn)} les suites
de points d'intersection de Sy — C avec les génératrices 6 =0(§), 6 = 6(z) et
8= 0(y) du cone R ). Pour tout i et » on & done p(z{M)=uzx, et p(yW)=1y,,
d'ol selon (xm)

pAEM) =rf(=) =Fly) =2 &)

Comme, en ontre, p[ f(£()] = §‘:*= g,, et en verta de (xn) L[ flaM yi) < 2,

on obtient selon (xu) et 4, 2° pour tont m=1,2,... et 1=1,2,... I'égalité
f(zsn)) — f(yg"))_ On n'a donc qu'a poser
00 00 [ y—
fl@) pour zeS, — 2 Ty — Jx,y,
PP s
TEO=1 flaft) pour o ey
Slz) pour zezy,.
Soient 2nk,, 2nk,,..., 27k, , toutes les valeurs maxima et

minima que la fonction @ (x') prend & Dintérieur de Dlintervalle
[0, 27), lorsque o’ augmente de 0 & 27; posons:

) L=k, h=ki—kiy| o i=23,...,n,—1 e
1

lo= !155 Pe(27) — Fo s ]

On a en vertu de (x1)

ny

=1t =y

Ssm=1

(xv)

Ceci étant, désignons par @, (x) la fonetion continue pour xeS,—C,
donnée par les conditions: 1° @p.(g,) =0, 2° pour tout x ¢S, — C
D,.(x) = certaine détermination de angle 6[ f*(z)]. En vertu de (xn)

18) Ibid., p. 187, 4, formule (1).
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on a pour i=1,2,.,. et tout point zsg_,-§1+1c S,—C

m,*(x)={%[L(@+ Dpu(g), 56 Sign [grgua] = + 1,
@pe [ L(git1®)] + Prelgsya), 51 Sign[gigapy] =—117).

Ces formules montrent en particulier que pour tout i==1, 2,...
les valeurs maxima et minima que &,.(x) prend dans Pintérieur de
larc g gu, sont les mémes que celles de @.(x') dans lintérieur
de l'intervalle [0, 27]. Soient £, &P,..., £, les points ordonnés
linéairement (de lare g, g4, ou de lare g, g, suivant que
gign [¢;gua] =+ 1 ou bien —1), en lesquels la fonction Pj.(x)
prend ses valeurs extrémales 27k,,..., 27k, , respectivement. Ces
points sont bien déterminés d'aprés (xm). Deux cas peuvent se
présenter:

(8) no=1(mod 2). & (b) ny=0 (mod 2)

Envisageous d'abord le cas (a). Le congruence mg=1 (mod 2)
montre que les seuls points de la suite {g} ol Py.(x) est maximum
ou minimum sont les pointes de S,, c¢. A d. les points ¢, ( Ol
i==1,2,... Il en résulte que les seuls points de 'ensemble S,— C
ot @, (z) est maximum ou minimum sont ceux de la suite

£ = 0o =E"., &= {(I:Z-h Eno+1=§?)v"'» goa(l)[m—l]-i-l-_—Qn»a(i)’
Eoqmmrrra = §@a, ..

Il est évident que dans cette suite figurent des points que la

fonetion f*(x) transforme en gy; ils y sont, en outre, nécessairement

en nombre fini, car autrement on aurait C-.f~?(g,) =0, contraire-

ment & 4, 1° Soit &, celui de ces points dont lindice m est le
plus grand. D'aprés la définition des points & la suite

f*(gm)» f*(§m+1), ey f*(§m+p)
est pour tout p naturel une chaine alternative sur un are % ¢ de
8, —C. 8i = {63 == {4 oo}, on conclut done de III, 2 que la suite

750 (9) S 791 1 0 | SO /% 1 Il )

est une chaine alternative sur un are g, ¢, de Sz— C. Ceci se
présentant pour tout p, on en tire en vertu III, 3 et (xIv) que,
={d} désignant la suite

#1) Ibid., p. 194, Définitions,
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by by bty by by by bt byl Lo,

g}
a, "y —a, 41 termes

Vg bntssevy B Dugy Dpngeney gy 1y

a, my—a,~+1 termes

[ R R
ag; g — agi -+ 1 termes

by lyyeiis byyenny
021+]‘n0~—a21+1+1 termes
il existe un entier positif %' tel .que {d,,} est un modéle de réda-
ction de la suite f. Enfin on a en vertu de II, 1

{derd =8.
Si la base de § est {4 oo}, la suite

’ fﬁ,m [f* (fm)]s fﬁ,m[f*(gm-i-l)]: teey fp,ao[f*(fmﬁ'j)]

est une chaine alternative sur un are g, g, de S,— C et on en

conelut en vertu de la proposition 6 (1) de ma mnote citée de Fund,
Math. XXII, p. 194, quil existe un entier positif %’ tel que

T =+ o)

En vertu de IL 5 la suite 7, 4,..., l,, peut étre considérée

comme un modéle de réduction d'une autre suite Ly by..., L, on

0<<m—py=0 (mod 2) et qui satisfait pour un A, <Cp, aux
conditions:

(xv1)

(xvIr)

(v By pour i<ky—1 et b <<l pour j=k,,.., Po— 1.
La suite v
b &y by Lol by, Dy Lot by Ly 1,

'Pat
G, Po—-0y - | termes

r g . - .
O e o Ny AP
APy — a,~1 termes

est donc une suite réduite de {d). Designons la par {d}. En vertu

de II, 1. II, 8, (xv1) et (xvm), il existe deux entiers non négatifs j
ot k tels que

(xrx) {y = .

Nous allons maintenant définir une suite réduite y={g} de {d}}.
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Deux cas peuvent encore se présenter:

© k= 1 (mod 2). Posons alors pour abréger

Pt kg1

G= (— 1)l (— 1> J (=17,

s=0

(ce qui donmne évidemment G, = Gy =...); soient
g=1 pour j=1,2,... k—1

et pour tout i=1,2,...:

i L Po—ke—1
Jipre1 = 2 G+ b+ 2 (— ) e+ (— 1)m—‘n2 (—1F L,
s=1 s=1 S0
ou bien
a; -1 s -
. s—1 77
Gt =2 G’ + l;"+2 (— 1)5_1 l‘""‘" + (_ 1)%12 (— 1) ln
. Sl Sl sl

suivant que i =1 (mod 2) ou i =0 (mod 2).

(@) K, =0 (mod 2). Posons dans ce cas:

Po—ko ' k ,
G=F (— 1 g (— 1) 2‘ (— 1L

ient al
soient aiors gj'—'——l} pour ]=1’ 2,-.-;k0

et pour tout i=1,2,...

o ) Po—he
=2 G+lh+ J =1y l;.ﬂ+<~1)ﬂ-g(—1rr,ﬂ

sl $=0
ou bien

a 1 ke ,
Gutan ——-g &+ b+ %‘(— 1Y Gy - (— 1) 2 V4,

i i i = -2).
guivant que i==1 (mod 2) ou i==0 (mod ) _
Ces ff'lormules montrent en vertu de (xvur) que la suite y = {g}
ainsi définie est une suite réduite de {d;}. Les mémes formuAles en=
trainent en vertu de (xv) et (a) les égalités

Inerits == 90+ Ia
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ol x=—§{(—1) 1} et i=1,2,... Ainsi dans le cas (a) ou
n,=0 (mod 2) la proposition se trouve démontrée en vertu

de II, 4.

Reste 4 envisager le cas (b) od #,=0 (mod 2). Le raisonne-
ment analogue entraine dans ce cas l'existence de deux entiers non
négatifs j* et k* tel qu'en désignant par J* = {d¥} la suite

Zi" lél"‘) l{h’ ll" l;)"" l;.\"" l;, lz’j"" lpg}
: : a, p, termes
A IOV R N MR Lveory Ligenny
ayp, termes i
on ait
(xx) : {d%) = {banys)-

D’autre part un caleul analogue & celui employé pour montrer
que y est suite réduite de {d} prouve que Pon a

(xx1) soit {d¥,} soit {df .} est un modele de réduction de {ga,+ 1),

Les relations (xx) et (xx1) donnent la proposition 4, 3° dans le
dans le cas 7, =0 (mod 2), ec. q f d

5. Si la base de la suite @ est croissante, chaque transformation
continue f de la courbe S, en elle-méme est essentielle 1),

Cest un corollaire de la proposition 4. En effet, étant donnée
suite @ = {a;} croissante (donc identique avec sa base) et une trans-
formation f de la spirale S, en elle-méme, on a fHC)=C en
vertu de II, 4 1° et il suffit évidemment de prouver que la trans-
formation f(2|C) de la circonférence C en elle méme est essentielle.
Or, dans le cas contraire, il existerait d’aprés III, 4, 30 et II, 1
quatre entiers non négatifs j, &, m et kb et une suite d’entiers nen
négatifs {d} tels que {a,}={d,.} et {did=1{(h). 1l en résulte
en vertu de II, 3 que 4,=#A pour i suffisamment grand, contrai-
rement & la croissance de la suite a.

1V. L’indépendance des spirales. Etant donnée une famille ‘G
d’ensembles, deux ensembles . et B appartenant & G seront dits

%) pour la définition de cette notion voir p. ex, H. Hopf, Math. Ann. 104, p. 637.
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indépendants dans G, 8'il n'existe dans G aucun ensemble qui soit
un modéle & la fois de 4 et B. En particulier, les types de conti-
nuité d’ensembles indépendants sont incomparables.

Lemme. Si une spirale Sy est Pimage continue d’une spirale S,
il existe des entiers positifs j, k, g et h tels que

® —b,+,=g(‘1k+,+h pour i=1,2,..,
ot {G}=1a et {b}=240.

En effet, en vertu de III, 4, 3° et II, 1 il existe cing indices
J's 5y ¥, g et h et une suite d’entiers positifs {d;} tels que {d,,}=

= {bpys} et {dui}=1{ga,+A}. Or, il en résulte selon II, B et
II, 4 VYexistence d'indices j et k satisfaisant aux égalités (1).

Théoréme. Si deux suites § et 3 (dentiers positifs) sont in-
comparables, les spirales Sy et Sy sont indépendantes dans la famille I'.

Démonstration. Supposons, par contre, quil existe une
spirale S, qui soit un modéle & la fois de S, et S,. En vertu du
lemme, il existe huit entiers: j, k, g, h et j, ¥, ¢, I’ tels que
@  b=ghyu+h e

ce qui donne

bipy=9 T i+H pour i=12,...,

byywrpirs — bjpwrgin — bjerayiss — bj_'+k+t+1

= = - pour i==1,2,..,
bppwgirs — bpwrgs Bpatins — bjpass

contrairement & 'hypothése de lincomparabilité de 8 et §/, c. q. f d.

Exemples. Les suites {E(10'.z)} et {E(10’.y)} étant évidemment
incomparables pour chaque couple ==y de nombres réels dépassant 1,
le théoréme qui vient d’4tre établi entraine le corollaire suivant:

1. Aucune spirale de la famille &1°) nlest une image continue
d'aucune autre spirale de cette famille.

Etant donnée dans Yespace euclidien R, une courbe S, homéomorphe i une
spirale Sye 8, je désigne par q.,(S_’,;) ot qm(S:) les points de Sy qui correspondent
respectivement aux points g, et g, de S;. Considérons des courbes de la forme

1) qui désigne dans ma note la famille de toutes les spirales dont les dévelop-
pements sont de la forme E(10;° z) ot 1.<Cx; cf. Fand. Math, XXII, p. 188 et 189.
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L= o o o o r a3 3
0=3‘1€,l ott S S=;+1=9w (Se) = qq(S,i_i_l) ot Sy, S,j= 0 pour ¢=1,2,.,n—1
et j >441. On peut établir sans peine la généralisation suivante de la proposition 1:

(m) Etant données deux courbes o = ES.‘ of o/ = 27.5,.1, le systéme des

indgalités a;+y; ot £=1,2,...,m et j=1,2,..,n entraine V'incomparabilitd des
types de continuité de o' et o/,

Désignons poﬁr tout £==6,%,.., ot 8=1,2,.,2~1 par Sy, une courbe
homéomorphe & Szis et telle que:

- 1 251 . 3
1° g,(Sd4s) = (’;‘a 9 ) et Qo)(s?i*i-s) = ( ) 21) ou bien g, (Sxys) =
( {1— _) ot gm(Sgl_i\') = (l 1— EQ'—‘;—!), suivant que i==1 ou bien 1=0

(mod 2),

P S =5

Les courbes Sji+s sont disjointes; rangeons les dans une suite {E,j} suivant
la grandeur des indices et unissons chaque couple S;,j et S"!+1 par un arc

simple 4;= qw(S;j) go(Sly+1) de fa.¢on ‘que l'on ait: Ay d,==0 si m$n,
4;° (2 Sk‘.— Skj S,H_)—O et hm J(Aj)——() Posons Q = Z(Skj"" Aj) ot dési-

guons par K le segment de condenntlon =0 0< y\<1 du sémi-continu Q.
A T'aide de (m) on établit facilement la propnété suivante de ¢ :

1]
(1v) dtant donnde une transformation continue f de Q en lus-méme, Pinclu-
sion lim 2, ¢ K entraine Pégalitd Lim f(w,) =lim , pour chaque suite {x,} de
=00 n=oo n=mOQ

points de Q.

En désignant pour chaque sons-ensemble Z de K par Q(Z) 'ensemble Q- Z,
on conclut de (1v) que

(v) Vindgalité Z < 27 entraine Vincomparabilitd des types de continuité
de Q(Z) o Q(2').

Or, comme il existe 32™ de sous-ensembles différents de K, (v) entraine V'exs-
atence effective de 28 types de continuitd tncomparables deux & deux ).

On remarquera & ce propos que le semi-continu @ posséde la propriété suivante:

(v1) toute _transformation continue de Q en lui-méme peut étre prolonge‘c sur
1a fermeture Q= Q + K.
Clest une conséquence immédiate de la proposition (Iv), qui montre qu'en

w'approchant du segment K les transformations continnes de @ en Q tendent
vers Uidentité,

®) Je dois ce résultat @ M. 8. Ulam. Les exemples analogues sur la droite
ont été non effectifs (W. Bierpifski, Fund. Math. XIX P 205—210, ol I'on
fait usage de I'hypothése du continu et A. Lindenbaum, Ann, de la Soc,
Polonaise ‘de Math 10 (1931), séance de la Section de Varsovie du 16. I. 1931, oit
Yoo n'a recours qu'd I'axiome du choix),
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Soit 4 un arc simple aux extrémités g, et g, ot dont Vintérieur
est disjoint de l'ensemble I* 4 3-; posons pour tout S, ¢ §:

(v11) S;=8,+4

et soit &' la famille de toutes les courbes S ot S,e8. En vertu
de 1. on obtient alors la proposition:

2. Aucune courbe de 8’ nest une image continue d'aucune autre
courbe de cette famille 21).

En effet, supposons par contre que, S; et S, désignant deux
courbes distinetes de &', il existe une transformation continue f
de S, en §;. Désignons pour tout i par S,, la courbe partielle
de S,, irréductible entre tout point de la circonférence C et lo
point ¢;. On a

(vim) lim §,,=C
fmo0
et d’aprés (vi)
(IX) Sx,l + ml + A= Sx'i
ot g ¢,C 8, — C. 11 existe pour tout i indice i tel que
(X) ' Sy.i' Cf (Sx.i):

puisque dans le cas contraire, S, étant un continu irréductible entre
deux points, £(S, ) serait (pour un i) localement connexe et d’aprés (1x)
S, serait alors, contrairement & sa définition, un continu localement
connexe (& savoir, comme somme de trois continus localement
connexes).

Pour la méme raison il existe une suite {g;} de points de S, —C,
convergente vers un point ¢, de C et telle que

(x1) f@)es,—C e lmflg)=g~eC.
On a, en outre, l'inclusion
(xu) fle)Ccc

Eu effet, supposons par contre que f(C)— C==0. C étant le
seul continu de condensation de S, il en résulterait I'existence
d'un point a e f(C)- S, — C et d'une suite {g;} de points dg S,—C

1) Cette proposition donne la solution positive du probléme suivant de
M. N, Aronazajn (Fund, Math, XIX, p. 142): Existe-t-il une classe de puis-
sance 2% de continus ,arcwise connected” et qui soient incomporables ¢ deux
& deux?
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convergente vers un point ¢’ de C tels que f(g;)==a pour tout
i==1,2,... On aurait donc en vertu de (x1)
(x1m) lim Sup a9 CC.

D'autre part, les images des ares ¢rgs contiennent les points a
et f(g) de S,— C avec lim f(g;)=¢'*¢ C, ce qui donne d’aprés (xu1)

I=00 .

8,,,C f(li!t{l Sup g7 ¢/) C f(C) pour un j assez grand. Nous obtenons
donc une contradiction, puisqu’aucun sous-continu de S, contenant
S, ; n'est évidemment localement connexe.

L'inclusion (x1) étant ainsi démontrée, on en tire en vertu de (x)
l'existence d'un indice k tel que

8 CfSNCS, & flgC8—C

En vertu des inclusions (x1v), il existerait done une exfension
continue g(z) de la fonetion f(2]S,,) sur S, *?) telle que g(8S,)=3§,,
contrairement & 1.

(xrv)

11 est 4 remarquer que l'incomparabilité des développements des spirales ne
earactérise pas l'incomparabilité de leurs types de continuité, Pour en donner un
exemple, nous sallons nous baser sur deux propositions qui sont des conséquences
presque immédiates de III, 4, 1% Boit & ce but o =={a;} une suite d’entiers
positifs vérifiant la condition 1i1:1 inf (&, 441,...) = 1. Posons k, = et désignons

=00

pour tout §=1,2,... psr ky_j(a) le plus petit indice s dépassant ky;_g(et) pour
lequel on a as =1 et par ky(a) le plus grand indice tel que lon a &, =1 pour
tout # vérifiant l'inégalité ky_y(a) << s hy(a). Ceci posé, on a les propositions
suivantes: V )

3. S '
lim Bup [y (@) — kaia (@), karys(@) — ko (@), -] <

< lil?_i‘lp [Fea: (8) — ka1 (8), kg2 (8) — kary1(B)... ],

.

la spirale Sg West pas une image continue de S,.

4. 8 sup (a,, a,,...) < n, la spirale Sy ok a= {ai} n'est une smage continue
d'aucune spirale Sp dont le développement § = {by} verifie Vinégalite

Lim Sup (bg, bpy,...) =n.
¢ k=00

*) Etant donnée une fonction continue f sur un sous-emsemble A4’ de 4, on
dit que Ia fonction g(w) est une extemsion continue de fl@®) sur A, si

1% g(x) est continue sur 4,
2° g(x) = f(z) pour xe 4’.
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Ceci étant, soit a, la snite 1,2,1,2,... et, d'une facon générale, ¢; la suite
1,2141,1,2/41,... Deésignons par & la suite {S,} ol i=0,1,2,... Les
propoeiﬁoua 11, 1 et [V, 4 entrainent la snivante:

5. Les types de continuité des courbes de & forment une suite décroissate.

Soit af.") la suite

4.1, g4l 1ttt 241,
k-1 termes 2k+1 termes
ot a((,w) lu suite
1,2,1,1,1,2, 4,1, 1,1,1,2,... 1,101, 2 1, 1L....1,..

25—1 termes 2341 termes

D'aprés I, 1, S, est pour tout i=1,2,... et k=1,2,... une image
continue de Saé”’)- Désignons par &7, la suite {Sayny ot i=0,1,2,... D'aprés
1V, 3 et 1V, 4:

8. Aucune spirale de F, w'est une imoge continue d’aucune autre spirale
appartenant & &F,, :
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