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Hence by (22) and (21),

FE+6h—F(E—06h)
ST > F.(é)

By the equation which follows (22), we infer

F (6406 h)+ F,(E—00h)—2F,(§> 0.
which implies D? F, (§) > 0.

Sur la théorie de la mesure dans les espaces
combinatoires et son application au calcul des
probabilités I. Variables indépendantes ?).

Par
Z. Ltomnicki et S. Ulam (Lwéw).

L’analogie entre la mesure et la probabilité est connue depuis
longtemps 3).
~ La probabilité pour qu'un point appartienne & un ensemble A
d’'un espace donné remplit les postulats de la mesure d’ensemble.
On admet notamment la rdgle des probabilités totales — c.-4-d. l'ad-
ditivité finie ou dénombrable de la mesure. (Dans le cas ol I'espace
est dénombrable le postulat de I'additivité finie est souvent plus
adéquat),
La théorie de la mesure pour un espace constitue cependant une
théorie d’une seule variable éventuelle et ne semble pas donner un

1) Les résultats concernant la théorie de la mesure dans les produits ont été
exposés par les auteurs dans un- Béminaire de M. H. Steinhauns (Mai 1932).
Les théordmes relatifs ont été présentés i la séance de la Soc. Pol. Math, Bection
de Lwéw du 2. VIL. 1932 (v, anssi la note ds l'un de nous insérée dans les ,Ver-
handl, des Int. Math, Kongr. Ztirich® 1932, Band II). Les applications au caleal
des probabilités qui se trouvent dans la deuxiéme partie de ce travail ont été pré-
sentées & la séance de Iz Soc. Pol. Math, Bection de Lwéw le 18. TTI. 1933.

%) E. Borel, Sur les probabilités dénombrables... Rendiconti del Circolo
Mat. & Palermo, 1909, p. 247—281. — A. Eomnicki, Nouseaua fondements du
caleul des probabilités. Fund. Math. T, IV, p. 36—71. — H. Bteinhaus, Lee
probabilités dénombrables et leur rapport & la théorie de la mesure. Fund. Math.
T. 1V, p. 287—3810. — R. v. Mises, Grundlagen der Wahyscheinlichkeitsrechnung.,
Math, Zeit. Bd. 34, p. 668—619. — P. Lévy, Caleul des probabilités. Note (p.
395—345) Gauthier-Villars, Paris, — Cf. aussi une étude approfondie ches A. Kol-
mogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitarechnung dans les Ergebnisse
der Mathematik und shrer Grenzgebiets, Berlin 1933.
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schéma mathématique assez général pour traiter la trés grande va-
riété des problémes du ealcul des probabilités. La régle des proba-
bilités composées déjh ne se laisse pas interpréter & l'aide de la me-
sure dans un seul espace. En traitant des couples (»,y) d’événements
on considére le produit ) combinatoire (ou cartésien) X X Y de deux
- espaces X, Y de ces événements **) et la probabilité c.-2-d. la mesare
dans ce produit.

Si Ton admet que le but d'une théorie des probabilités est de
calculer & I'aide des probabilités connues des probabilités nouvelles,
on doit pour le traitement méthodique des probabilités composdes
montrer comment on peut définir une mesure pour Fensemble-pro-
duit en partant de la mesure dans les espaces composants. On doit
déterminer, en particulier, dans le produit tous ces ensembles pour
lesquels la mesure est définie d'une maniére univoque par la régle
des probabilités composées.

On doit montrer aussi, ce qui est important, que cette régle
ne conduit pas & une contradiction, méme dans les cas les plus gé-
néraux. L'existence de la mesure dans les produits (finis ou infinis)
n’est, dans le cas général, nullement évidente & priori. Si I'on ad-
met en particulier que la mesure donnée dans les espaces X, Y n'est
pas complétement additive ('additivité finie étant, bien entendu, ad-
mise) le probléme de la détermination d’'une mesure univoque pour
le produit X )X ¥ n'est pas encore resolu (Voir th. 4, Remarque).

Il est nécessaire de considérer des espaces trés généraux. Dans
les problémes du caleul des probabilités on ne peut pas admettre
a priori que tous les espaces d'événements possédent quelques pro-
priétés topologiques communes ou propriétés du groupe. On consi-
dére dans le caleul des probabilités des espaces trés différents: p. ex.
les ensembles finis dans le cas des problémes élementaires, en-
semble des nombres entiers dans les probldmes ,dénombrablest (au
sens de M. Borel)4), les espaces géométriques d’'une nature souvent
trés compliquée dans la théorie des probabilités continues 5), Enfin,

%) La définition des produits est donnée dans le N° 2.
#¥) Cf. 'opération de la »Verbindung® de M. R. v. Mises, Porlesungen aus

dem Gebiete der angewandien Mathematik. Bd. I, Wahrscheinlichkettsrechnung,
Berlin 1931.

4 Cf. 1 e 3).
5) Treité du Calcul des probabilitds et ses Applications de M, Borel. T. II,
fascicule 2: R. Deltheil, Probabilitds géoméiriques.
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on considére les espaces & une infinité de dimensions dans le cas
des ,lois limites® ©).

Les difficultés principales qui se présentent lorsquon veut
définir un schéma mathematique général pour la théorie des pro-
babilités proviennent du fait, qu'il est insuffisant de considérer un
seul espace. Il faut plutét établir une mesure pour une classe
despaces. On obtient ces espaces des espaces 4 mesure donnée par
quelques opérations combinatoires simples.

Nous avons insisté sur le réle du produit de deux (ou d’un nom-
bre fini queleonque) d'espaces. Or, il est nécessaire d’étudier aussi
les produits infinis

XX Xy X... X X, X,

d'une suite d'espaces {X;}7). Ces produits s'imposent d'une fagon
paturelle lorsqu’on étudie des probabilités des faits qui consistent en
une réalisation simultanée d'une suite infinie d’événements (p. ex. la
convergence d'une série i termes variables) L'étude de la me-
sure pour de tels produits permet d’opérer avec des probabilités
des tels faits, au lieu de considérer des limites d'expressions .qui,
&4 priori au moins, ne semblent étre choisies que d'une maniére
dans un certain dégré arbitraire.

On obtient aussi & Iaide d’'une telle mesure des énomeés plus
intuitifs et précis des différentes ,lois des grands nombres®.

Pour le cas général des variables éventuelles dépendantes il faut
introduire des nouvelles opérations combinatoires £).

Dans ce travail nous étudions la mesure dans le produit pour le
cas des variables indépendantes. Cette mesure remplit un postu
lat qui exprime la régle des probabilités composées. La mesure dans
Tespace X XX Y est assujettie & la condition suivante: Si un ensem-
ble C C XX Y est de Ja forme C=AX B (ol ACX et B(CY)
alors My, y(C) = my(4) - my(B) *) ®).

La mesure dans les produits correspondant au cas des chaines
de Markoff sera étudide dans une note prochaine.

) H, Steinhaus, Sur la probabilité de la convergence des 8éries, Studia
Mat. T. H. 1930.

1) La définition du produit infini est donnéde dans le te’xte p. 242, . )

8) P. ex. dans l'étude du probléme de la ,probabilité des cauges® on doit
introduire, dans le cas général, I'espace des toutes les mesures dans un espace donné.

m) Of. A, Bomnicki, L ¢, %), p. 43, cond. IV. )

8) Nous désignerons dans le texte la mesure toujours par le eigne m méme
#il s'agit des mesures dans des espaces différents.
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Dans la premidre partie de ce travail nous demontrons les thé-
orémes sur lexistence de la mesure (multiplicative) dans les pro-
duits. Dans la deuxiéme nous montrons sur quelques exemples le
role de la notion des produits dans le caleul des probabilités, en-
suite, en nous servant des théorémes sur la mesure nous donnons
des énoncés uniformes des théordmes fondamentaux de la théorie
des varisbles éventuelles indépendantes ®).

I
1. Les axiomes de la mesure pour une variable éventuelle 1°),

Soit E une ensemble abstrait. Nous supposons que dans len-
semble E, pour une classe MM de sous-ensembles, est définie une
fonetion d’ensemble m(X), appellée mesure de X admettant comme
valeurs des nombres réels. (Cette fonction peut étre interprétée comme
probabilité pour qu'un élément z, pris au hasard, appartienne & l'en-
semble donné X))

Supposons que les conditions suivantes sont remplies par la
classe M des ensembles mesurables:

(1) L'espace total est mesurable, ainsi que les ensembles compo-
sés dun seul point: EeM; {x}eM
(IT) Si XeM et YeM, alors (X—Y)eM

() X,eMGE=1,2,...), alors SX,eM
=l
(IV) 8i ZC X, XeM et m(X)= 0, alors ZeM.

Nous supposons que la fonction m()k) remplit les postulats:

1 - m(X) =0, m(E)=1
(2) m(zv X,,) =2‘m(X,,) si X, X =0 powr i4=j.
=1 y=]

Remarques. La condition (2) exprime ,l'additivité compléte (dénombrable)*
de la mesure, Ce postulat est indispensable dans beancoup de problémes dans le
calcul des probabilités, méme dans les problémes élémentaires du calcul des pro-

%) Le lecteur qui ne 8'intéresse qu'aux théorémer du ealcul des probabilités
peut omettre les démonstrations des théorémes de la partie premiére. La con-

naissance de la notion et des propriétés les plus élémentaires des produits et de
ces théorémes est suffisante.

1) Kolmogoroff, op, cit, Ch. I,
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babilités il est nécessaire de l'utiliser p, ex. pour une solution rigoureuse du pro-

bléme de la ,ruine des joueurs” (v. les exemples dans la partie II-iéme),
Observons que nos postulats dans lo cas ot E est 'espace euclidien, si I'on

.ajoute encore la condition gue pour un cube euclidien C, m(C) soit égal au vo-

lume do C dans le sens élémentaire, entrainent déja, que m{X) est identique avec

1a mesure de Liebesgue; la classe Y} se confond avec la classe des ensembles
mesurables (L).

Comme on le sait, dans le cas de la mesure de L.ebesgue on postnle outre
Jes axiomes (I)—(IV) et (1), (2), V'axiome (C): 8i X et ¥ sont congruents dans
le sens de la géometrie élémentaire m(X)==m(Y), Une telle mesure ne se laisse pas
définir pour tous les sous-ensembles de l'espace (théoréme de Vitali). On peut
cependant montrer qu'nne mesure qui remplit nos postulats seulement ne se laisse
nonplus définir pour tous les sous-emsembles de E'i!). Il est donc nécessaire de
parler de la classe des ensembles mesurables.

Parallélement & la mesure qui remplit les postulats (I)—(IV) et
(1),(2) il est nécessaire d’étudier dans le caleul des probabilités une
mesure qui remplit au lieu des postulats (IIT),(2) les postulats sui-
vants moins restrictifs: :

(). 8i X;eM Gi=1,2,...n), ona 3X,eM

p=1

2 m(Z‘X,) =2 m(X,) si X;- X;=0 pour i==j.
T v=1 w=1

Cela est nécessaire surtout dans les problémes ,dénombrables”
du caleul des probabilités. Si E est I'ensemble des nombres entiers
on ne peut pas évidemment définir pour des sous-ensembles de E
une mesure qui remplirait les postulats (ITI), (2) d’'une manitre na-
turelle ¢.-a-d. de telle fagon que la probabilité d’un ensemble com-
posé d'un seul nombre soit égale & 0. Une telle mesure cependant
peut 8tre définie méme pour tous les sous-ensembles de E, les
axiomes (III') et (2) étant remplis.

Dans V'espace £ & mesure donnée on peut définir d’une maniére
connue les intégrales des fonctions définies sur Z et ayant pour
valeur des nombres réels (ou plus généralement, des éléments
d’un espace vectoriel), prises sur des sous-ensembles mesurables '?).
A Paide de lintégration de Stieltjes on peut définir, dans le cas
ot lespace E se compose de nombres réels (cu de points d’'un

1y v, 8. Ulam, Masstheorie in der allgemeinen Mengenlehre, Fund, Math.
T. XVI (1830).

13) Fréchet, Sur Vintdgrale d'une fonctionells étendue & un ensemble ab-
strait, Bull, Soc. Math. France, Bd. 43 (1915), 8. 248.

Fundamenta Mathematicae. T. XXIIL 16
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espace vectoriel), l'espérance mathématique de E ') et les notions
dérivées, qui jouent un grand role dans le calcul des probabilités,
p- ex. les moments de n-iéme ordre de la variable éventuelle.

L'étude de toutes ces motions concernant une seule variable
éventuelle n’est pas encore, comme le remarque M. Kolmogoro ffi4),
caractéristique pour le schéma mathématique du caleul des proba-
bilités qui #'occupe des relations entre les mesures d'une classe
d’espaces. Si Pon étudie 'ensemble de plusieurs variables éventuelles
on a affaire au produit PE,=F; X E,... (v. les exemples
dans la partie Il-idme). Pour notre travail nous allons rappeler les
définitions et quelques propriétés combinatoires de cette opération
fondamentale.

2. L’opération du produit,

Nous entendons par produit (ou produit cartésien) de deux en-
sembles E, et E; Pensemble de couples ordonnés (e, ¢,) ol ¢ ¢ K,
ey B,. D'une maniére analogue, pour une suite (finie ou infinie)
d’ensembles {£}, nous entendons par leur produit I'ensemble des
snites d’éléments {¢} qui appartiennent aux ensembles respectifs E,
Ce produit sera designé par ‘

Exﬂxmx&=é&

ou

E, X E, x...xE,x...=§lE,.

On prouve sans difficulté les formules suivantes concernant les
propriétés algébro-logiques de l'opération -du produit 15):

1. A+B)X(C+D) =AXC+AXD+BXC+BXD
et plus généralement:
2. (34,)X (2B)=34,X B,
% u p
3. (AC) X (BD)=(4 X B)-(CX D)
1) Kolmogoroff, ef. L. ¢. 1%, ¢h. IV,

1) Kolmogoroff, ef. 1. ¢. 19), p. 8,
) Kuratowski, Topologie I, Warszawa—Lwéw 1933,
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et plus généralement:
4 (ITA) X (I”IB,, =1I(4,X B,)
v wp
5. IiI$B 4,,=% {IA,,,.

Si A est un sous-ensemble de Iespace X et B en est un de
Tespace ¥ (ou plus généralement si 4,(C X,) on a les formules:

6. C(AX B)=CAX Y-+ XX CB¥)
T C(B4,)=3D, ob Di=X, XXy X Xy X (X—A)X Xps...

Par E[p(z)] nous désignons l'ensemble des z qui satisfont & la
condition ¢ exprimée entre paranthéses.

Si lon a affaire & une condition (propriété) ¢ (xy,...,z,,...)"
concernant un systéme de variables on peut régarder @ comme une
condition pour une variable z=/(z,,.. ..) qui parcourt le
produit X, ou 2 sont les éléments de X

Le s;mbole E{] (fréquemment employé dans la deuxi¢me partie
de notre travail) désigne alors Pensemble correspondant des = du pro-
duit. Les régles du caleul avec le symbole E et sa relation avec les
opérateurs de la théorie des ensembles et aveec I'opération du produit
sont exposées d’une manidre trés claire et concise dans le livre de
M. Kuratowski?),

Dans les applications, il est important de savoir que, f étant
une fonction réelle mesurable, 'ensemble des z pour lesquels on a:
a < f(z) << b est mesurable,

3. Mesure complétement additive dans les prodﬁits finis.

Si les E, désignent des espaces topologiques (c. & d. si dans &;
est définie la notion de la limite d’une suite de points) on peut
définir une limite dans $E de maniére que cet ensemble devienne

pml

‘un espace topologique. Pareillement, si les E; sont des groupes

abstraits on peut définir une composition des systémes d’éléments

de telle fagon que %E‘, devient un groupe. Iei, nous supposons
y=1 .

16) C 4 désigne le complémentaire (relativement 4 l'espace) de I'ensemble A.
i) Kuratowski, 1. c. 15). Introduction, § 1. Opération de la logique et de
1a théorie des ensembles, § 2. Produit cartésien, § 3. Fonctions.
16%
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qu'on a défini dans £, ane mesure (dans le sens du N° 1)
n
ot nous allons construire une mesure dans P E,.
pm]
D'une maniére plus précise, soient B, (i=1, 2,..., n) les espaces
3 mesure donnée, M; la classe des ensembles mesurables dans £,

E::fSE, leur produit. Notre but est de définir une mesure pour
v=1

une classse MM de sous-ensembles de E de fagon que les conditions
suivantes soient remplies:

O—AV); (1), @) du Ne 1 et
(V) Si X,eM, pour i=1,2,...,n, Vensemble iS!X,, e M.

La condition (V) exprime le postulat que I'existence des proba-
bilités de faits 4 et B entraine lexistence dune probabilité pour
la réalisation de 4 et B. .

D'aprés (V) on obtient la mesurabilité dans E d’ensembles
d’une nature assez spéciale: des produits d’ensembles mesurables.
Mais & P'aide des postulats (I)—(IV) on obtient de (V) la mesura-
bilité d’une classe trés étendue d’ensembles.

Par exemple si E, et E, sont identiques & Pintervalle 0<C<2<C1
ot la mesure donnde est identique & celle de Lebesgue — les
postulats (I)—(V) entrainent déja que dans B X E, (c. & d. dans
le carré) la classe M contient tous les ensembles pour lesquels
existe 1a mesure plane de Lebesgue.

La mesure dans E doit remplir le postulat: si X, C K, (pour
j=1,2,... k), les autres composantes X, du produit étant égales
aux espaces entiers E;, on a: m(X; X X;... X,)=m(X,)-m(X,)..m(X,).

Cette égalité exprime pour n==2 le fait que la probabilité d’un
systdme composé de l'dévénement A et d’un événement qui doit se
produire nécessairement est la méme que la probabilité de I'évé-
nement A4 seul. (Observons qu’il n’en résulte pas encore que le sy-

stéme eomposé d'un événement A et d'un événement de probabilité 1

& la méme probabilité que A).

Dans ce travail nous nous occupons de variables indépendantes.
L'indépendance s’exprime par le postulat

) mEX X XX =m(E) (K)o m(E).
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Nous allons prouver le

Théoréme 1.%) Soient E, (i=1, 2,..., n) des espaces & mesure
donnée remplissant les conditions (I)—(IV) et (1), (2). Il existe une

mesure dans B = ‘,’]lS E, remplissant les conditions (I)—(V) et (1)—(3).
p=1

On peut évidemment sans diminuer la généralité supposer que
n=2, ¢. & d. quil #'agit d’un produit de deux espaces, le cas général -
ge laissant réduire & celui-ci par induction.

Nous allons prouver deux lemmes qui jouent un role essentiel
dans la démonstration.

Lemme 1.1%) Soient E, et E; des espaces A mesure donnée.
Pour les ensembles C dans le produit B, X E, de la forme 4 X B
oo ACE,, BCE; (A et B mesurables) posons m(AX B)=
=m(4) - m(B).

Soit O=A X B= 3 4, X B, une décomposition de Pensemble C
v=1
en un nombre fini d'ensembles-produits, et (4,X B):(4;X B)=0
pour = 4, alors

m(C)=m(A) - m(B)= 3 m(4,)- m(B,)

y=1
Démonstration. Posons

m
’

A, = A, -—2‘ A,

pel

I,—A, —2." A,

18) Une démonstration. trés élégante de ce théoréme a été donnée par M. 8.
Saks dans son livre ,Theorie de lintégrale”, Anuexe, Warszawa 1934, La dé-
monustration que nous réproduisons éiant d'un caractére plus élémentaire et utili-
sant seulement les mesures des ensembles peut étre traduite en langage du caleul
élémentaire des probabilités.

%) Dans la théorie du la mesure n-dimensionnelle do Lebesgue on utilise pour
la démonstration du théoréme analogue au th. 1 le théoréme connu de Heine-
Borel, qui dans notre cas (des espaces abstraits) ne peut pas étre formulé. Les
lemmes 1. et 2. nous rendent les mémes services.
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A—m-H. = Al A, —-2‘ AVA'u
v

m,m
Apyiy) = 4pi 4y — I 4,4,

s

A!"‘ I—AIAQ Am’

ol le signe 3 exprime que dans la somme on doit omettre les
termes écrits explicitement devant la somme.

Les ensembles 4, sont disjoints. Il est clair que les en-
sembles du méme groupe (representés par le méme nombre de
facteurs) sont disjoints. On voit aussi que les ensembles des groupes
différents sont disjoints, parce que au k-idme groupe appartiennent

les ensembles, dont les points appartiennent &4 precisément k
ensembles 4,. :

M1 _ m .
1l est clair que 2.’ 4,C S'A Mais on a réciproquement

34 v C 2' A En effet, si un point p appartient & 'ensemble 3 4,

y=l p=1 y=l
c’est-i-dire aux ensembles 4,, 4,...., A;, et & aucun autre, alors p

appartient & celui parmi les A qui a dans la représentation ci-dessus
A, A,... A, comme premier terme.

L'ensemble 4 peut donc étre représenté comme une somme des

ensembles disjoints 4, (=1, 2,... 2" — 1). Tout I'ensemble 4, pos-
~ sdde une représentation analogue aussi. Il suffit dans ce but de

sommer tous les ensembles A, qui ont dans le premier terme de
leur représentation l'indice ».

L'ensemble C' =4, X B, +A,><B +...4+4,X B, peut done
étre éerit

[m

0—(2A’) X B, +(2A°) X By +.. ( Z;:) X B,.
=1 =1 =1

Si Fon renferme les termes appartenants aux mémes 4;, on obtient:

Tomy my mam_y
c=4, x (ZB:)+L X(ZBE,)—}-...—]—Z,,"_,X (2 Bi”‘“)-

p=1 y=1 pal

icm

Théorie de la mesure 247

Observons que les ensembles B (i=1,2,... m,) sont disjoints

et que E B: = B. En effet, dans toute somme EB‘ figurent seu-

p=l

Jement ces B,, qui ont des indices qu'on trouve parmx les indices

du premier terme (non vide) de P'ensemble 4,. S'il existait _done
des points communs pour B et B, on aurait étant donné que 4,3=0
et en particulier 4,. 4, =0 une contradiction, car notre supposition
(4, X By (4, X B,) :{:0 implique pour 4,4,=0 que B,B,=0.

Il est évident que 2’ B; contient l'ensemble B tout entier.
p=1

Notamment si beB, alors, pour a4, le couple (a,b) e A X B.
Dans notre représentation de ce produit cet élément peut, en vertu
du falt que les 4, sont dls_]omts, appartenir seulement au produit

A, XZ 5, d'ott il résulte beEB‘ On a done m(EB‘)__m(B)

En sappuyant sur l’addltunté de la mesure dans les espaces K,
et E,, on obtient:

m(de) - (B) - m () m(By) - (4
= zmw ). m(B) + Z‘mw) m(B))+..+ Em(m m(B,) =
p=1

= m(L)-(Zm(B},)) +m(dy)- ( 2’ m(Bi)) +

y=1

ﬂ)—

mym__y ™1
+om(dym_y)+ <2 m(Bf,""")) = m(B) 2 m(A) =m(4) m(B).

=l A=1

Lemme 239). Soit 0=A><B=22A,><B,, et (4,XB)-(4,XB)=0
pour i == j. Alors .
m(C)=m(4) - m(B)= I'm(4,) m(B,).

Démonstration Nous allons prouver d’abord que

S m(4,) - mB)<m(4) - m(B)
y=1
20) Ce lemme est trés général. Sa démonstration n'utilise que I'additivé com-

pléte dela mesure. Il peut donc servir pour la construction dans le produit des
mesures. autres que' celle de Lebesgue.
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1l suffit de prouver que cette inégalité est remplie pour tout N:

Zm

y=l

<m (A) m(B).

C’est une conséquence simple du lemme 1. On doit dans ce but
N

compléter 'ensemble 3 4, X B, par une somme finie des ensembles-
v=1

produits au produit 4 X B. On est alors dans le cas du lemme 1
et en tenant compte du fait que la mesure est non négative, on
obtient I'inégalité demandée.

Pour prouver que

2 m(4,)m(B,) =m(4) - m(B)

v=1

nous allons décomposer l'ensemble 4 =23 A, comme dans la dém.
du lemme 1. Soit {k} un systéme (fini ou infini) de nombres natu-
rels. Soit A{k} lensemble de tous les points de A qui appartien-
nent aux ensembles 4,, 4,..., Akz"' et A aucun autre ensemble.
En général on obtient de telle fagon une décomposition de A4 en
un continu d’ensembles disjoints.

Soit {k} une suite donnée. Les ensembles B,, B,,..., B,...
sont disjoints. Si, en effet, il existait un point 6 tel que be B,
be By, (i==j), on déduirait du fait que 'ensemble 4, 4,,... 4,... Ay
est non-vide lexistence d’'un couple (a,b) qui appartiendrait aux
ensembles A,,iX B, et A"/X B,,, contrairement & notre hypothése.

Ona EB,, =B. En effet, si le point b¢B n'appartenait & aucun B,,,

y=1

on choisirait le point a de 'ensemble 4 {k} et le couple (a, &) ne serait
contenu dans aucun ensemble 4, B, contrairement & I’hypothése.
La mesure dans les espaces Z, et E, est complétement additive.

On peut done trouver pour tout >0 et pour toute suite {k}
donnée un indice N{k} tel quon ait

N{ks} N{k;}

Zm B,,)_m(sz,)>m() 1(A)

y=1 pe=]

Soit N{k} le plus petit nombre jouissant de cette propriété.

icm
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Au lieu de la classe des suites infinies {kj= (ky, k..., ks,..),
qui est en général de la puissance du continu, considérons la classe
au plus dénombrable des suites finies, obtenues de la précédente
en remplagant toute suite infinie par la suite ebrrespondante finie
{1 = (b, Fay ooy ENGRSY).

A toute suite {/;} de cette classe correspond un ensemble A?l,-} qui
est, par définition, la somme des ensembles A{k) dont les suites
donnent par notre procédé la suite {/}. Observons que I'ensemble 4

est de la forme A=2AT!-}’ les ensembles A?l.), comme il est
. {ll} i i

facile de voir, étant disjoints.
Désignons par 45, (u=1,2,..) tous les ?nsexnbles Af{*,i} dans
la suite caractéristique desquels ﬁgure I'indice s.

EA’CA,,c a d que m(A)= (EA‘
Nous avons donc f

Vm(A .m(B,) >2m(2A”) m(B,)

p= v=1

On voit que

jjnz(.A;)-m(Bu),

=1 v=1 p=1

la derniére égalité résultant de V'additivité compléte de la mesure
dane les espaces K, et E,.

En rangeant la derniére somme suivant les ensembles A3,
c. ad. A(z}’ on obtient

3 mayym( 330).

{} v

ol {Bﬁl"}} est la suite des ensembles dans la somme double qui sont
multipliés par Afll}

L’ensemble EB{I‘} qui appartient 2 l'ensemble A{l} est égal

y=1

N{k:}
4 l'ensemble 2 B,,.

N{k} .
Z‘m(A,).m(B)>2mA{l} (V )>

y=l {ll} {1

> ¥ miagy-(m®— —Ji—))fm(A)-(mf(B)—;@—f;i—))=
{l} .r:m(A)-M(B)—E\

On a done
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Démonstration du th. 1,

Soit ZC E=E, X E, un ensemble-produit, ¢. A d. Z=A X B
ot ACE,, BC E;. Nous posons. m(Z) == m(4)- m(B).

Si l'ensemble Z est de la forme Z=A4, X B, 4+ 4; X B;+...
ot (4; X B)(4;X B)=0 pour i==j, nous posons m(Z)=
=3n@d)mB,).

p=1

On conclut des lemmes 1 et 2 que pour les ensembles de cette
forme la mesure est définie d'une maniére univogue indépendam-
ment de la maniére suivant laquelle Z est décomposé en une somme

de produits. Soient données, en effet, deux représentations de l'en-
semble Z:

Z=4XB+...+4, X B, +...
Z=C, XD, +...4 C X D, +...

Nous allons prouver que

(AIC El b BIC Ez)
(C.C E,, D,CE,).

2’”(‘49) 'm(By) =j’” (Ou) ° m(Dv)'

y=1 y=]

Formons dans ce but tous les ensembles des points communs aux
ensembles 4,-C; et B;«D. On voit que

Z=40XBD,+46XBD+..4+4CXB D+ ...
=A4,C X By Dy, 4+ 40 XByDy ...+ A4,C, X By D, +...
-+ ,,AC, XB.Dy+A,0X B, Dy+...4+4,C, X B,D,+...
=+... .

On obtient donc une décomposition de I’ensemble Z en une
somme densembles disjoints. Le lemme 2 appliqué aux décom-

positions des ensembles A4, B, et C,X D, nous donne, si I'on
pose 0, =m(4,C, X B, D,):

n2)=3o~3 3 %=2°:m(A,><Bv)
Ap .

A=l gyl v=1

m(Z):Za‘P=jjazM=jm(Cy X-Do)'
Ap

pm=1 2=l =1

icm
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§il s'agit de la définition de la mesure pour d’autres ensem-
bles dans E; X E; qui doivent 4tre mesurables d’aprés nos axionies,
on peut procéder comme dans la théorie de la mesure n-dimensio-
nelle de Lebesgue: Les sommes d'un nombre fini d’ensembles-pro-
duits jouent le role des ,polygones“ ou ,figures élémentaires®, les
sommes d’'un nombre dénombrable d’ensembles-produits jouent le
role des ensembles ,ouverts“. '

La mesure est bien définie pour les ensembles élémentaires et
pour les ensembles ouverts. Si un ensemble ¥ est ,fermé* c.-a-d.
est complément CZ d'un ensemble ouvert Z & mesure m(Z) nous
posons M(F) =1 —m(Z). .

D’une maniére analogue, si un ensemble P est somme dénom-

brable d’ensembles digjoints fermés, P=3 F,, nous rangeons l'en-
y=1
semble P parmi les ensembles mesurables et nous posons m(P)=

=3 m{F,). On définit pareillement une mesure pour les ensembles
vl

»Gs“ (qui sont partie commune d’un nombre dénombrable d’en-
sembles ouverts).

Si, enfin, 'ensemble P est de la forme P=M--N ot M est un en-

semble G5 et N Cl—lf, M étant un ensemble G4 & mesure 0, nous
considérons P comme mesurable et posons m(P)=m(H).

On voit facilement que les démonstrations de I'unicité d'une telle
définition de la mesure et la vérification des postulats ne sont qu'une
répetition verbale des démonstrations respectives dans la théorie de
la mesure de Lebesgue.

Remarques, La classe B des ensembles ,boreliens* c.-i-d. la
plus petite classe des ensembles qui contient les produits X X ¥
des ensembles mesurables et contient avec deux ensembles V et W
lear différence V— W ainsi qu'avec une suite des ensembles {V}

o
contient leur somme 3V, — est contenue dans la classe des ensem-
p=1

bles mesurables R

On peut classifier les ensembles boreliens dans notre sens
& Daide des mombres ordinaux transfinis de la deuxiéme classe de
Cantor, d’une maniére.analogue au procédé employé pour les en-
sembles boreliens dans le sens ordinaire. Mais il y a des différen-
cos essentielles entre la classe B et la classe des ensembles bore-
liens dans le sens ordinaire dans le carré (si l'on admet p. ex. que
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E, = E,="Dintervalle 0<Cz<C1). La classe B est de la puis-
sance 2¢ (la classe des ensembles-produits étant déja de cette puis-
sance!)

Il y a plusieurs problémes non résolus relatifs & la notion de
Pensemble ,borelien“ par rapport aux ensembles-produits. P, ex. on
ne sait pas s'il existe des ensembles qui soient d'une classe o < Q
précise (c-i-d. qui n’appartiennent pas & une classe § avee 8 <a).

4. Mesure complétement additive dans les produits infinis 3Y),

Dans I'étude des produits ‘infinis on doit évidemment remplacer
es postulats (V) et (3) par

(V') 8i X,e M, pour i =1,2... lensemble % X, eM
==l
(8" m (:EX,,) =Em (X,

Théoréme 2. Soit {E;} une suite d'espaces dans lesquels est
définie ume mesure remplissant les postulats (I)—(IV) et (1), (2). Il
existe dans E = SBE une mesure remplissant les postulats (I)—(IV),

p=1

(V) et (1), (2), (3).

Démonstration. Nous démontrerons deux lemmes (3 et 4)
analogues aux lemines 1, 2.
Les lemmes 3 et 4 établis, on peut pour achever la démonstra-

tion répéter verbalement les raisonnements de la démonstration
du th 1,

Lemme 3. Soit Z-=§bA =3 ‘,BA", olt ‘BA!) (SBA )=10
u=1 p=l gy
pour i==j. Pour les ensembles Z de la forme SBA posons
pu=1
'm'Z) =
u=1

m(A M)

) Une étude approfondie de la mesure dans quelques produits infinis se
trouve dans les travaux de MM, W, Feller et E. Tornier: MaB- und Inhalts-
theorie des Baire'schen Nullraumes, Math. Ann, BQ. 107, 8. 166—187, et de

E. Tornier, Grundlagen der Wahyrscheinlichkeitsrechnung, Acta math. 1938,
P. 239380,

icm
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On a

m(Z) =2”m(A;)

vl gl
Démonstrafion 1l existe un indice N(j,j) tel que les en-
gembles ( %OA’) (‘B 4}) =0 pour i==j. En effet, si pour tout » il
et
existait des points communs des ensembles EB 4, et 5,]5 A}, on aurait
#-1 #

des points communs pour les ensembles SBA-' et 23
pw=1

, contraire-

ment & 'hypotheése.
Dégignons par N==max. N(i,j) (pour i==1...m; j=1...m).
Soit &> 0. Choisissons des entiers 7y, 7y,...%, tels que pour n>> n,

]Im(A)-—”m )‘<£,

u=1 p=1

et que pour n>n,(i=1,...m)

Ii m(al) — ﬁ m(4L)| <=

u=1 p=l

. N
i, N). Considérons V'espace %E, et

Soit N = max. (ny, ny,...
la somme des ensembles disjoints 3 S.B 4%, On a d’aprés le lemme 1

y=1 ,4-1

(appliqué au produit de N espaces au lieu de deux)

;SmWAﬂ—m@Am

v=1

Le premier membre de cette égalité satisfait & la condition

3nfp-Infan

yml

<e

et le deuxiéme A la condition

m( 4,) —m(® 4,)<e,
p=1 u=1
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d’odt

m(Z) wzm'ﬁm(zl“) <2

y=1 p=l

e. g f d

Corollaire du lemme 2. S AX BC 30, X D, (ok 4
y=1 ?

C,C E, e¢¢ ByD,C E, et ol les ensembles dans la. somme du deuziéme
membre ne sont pas nécessairement disjoints), on peut trouver pour

tout 8> 0 un entier M tel que m(4 X B) <3 m(C, X D,) e
y=l

En effet, en posant C,=A.C, D;=B.D,on a AX B=
=f1 C, X D,. Au lien des ensembles C, X D, (qui ne sont pas né-
cessairement disjoints) on peut introduire des ensembles M, en po-

i—1

sant p. ex. M;= C_ﬂ,x.ﬁ,;-“i‘llMy, dot M,C C,X D, et en vertn

du lemme 1 m(M,)<<m(C,X D;). En outre 4 X B= E’M,,
D’aprés le lemme 2 "

m(4 X B) =2m(M,><2m<Mv)+e<fm@, XD,)+e=

= 1 v=1
=2m(5,) «m(D,)+¢ <2m(0,) «m(D,)}¢ c.q.fd

Lemme 4. Soit Z2=%$4,—=3 $47 ot F4). Fay=0
pour i=4. On a # e - wer

m(Z)= ]I m(4,) =2m' ﬁ m(As).

p=1 y=1 p=1
Démonstration. Il résulte du lemme 3. que la série

‘i [,,ﬂ-; m(42)] converge vers une somme << m(Z).

Pour prouver l'inégalité inverse
observon _
samment grand on a 8 que pour N suffi

im(Z)- Mma)|<e

#=1

icm
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L’ensemble %lA” est contenu dans D'ensemble 3 % 4%, A aide du
. . =1 g

corollaire du lemme 2 (appliqué au cas du pr:)du‘i‘t tle N au lieu de

2 espaces) on obtient

N M |
Il—m(A“) —-2 mS‘%A;) <&
ot -7
m(Z) < Z]Im(A;) +2e

y=1 =1

Observons que, pour un &> 0 donné, on peut trouver un entier
N, tel que, pour n > N;, on a

|m (B 41) — mg.gA:‘) <3

Si l'on choisit N de telle fagon que N = max. (¥,...,Ny), on a

m(Z)<2ﬁm(A;)+36

yol g1

ce qui achéve la démonstration.

5. Mesure dans les produits A additivité finie.

Dans les numéros précédents nous avons construit, en partant
de la mesure complétement additive dans les espaces composants,
une mesure complétement additive dans les produits. Notre but est
maintenant de construire une mesure dans les produits en partant
d'une mesure additive au sens fini.

Dans le cas d'une telle mesure il est superflu de parler de la
classe des ensembles mesurables. En effet, si une mesure est don-
née pour une classe 9} d'ensembles et rewplit les postulats (I),
(II), (ITI') et (1), (2') on peut la prolonger pour tous les sous-en-
sembles de lespace. Ce fait est une conséquence du théordme
de M. Banach sur le prolongement d’'une fonctionelle additive *?).
On sait que la mesure d’un ensemble peut étre considérée comme
lintégrale de la fonetion caractéristique de cet ensemble. Dans I'en-

1) Banach, Théorie des opérations lindaires, Ch. II § 2, Warszawa 1982.
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semble des fonctions réelles définies sur E, les combinaisons des
fonctions caractéristiques constituent un ensemble linéaire, la me-
sure est, en vertu des proprietés (I), (II), (ILI') et (1), (2’), une fone-
tionelle additive & norme 1, définie pour cet ensemble. Une. telle
fonctionelle peut &re prolongée pour l'ensemble de toutes les
fonctions définies sur £Z. En revenant & Pinterprétation de la me-
sure, nous obtenons une mesure prolongée comme valeur de la fone-
tionelle pour les fonetions caractéristiques des ensembles respectifs,

Théoréme 3. Soient E, et E, des espaces i mesure remplissant
les conditions (1), (2'). On peut définir dans E=E, X E, une mesure
pour tous les sous-ensembles qui remplit les postulats donnés ci-dessus
et le postulat (3).

Démonstration. Pour un ensemble dans £ qui est un pro-
duit ou une somme dun nombre fini de produits on définit une
mesure de la méme maniére que dans le th 1. Il résulte du lemme
1, que cette mesure remplit les axiomes (1), (2'), (3). Somme et
différence des figures élémentaires étant aussi des figures 6lémentai-
res on est dans les conditions du théoréme sur le prolongement de la
mesure, ce qui prouve notre théoréme.

Remarque, D’aprés le théoréme 3 seule la mesure des ensembles-
produits et sommes finies de tels ensembles est définie d'une ma-
nidre univoque par le postulat (3) de probabilité composée. Clest
une classe d'ensembles trés restreinte. Une définition de la me-
sure pour ious les autres sous-ensembles, bien que possible en vertu
du. théordme sur le prolongement, peut &tre effectuée de beaucoup
de maniéres différentes. Or, on peut prouver quil existe
dans Z, X Z, des ensembhles qui ne sont pas sommes
finies densembles-produits et qui prennent la méme
mesure pour tout prolongement. Il serait intéressant de
trouver tous les ensembles dans E; )X £, qui jouissent de cette
propriété. On peut dire que pour de tels ensembles la régle des
probabilités composées entraine une mesure univoque, les mesures

de tous les autres ensembles n'étant pas encore determinées par
cette régle.

Théoréme 4. Svit {E) une suite d’espaces & mesure remplissant

les post-dats (1), (2). On peut définir une mesure dans %E‘, rem-
v=1
plissant les conditions (1), (2'), 3).
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La démonstration est analogue & celle du théoréme 3. La
remarque sur le th. 3 conserve aussi sa validits.

1L

Nous allons montrer sur quelques exemples comment on emploie
les définitions et théorémes des paragraphes précédents dans les pro-
blémes élémentaires du caleul des probabilités. Toutes les opéra-
tions combinatoires mentionnées dans la partie premidre seront il-
lustrées 2¢),

1. Les produits finis.

Exemple 1. Produit des-espaces & un nombre fini de points.

Probabilité d'obtenir avec deux dés un nombre pair. Les espa-
ces dans lesquels la probabilité (mesure) est donnée sont E;, = E,,
composés chacun de six éléments. On admet habituellement que
le jeu est ,juste“ c.-a-d. que chaque élément considers comme un
ensemble a la mesure 4. La probabilité cherchée est évidemment la
mesure de l'ensemble de ces points dans E, X E,, qui ont une
somme paire de ,coordonnées®, .

Le mesurabilité de cet ensemble est dans notre exemple élémen-
taire évidente & priori, l'espace E; X E, étant composé d'un nom-
bre fini de points. La nature combinatoire de ’ensemble, la me-
sure duquel est cherchée est souvent trés compliquée, méme dans
les problémes les plus simples, car leur interprétation méne & I'opé-
ration du produit prise un grand nombre de fois.

Exemple 2. Produit despaces dénombrables.

La probabilité pour que la somme de deux nombres naturel?,
pris au hasard, soit paire. Pour préeiser notre probldme on doit
connaitre les probablités ,données* ec.-a.-d. il faut admettre une me-
sure dans les espaces X, — E, = ensemble de tous les nombres
naturels. (Une telle mesure peut naturellement étre introduite de diffé-
rentes maniéres). On a & calculer dans E, X E, la mesure de l'.en-
semble des points pour lesquels la somme des coordonnées est paire.
Or, l'ensemble en question est mesurable dans le sens de nos
théorémes. Il se laisse représenter comme somme d’ensembles
de la forme X X Y. (On prendra pour ces ensembles: 1°: 'ensem-

1) V. les régles du calcul p, 243,
%) Cf, aussi la classification des problémes de M. Borel, 1 ¢. ¥)

Fundamenta Mathematicae T. XXIII. 17
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ble des. (z,y) pour lesquels 2 et y sont pairs et 2 I'ensemble des
(x,y) ol x et y sont impairs), La mesure adoptée dans E, et K,
est habituellement telle que lensemble des nombres paires a pour
mesure §. Il s'ensuit que la probabilité cherchée est égale d §-1 -+
+ii=4%

Considérons cependant un autre probléme, celui de Teheby-
cheff: la probabilité pour que deux nombres pris au hasard
n'aient pas de diviseur commun. On cherche évidemment la mesure
de I'ensemble des couples (2, y) dans E; X E; pour lesquels z, y n'ont
pas de diviseur commun. Or, cet ensemble n’appartient pas & la classe
des ensembles mesurables dans le sens de notre théorie si la me-
sure donnée est d’additivité seulement finie, ce qui est le plus
paturel daps les problémes oh l'espace est dénombrable ). Nous
ne pouvons donc parler de ce probléme comme d'un probléme bien
posé du point de vue de notre théorie. Les solutions habituelles de ce
probléme et des problémes analogues ne sont, au fond, qu'un caleul
de la limite des probabilités respectives correspondantes & l'ap-
proximation de lespace total dénombrable par les ensembles finis.

Exemple 3. Produit dgspaces continus *¢).

La probabilité pour que deux points de la surface d’une sphére
aient une distance plus grande qu'un nombre donné a. Il s'agit du
produit de deux surfaces de la sphére. Le théoréme 1 permet de
définir une mesure pour cette variété d quatre dimensions située
dans l'espace euclidien & 6 dimensions, en partant des mesures don-
nées sur la surface de la sphére (p. ex. étant égale  Vaire dans
le sens ordinaire).

Exemple 4. Probabilité pour que trois droites sur le plan for-
ment un triangle aux angles aigus.

L’espace 4 mesure donnée est ici I'ensemble de toutes les droites
du plan. On peut définir une mesure dans cet ensemble (Crofton,
Deltheil)??) et cela méme dans un certain sens univoque ). I

15) Cet ensemble n'est pas une somme finie d'ensembles-produits. V. ausei
Pexemple 9. .

36) Le livre de M. Deltheil (L. c. 5) contient un grand bre de problé
de ce genre, Il serait instructif dé les formuler dans le langage des produits.

) Cf. Deltheil, 1. c. 3). ‘

1) J, Behreier et 3. Ulam, Sur une propriété de la mesure de M. Le-
besgue, C. R. 1930,

icm
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g'agit de la mesure dans le produit de trois espaces de ce genre,
notre probléme concernant trois droites. On obtient dans ce pro-
duit une mesure d'aprés le théoréme 1; notre problme est ainsi
bien défini.

Un simple calcul montre que dans le produit I'ensemble corres-
pondant aux droites formant des triangles de la propriété demandée
a pour mesure le nombre

Dans cet exemple, comme d'ailleurs dans tous le cas précedents,
les théorémes de la partie premiére assurent d’avance l'unicité
de la solution du probléme. S'il s'agit du caleul_effectif des proba-
bilités cherchées, ces théorémes justifient les procédés ordinaires,
consistant & calculer la mesure de Pensemble correspondant par une
décomposition en sous-ensembles convenablement choisis, indépen-
damment de la maniére suivant laquelle cette décomposition était
effectuée. : '

2. Les produits infinis.
Exemple 5. Produit despaces finis.

Dans le jeu de pile ou face la partie sera gagnée par un joueur,
#il a réussi de gagner k jeux consécutifs. On demande quelle est
la probabilité pour que le jeu soit terminé?

Les espaces & mesure donnée sont les espaces K, chacun com-
posé de deux éléments (pile —O et face — 1). La mesure donnée
est constante: p pour l'élément 1 et g=1—p pour Iélément O.

Il gagit de la mesure de l'ensemble Z, gitué dans l'espace % E,
=l

de toutes les suites des chiffres O et 1, composé des suites dans
lesquelles il existe des séries de k& zéros ou de &k unités consé-
cutives. Cet ensemble est

Z =20‘z, o Z,=FE [, =Tpa =10 =Ty}

L’ensemble Z contient I’ensemble i: Zy.

Si Pon désigne par
=1

Ay=2y, A=Z, s II C Zp (¢=1,2..,
_ A

17*
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les ensembles 4, sont disjoints et I'on a

Z‘:)}?A,

sm=0
et par conséquent m(Z)>§ m(4,).
S0
On ‘voit aussitt que
mZy)=p"+¢=0a<],

m(4)=(p*+¢9-(1 —p*— ¢\
d’ott

mZ)= Y a(l—ar=1

S0

Cela veut dire qu'il est ,presque certain que le jeu sera ter-

miné en un temps fini.

Exemple 6. Le jeu entre deux personnes est le suivant: Le
gain de deux parties consécutives dans le jen de pile ou face décide
sur le gain du ,game“ (de I-ier ordre). Sil'on gagne deux ,games®
consécutifs on gagne le ,game de Il-idme ordre* — et ainsi de
suite. Avec le ,game de n-ime ordre“ on gagne le jeu. On
cherche la probabilité pour que ce jeu se prolonge indéfiniment,
Les espaces dans lesquels la mesure est donnée sont les mémes
que dans l'exemple 5. Ici, il s'agit de la mesure dans l'espace

E® = $1E£n—l)’

P

ot E/—%P EY-

yel

(j=28,...n), (i=1,..)
E? =:.E1E, ot E,= E de I'exemple précédent (i=1,2,...).

On obtient de la mesure donnée dans les espaces EF— les me-
sures pour les espaces nouveaux K/, d'une manidre analogue au
procédé de Pexemple 5. Un simple caleul montre que lensemble
qui correspond A tous les jeux gagnés est mesurable et sa me-

sure est

3

——m) pour les jeux perdus on obtient 1
] =)
» q

T'ensemble qui .correspond aux parties joudes indéfiniment a la me-
sure 0. Par suite il est ,presque certain“ que lo jeu sera décids.
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Exemple 7. La ruine des joueurs. Ce probléme classique 39)
conduit & la considération des produits infinis. Dans le schéma
mathématique le plus simple, les espaces E, 4 mesure donnée se
composent chacun de deux éléments (—1, 4 1), et soit la mesure
dans E; m(— 1) =g, m(-+41) = p. Soit la fortune du joueur A de a,
du joueur B de b unités.

1l #agit de la mesure dans l'espace %Ey de I'ensemble

y=1

ZA=EZ,, ot Z,=E[b>s8>—a, pour i <n; 5, >b]

nw=s

s, désignant la somme des i premiers termes de la suite.
oo
En se servant de l'existence de la mesure dans % E,, on peut
y=1

raisonner de la maniére habituelle et en vertn du fait que le jeu
est juste conclure que I'espérance mathématique du joumeur A est 0
ot par suite que

bem(Z) — a m(Zy)=0.

Sans Pemploi de la mesure dans ‘i; E, le raisonnement ne serait
y=1
pas rigoureux, car il n’est pas évident & priori que les probabilités

m(Z,) et m(Zs) sont bien déterminées.
Exemple 8. Produits infinis d'espaces continus.

La probabilit4 pour qu'une suite de points choisis au hasard
sur une surface (par exemple sur la surface d'une sphére) soit par-
tout dense sur cette surface.

Les espaces aux mesures données sont ici B;=2F, ot E est la

surface donnée. 1l s'agit de la mesure, dans 5331 E,, de Vensemble
ye

7 de toutes les suites dont les termes forment un ensemble partout
dense dans E. I'ensemble Z est, comme il est aisé de voir, mesurable.
Sa mesure est 1. Soit, pour la démonstration, {E;} la suite n,des sphéres

1) V, le remarque sar ce probléme de M, 8. Bern stein, Théorie des pro-
babilités (en russe) Moscou 1927, p. 98.
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rationnelles“ partout denses dans E.-En désignant par C, l'ensemble
de toutes les suites dont tous les termes appartiennent & CR,,
on & OZCE' C,. La mesure de l'ensemble C; est évidemment égale
=1 .
~alim(1—m(B)*=0 et la mesure étant compldtement additive

on a m(CZ)=0, dot m(Z), c. & d. la probabilité demandée est
égale 4 1, ¢ q. £ d.

Nous démontrerons dans la suite un théoréme plus précis. On
a la probabilité égale & 1 pour qu'une suite de points choisis au
hasard soit uniformément dense. On peut de méme aban-
donner l'hypothése de la constance de la probabilité pour tout

choix successif des points, ¢. & d. admettre différentes mesures
dans E,.

Exemple 9. Produit infini d'espaces dénombrables.

Probabilité pour qu'il existe un point fixe dans une transfor-
mation de l'ensemble Z' des nombres entiers en lui-méme,

Une telle transformation est donnée par une fonction f(n) ayant
pour valeur des nombres entiers et peut &tre considérée comme

un point de l’espace ‘T}E,,, ot E;,= E. Il #agit de la mesure de
el

Pensemble Z de toutes les suites {f(n)} pour lesquelles il existe
un n tel que f(n)=n 30,

Pour que notre probléme soit bien posé, il faut qu'on ait défini
une mesure dans E.

Or, si Pon a défini dans E une mesure complétement additive,

ol 3
ensemble Z est mesurable dans § Z,. Si, ce qui est plus naturel,
y=1

la mesure dans E est seulement d’une additivité finie et méme si
tous les sous-ensembles de E sont mesurables, le théoréme 4 ne
nous apprend rien sur la mesurabilité de Z, cet ensemble n’étant
-pas une somme d’un nombre fini d’ensembles-produits.

La question si Pensemble Z appartient & la classe des ensembles
qui ont la méme mesure pour tout passage de la mesure de la
classe des ensembles mesurables (dans le sens du théordme 4)

39) Ce probléme peut étre regardé comme une extension pour I'infini du pro-
bléme des rencontres de A. de Moivre, bien que dans notre cas il ne s'agit pas
des permutations de la suite des nombres entiers, mais il est admissible que f(n)==
= f{m) pour n= m; Péquation f(x) =n peut ne pas étre soluble.
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3 la classe de tous les sous-ensembles de %’E’,, semble &tre dif-
p=1

ficile. Mais #'il en était ainsi, on pourrait régarder le probléme comme
bien posé méme dans le cas ol l'on part d'une mesure A addi-
tivité finie dans E.

3. Lois-limites.

La notion du produit infini nous permetira d’étudier d'une ma-
nidre systématique les lois-limites du caleul des probabilités. Dans ce
travail .nous nous bornons, bien entendu, au cas de variables indé-
pendantes. Ces théorémes fondamentaux pour le calcul des proba-
bilités remontent, comme on le sait, & Bernoulli, Poisson, Lia-
place; aprés Tchebycheff les démonstrations se sont simpli-
fites. Plus récemment, ces lois étaient étudides par des savants

. pombreux (Borel, Cantelli, Mazurkiewicz Khintchine

et d’autres 31)3%)). Grice 3 ces travaux on discerne aujourd’hui en
particulier entre la loi forte etla loi faible des grands nombres.
D’habitude ces théorémes sont formulés de la manitre suivante:

Théoréme A. Soit z,,2,,..., x,... une suite de variables éven-.
tuelles indépendantes, & espérance mathématique E(z)=0 (ce qui

ne diminue pas la généralité) et telles que la série flb,zo(ng) 338),
b, désignant le ,deuzidme moment*, c.-d-d. E(z). Pour tout & > 0, i
existe un N(g) tel que, pour tout n>> N(e), on a
m[wl+w,+-..+x,\‘<e]>1*e

n
0[] déstgnant la probabilité de Vinégalité exprimée enire paren-
theses.

a1) Borel, L. e. ?); Cantelli, Sulla lsgge dei grandi ftufpteﬁ, Mem, Acad
Lincei, T. 11 (1916); Mazurkiewics, O pewnen uogdlme.mu prawa wielkich
Yiozsb, Wied. Mat. T. XXII, 1917; Khintchine, Sur lss lois fondamentales du ‘

babilités, (en russe), Moscou 1927. .

calc“:’)d;:sp,l;;pothéueu 12; plus g)énéra.les ot los énoncés les plus précis sont dus
aux travaux récents des savants russes MM. Khintchine, Kolmo'gorof-f et
8. Bernstein dans le cas des variables éventnelles dépendantes. Khlntclnm.a,
Uber das Gesetz der grossenm Zahlen, Math, Ann, (1926); Kolmogoroff, Uber die
Summen durch den Zufall bestimmter unabhdngiger Grossen, Math, Ann. 99 (1928).

. , o(n)
) »o(n) dékigne le symbole do M. Landau: —-”——> 0.
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Théoréme B. Dans les hypothises du théoréme A, [& condition

~

2'%<_|_oo] on a: Pour tout &> 0, il existe un N(e) tel que
y=1

pour tout u>> N(¢) et p naturel, on a

i‘tl+"'+xnl .izl+"‘+xn+1] s ix1+"'+mn+ﬂ
mh - I<E <&} ..l "7

T nd+1 | |
On voit que la loi faible des grands nombres pent s'exprimer & I'aide
de la mesure dans les produits finis (d'ordre arbitrairement grand)

de la forme % E,; la loi forte au contraire canduit aux produits
y=1 -

n n41 Lor
de la forme P E, X BE, X ... X ﬂfE,,”).
y=1 p=1 pm=]
Bien que les théorémes en question concernent des probabilités

dans les produits finis, on parle souvent de la convergence vers 0,

(forte ou ordinaire) de la suite {xl-{—m,-'!-...-}—m,} dans le sens

du caleul des probabilités. De plus, certains autenrs formu-
lent le théoréme B en disant qu'il existe une probablilité narbi-
trairement voisine & 1¢ pour que tous les termes de la suite

{ail_—}_-_ z +... 4 )
i

Mais —si I'on définit une- probabilité d’un tel fait comme limite des
probabilités correspondantes prises pour i fini, — on nest pas siir
& priori si une telle expression posséde les proprietés d'une proba-
bilité. De plus, on peut exprimer le méme fait mathématique de la
convergence par une autre définition équivalente et il n’est pas aussi
évident & priori que les limites correspondantes & ces nouvelles dé-
finitions donnerons le méme nombre.

Cependant le théordme B posséde pour lintuition un sens
invariant, indépendant de I'une ou lautre définition du fait de la

convergence de la suite {x1 + + o x,}‘
i

En se servant de la notion du produit infini on peut exprimer

s"is"E)

r=1

Ces produits se laissent réduire anx produita plus simples de la forme

,<£J>1—e,

}soient petits & partir d’un i suffisamment grand. .
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les théorémes 4 et B d'une maniére plus intuitive et dans un
certain sens invariante.

On admet une suite de variables indépendantes, c.-a-d. dans
notre interprétation une suite d’espaces E,,... E;,... composés
de nombres réels; pour tout Z; on définit une mesure (fonction
de probabilité) telle que

n

f:r., d(m(Z)) = 0; fx? d(m(Z)) =b,, Zb,, = o(n?).

y=1

Dans l'espace 53; E,, c-a-d. dans I'espace des suites 2=(z,,...2,,...)
p=1

- . . &)
des nombres choisis de E;, on peut considérer la fonetion - ol

8,(x) =z, 4...4 =,. Sous lesdites conditions on a:

. s (% =
Théoréme A*. La suite des fonctions —‘(z—) converge, dans P E,,
v=1

pen mesure vers 0 34),

Cet énoncé n'est qu'une autre rédaection du th. 4. Le théoréme B
au contraire admet un énoncé plus simple qu'auparavant.

Daus les hypothéses sur les espaces E;, qui correspondent aux
hypothéses du théordme B, on a:

Théoréme B*. La mesure de Uensemble des suites (situé dans
Despace ‘i; E,) dont les moyennes arithmétiques convergent vers 0
est 1 ”5).”.=1

Démonstration du th. 4%

Lemme a. (de Techebycheff).
Désignons par Z,(e) 'ensemble des points (z,,...2,) dans le pro-

z+...+2, <e
n

duit {IlS E,, pour lesquels {
=1

34) La convergence ,en mesure* de la suite des fonctions fy(x) vers f(x) est
définie comme il suit: Pour tout & > 0, il existe un N(z) tel que pour # > N(e)
on & m(E[|fu(@) — f@)] < &) > 1—e.

) Ce théordme monire que la ,convergence dans le sems da caleul des pro-
babilités" (notion introduite par M.Cantelli) peut-étre regardée comme une con-

o0
vergence presque partout dans l’espace $1E,.
y-
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S, 8.
y=l
On am(Z,(eh) >1— e

Dans le théoréme il s'agit de la mesure de I'ensemble des points

dans %E,, tels que F«"—n@! < & Nous avons
p=]

@) ] = i E
r [' " < g| == Z,,(E) X”_¥+lﬁ’v
ol I'ensemble Z,(¢) se compose des points situés dans le produit
fini p E,.
=1

Les variables «, étant indépendantes, on a

s

=0l <o) =mize)-1
comme Elb,=o(n’), on déduit du lemme a notre théoréme.

Démonstration du th. B*

Lemme b, (de M. Kolmogoroff).
Désignons par Zf, I'ensemble des points (zy,... ay, ... By,) (situés

N4,
dans le produit %pE,) pour lesquels
v=1

|#a(2)
| n

</¢l’ pour n=N, N4-1,... N4 p,
c. & d. Vensemble '

Zﬁ,:ﬁE[ 8—";(?—)

n=N

Si p oroft, clest une suite d’ensembles déeroissants & partie
commune Zy,.

La mesure de 'ensemble Zy,

m(Zp) = lim m (Zg,).

1
<3

M. Kolmogoroff prouve que ce nombre (qui, d’aprés nos re-
marques générales, peut étre interprété comme une probabilité) tend
pour N—>oco vers 137).

) V. p. ex. Castelnuovo, Caleolo delle probabilita, Bologna 1925, p. 60,
i) V. Kolmogoroff, 1 ¢. 3) C'est une conséquence simple du th. I
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Dans le théoréme il s'agit de la mesure de l'ensemble Z des

5(2)
n

suites pour lesquelles I’expression lim

existe et est égale a 0,

nm=og

Cet ensemble est de la forme:

sl 00| 3 Je] 49 <3

k=1 N=1 n=N

(Cette forme s'obtient de la définition habituelle de la conver-
gence d'une suite & l'aide p. ex. du procédé général des MM. K u-
ratowski et Tarski mentionné dans la premiére partie).

L'ensemble Z, sexprimant par sommes et produits d’ensembles
mesurables, est lui-méme mesurable. Notre probléme étant ainsi bien
défini, il s'agit de calculer la mesure de Z.

Pour k croissant, les ensembles

w-FIpl<)

constituent une suite d'ensembles décroissants. Z étant leur partie
commune, on a m(Z)=lim m(Z,).
kmoc

Les ensembles

8x(%)
n

1
< E]

Z;q, =”E[
ne=N

constituent pour N —> oo une suite d'ensembles croissants. Z, étant

leur somme, on a m(Zy) =}rim m(Zy,) et par conséquent

m (Z) = lim lim m (Zy,)
kmoo pmoc

Le lemme b nous assure que, pour tout #>>0 et N suffisamment
grand, on a m(Zy) > 1—1.

Nous avons done m(Z) 2= 1 — 1, pour tout >0, ou m(Z)=1,
e q f. d ‘ '

Cette démonstration n'est, da reste, qu'une simple adfaptahon‘d‘e
celle de M. Kolmogoroff au langage des produits, mais on saisit
de cette manitre plus explicitement le contenu essentiel des lois-
limites.
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Remarques. 1. Si tous les espaces E; se composent de deux
éléments 0 et 1, et m(0)=¢q, m(1)=1—g=yp, le théoréme B*
nougs donne le théoréme de Cantelli dans le cas particulier de
Bernoulli.

D’une manitre analogue, si 'on fixe dans l'espace E,=(0,1)
la mesure: m(0)==gq, m(1)=1—g,==p,;, on obtient du théoréme B*
Pénoneé suivant, connu comme théoréme de Poisson:

3

v
5y
n

lim

=00

=0 avec une probabilité égale & 1.

2. Dans le cas du théoréme de Bernoulli notre interprétation
identifie ce théoréme au théordme de M. Borel, d’aprés lequel
pour ,presque tout’ point # (dans le sens de la mesure de Le-
besgue) de l'intervalle 0<{z<C 1, dans le développement dyadique
de x le chiffre O et 1 ont la méme fréquence.

En effet, I'intervalle des nombres réels peut étre considéré (ex-
ception faite d’un ensemble dénombrable des x qui ont un déve-
'loppemenvt fini) comme le produit des ensembles E,— (0, 1); si la
mesure dans E; est telle que m(0) = m(1) = %, on obtient la mesure
de Lebesgue par notre procédé de la définition de la mesure dans

%E,,, c. & d. dans lintervalle (0, 1), comme il est aisé de voir.
p=1

On peut obtenir une mesure différente de la mesure de Lehes-
gue en concevant, plus généralement, cet intervalle (abstraction
faite d'un ensemble dénombrable) comme un produit des ensembles
E = (0, 1) avec la mesure m(0)= g, m(1) = p. Celle-ci correspond
& la fonetion de la probabilité totale F'(z)= 2. Dans le cas général
on obtient pour la fonction de la probabilité totale la fonction sui-
vante: 8i 1=(0, @, @,... @,...), ol @; est le i-iéme chiftre du déve-
loppement dyadique de z,

v=1 p—~1
o2 P a, v— Zla#
=1 -
Fa)=Ya,p"" ¢ *

y=1

Cette fonction, qui se réduit évidemment & z pour p=q =14,
est continue, mais sa dérivée (pour p=q) n'existe pas dans un
ensemble partout dense. Nous avons tracé sur la figure quelques
premiéres approximations de la fonetion F(x).
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Dans le cas du théordme de Poisson, si Pon veut représenter
sur l'intervalle tontes les parties possibles du jeu de pile ou face

i

oti la probabilité d’obtenir pile varie avec n, on aura

F(x) =j a, ( Ivi- pas g:,‘“ﬂ) gov.
o w1

3. Les théordmes A* et B* s’obtiennent & I'aide des lemmes qui
servent & démontrer les théordmes A et B et i I'aide des théo-
rémes sur la mesure dans les produits infinis.

On peut, d'une maniére analogue, formuler pour les espaces des
guites infinies d’autres théordmes fondamentaux du calcul des pro-
babilités, _

Considérons comme exemple la ,loi du logarithme itéré“ de
MM. Khintchine et Kolmogoroff.

Théoréme C. Conservons les notations du théortme A. A con-
dition que .
limB,,=2 b, = + oo
e v-1

et

B,
l”~l<m~=°(l/m)’
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U'ensemble de ces suites pour lesquelles on a:

Jim sup —— S =1

neeo - 2B, log logf,, o

o0
b 4
a la mesure 1 dans lespace ‘.BIE,,.
P

MM. Khintehine et Kolmogoroff prouvent 38) que, pour 7
et d positifs, il existe un N tel que la probabilité pour qu'une au
moins des inégalités

5.>|2B,loglog B, (1+6), (n=N, N+1,... N+p)

soit remplie est plus petite que 7, et, pour 7, d, N arbitraires, il
existe un nombre p naturel tel que la probabilité pour que toutes
les inégalités '

$,> V2B, loglogB, (1—4d) (n=N,N+1,... N+p)

soient remplies est plus petite que 7.

M. Kolmogoroff formule la ,loi du logarithme itéré% de
cette maniére un peu compliquée parce qu’il ne voulait pas ,em-
ployer des probabilités des relations qui ne peuvent &tre observées
directement #9). .

Il semble que l'existence de la mesure dans le produit infini
permet d'éviter de telles objections en permettant de parler des
probabilités des relations qui dépendent d'un nombre infini d'évé-
nements.

Il pourrait étre intéressant d'étudier d'autres propriétés des séries
infinies des variables éventuelles. Les lois des grands nombres ex-
priment la sommabilité d'une suite de variables éventuelles par le
procédé C;, avec la probabilité 1. On peut demander de trouver
tous les procédés de sommation pour lesquels il en est ainsi et
cela déja pour le cas des variables éventuelles les plus simples.

4. Suites de points uniformément denses.

Dans ce numéro nous formulons un théoréme qlii est intimement
lié & la loi forte des grands nombres.

) Khintchine ). ¢, ), Ch, IIL, Kolmogoroff, Uber das Geseiz des
tterierten Logarithmus, Math, Ann, 101, 1929,
#) Kolmogoroff, 1 c. ) p. 127.
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Soit £ un espace métrique et séparable i mesure complétement
additive. La mesure est définie en particulier pour des regions @
dans E (Une région dans un espace. séparable se compose toujours
d’'un nombre dénombrable de ,sphéres rationnelles denses‘).

Une suite de points x = (x,, #;,..., &,,...) est nommée unifor-
mément dense si pour tout £ >0 et pour tout G il existe un N tel
que pour tout #>N le nombre des points de la suite qui appar-
tiennent 4 & divisé par n, diffdre de la mesure de G par un nombre
plus petit que &

Une suite de points pris au hasard dans E peut étre consi-

dérée comme élément du produit infini SExE,,, ol £;,=FE (i=1,2,..).

La mesure dans S‘EE,, est supposé déterminée conformément au
y=1

théoréme 2.
On peut alors se demander quelle est la probabilité pour qu'une
suite de points pris au hasard soit uniformément dense.

Théoréme D. La mesure de l'ensemble des suiles uniformément
denses dans Uespace E est 1.

Démonstration. Lespace E étant séparable et la mesure
complétement additive, il en résulte aisément que pour qu'une suite
goit uniformément dense dans le sens de notre définition, il suffit,
qu'elle soit uniformément dense par rapport aux ,sphéres rationnelles
denses“ R,.

Désignons par L, () le nombre des points de l'intervalle (z,, 2,...,)
de la suite = (2, &,...) qui tombent dans B, En écrivant la
définition d’une suite uniformément dense, on obtient Pensemble de
toutes ces suites sous la forme

2= [ S I= () <i]-
" jel k=1 N=1 n=N
Les ensembles

o= 3 M| »

k=1 N=1 n=N

1

ont la mesure 1. Pour s'en convaincre observons que pour .uun
5 iables éventuelles.
ensemble R, donné [,(x) est une somme des variables
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indépendantes z définies de la maniére suivante:

#/=1 avec la probabilité m (R)
2/=0 avec la probabilité 1 —m (R

En utilisant le théordme B¥* nous obtenons m(Z) = 1.
En tenant compte du fait que cZ=3 CZ; et que la mesure
J=1

donnée est complétement additive, on obtient m(CZ)=0, ec. q. f d.

Remarques. Ce théoréme d'un caractére géométrique qui est
au fond une conséquence de la loi des grands nombres pour le eas
de Bernoulli peut &ire regardé néanmoins comme une générali-
sation de cette loi.

En effet, dans le cas ol V'ensemble E se compose des deux élé-
ments O et 1 nous pouvons prendre pour des régions G les sous-
ensembles (0) et (1). De la définition d'une suite 2= {z,} unifor-
mément dense il résulte que, si s,(#) désigne le nombre des points
qui sont contenus dans la ,région“ (1), e. & d. des chiffres 1, on a
lim ﬁgi):m(l): p avec la probabilité 1.

Le théoréme D se laisse généraliser pour le cas ol la probabi-
lité (la mesure dans E) varie pour les choix successifs, c. & d.
avec n. Nous avons affaire & une suite {E;} d'espaces qui se com-
posent des mémes points mais ol la mesure de la région G est
m;(G). Une suite des points x = {z} sera nommée uniformément
dense si pour n suffisamment graud le nombre divisé par n des
points qui tombent sur @ approche la moyenne arithmétique des
nombres m,(G). Le théoréme D reste vrai et peut 4tre regardé

comme une généralisation de la loi des grands nombres dans le
cas de Poisson.

5. Nombres normaux.

Dans un ordre d'idées analogues i celles du numéro précédent
on peut envisager la notion d'un nombre normal, introduite par
M. Borel“). Un nombre z est appelé normal (par rapport au

développement dyadique) si lim fl‘—? == }. Nous savons déja que la

) Borel, Traité du calewl des probabilitds et de ses applications, T. II,
fase. I, Ch, I. Paris 1926.
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mesure de I'ensemble des nombres normaux est 1. M. Borel a étu-
dié les nombres totalement normaux c.-4-d, normaux par rap-
port au développement en puissance des bases 2,4,8... (La défini-
tion d'un nombre normal par rapport & un développement #-adique
est évidente).

La définition d'un nombre normal peut 8tre génétahsée dans
deux directions d'une manidre évidente. Pour le eas de Poisson la
mesure dans Pintervalle (0,1) est établie par la fonction F(z) dela
page 269. Un nombre sera appelé totalement normal si pour tous
les systémes finis des zéros et des unités (,,8; ..., le nombre
8,(; By, Bs,--., B,) désignant combien de fois ce systéme se trouve dans
la n-iéme approximation dyadique du nombre z, jouit de la pro-
priété suivante:

S,, (x ﬁl ) ﬂi 3 ﬁr) ,,{f v qr-—;f:;{?,

n=00

Autrement dit, un nombre est totalement normal si la fréquence
de tout systdme fini de chiffres est, & la limite, égale & la proba-
bilité de ce systdme. On prouve facilement que la mesure des
nombres totalement normaux est 1.

Or, on peut généraliser cette remarque de la méme maniére
suivant laquelle la loi des grands nombres est généralisée par le
théoréme D.

Soit E un espace remplissant les conditions du théoréme D. .

A tout elément x = {x} de l'espace EE E,, ob E,=E, et & toute ré-
=1

gion G dans E correspond une suite des zéros et unités:

P (2) = (p(x,), P(%s)s-. P(Fn)s--)

ol p(y) est la fonction caractéristique de Pensemble G(c.2 d. p(y)=0
si yeCG, py)=1 i yeG). La suite z est appelée totalement
uniformément dense si pour tout G et pour tout systeme

(Byy Bsy--- B

r—38,
_,.M_ﬂ,) [m(G)].,-l "1—m(@)
ot 8,(G; By, By~ B,) exprime combien de fois le systéme (f;, By,... 8)
ge trouve dans la suite (p(z),¢(®) ... P(2.)
Fandamenta Mathematicas, T. XXIII. 18
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On prouve facilement le théoréme suivant:

Dans D'espace %E,, Pensemble des suites totalement uniformé-
pm=l

ment denses a la mesure 1.

On peut encore généraliser ce théoréme pour le cas de Pois-
son, c-b-d, pour le cas ol la mesure dans l'espace E varie avee i.
On doit modifier, bien entendu, la définition d’une suite totalement
uniformément dense.

6. Convergence des séries.

* Nous avons étudié Ia convergence des moyennes arithmétiques des
‘suites & variables éventuelles. La notion du produit infini nous rend
les mémes services dans I'étude de la convergence des séries & va-
riables éventuelles. Ce probléme a été résolu dans quelques cas par-
ticuliers importants par M. Steinhaus4!). Pour obtenir une mesure
dans les espaces correspondants & une infinité de dimensions il
transformait ces espaces d'une maniére biunivoque en l'intervalle des
nombres réels. Une telle transformation étant convenablement choisie,
on peut adopter comme mesure dun ensemble la mesure de Le-
besgue de I'ensemble linéaire correspondant. Ce procédé, un peu
compliqué, conduit cependant i une solution rigoureuse du pro-
bléme en question.

Le probléme de la convergence des séries & variables éven-
tuelles trés générales a été résolu par MM. Khintchine, Kol-
mogoroff et P, Lévy#) La probabilité P de la convergence
d’une série & variables éventuelles (3 valeur réelle — cette suppo-

sition ne diminue pas la généralité) — y était définie de la manisre
suivante:

r

3.)<1]

) 8teinhans, Uber die Wahrscheinlichkeit dafilr, dass der Konvergene-
kreis einer Potenzreihe thre natiirliche Grenze ist. Math, Zeit, 31 (1929); Sur
la probabilitd de la convergence des 8éries, Studia Math, T. II (1930).

) Khintchine et Kolmogoroff, Uber Konvergenz von Reihen, Rec.
math, Soc, Math. Moscon Bd. 32 (1925), Kolmogoroff 1, ¢, ), P. Lévy, Sur

lu-aériu. dont les termes sont des variables ¢ventuclles indépendantes, Studia
Math. T. IIT (1931),

P=limlim lim Y0| max
. {=00 n=06 N=oo n<p<r<N
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Dans ce cas encore on pourrait soulever I'objection que I'adop-
tion de différentes définitions équivalentes du fait de la conver-
gence pourrait conduire & des valeurs différentes des probabili‘tés
et qu'il n’est pas admissible & priori de parler de ceite expression
limite comme d'une probabilité. Or, l'existence de la mesure dans
le produit infini montre qu'il n’en est pas ainsi, la définition pré-
cédente étant de cette manidre justifide.

La probabilité de la convergence d'une série est égale & la me-

sure de l'ensemble Z des suites, dans Pespace $1E,, pour lesquelles

les sommes ‘partielles sont convergentes. Si I'on admet la définition
habituelle (de Cauchy) de convergence, cet ensemble devient:

z=jﬁ§ﬂﬂiﬂm+%w+n+m<ﬂ 

I=1 N=1p=N r=p

On peut écrire aussi: Z=ﬁ§'ﬁZ(N,n, i), olt

=1 N=1n=N

1
Z(N,m, Q=E[ mgq'”n+”w1+---+wr| <~§l-

N=p.

Pour n > n'
Z(N,n,3) C Z(N,n', 1)

m( iIzav, ", i)) =lim m(Z(N, n, i)).

n=N

done

Les eunsembles ”Z(N,n,i) sont tels que pour N >N

n=N

ﬁZ(N’,n,i)DﬁZ(M n, )

ot n=N"’ B n=N )
m(g INI Z[N, n, i]) —lim m( g 2[N,n, 1:]).
On a . .
i 21N, mi 4+ 1]
é‘ "”NZ[N n z]:)é' INI n

18%
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276 7. Lomnicki et S. Ulam:
d'ol
m(Z)=lim lim limm( [max |z, ... F 2] < ])

imco Neoo n=00 N<psrsn
De cette manidre on parvient & la définition des MM. Khin-
tchine et Kolmogoroff.
La méthode de M. Lévy nous permet de prévoir & priori que
la probabilité en question peut 8tre égale seulement & 1 ou & 0
L’ensemble Z peut étre représenté de deux maniéres:

a= JL3 Izl i<

i{=1 N=1 n=N

o= I3 I I o< o1 <1)

i=1 N=1 n=N k=n

En comparant les mesures de Z obtenues de la premiére resp.
deuxiéme expression, nous obtenons

m(Z) =m3(Z), dou m(Z)=0 ou mZ)=1

La marche de la démonstration peut étre étudiée en la comparant
avec la démonstration d'un théoréme analogue ol se présentent, du
reste, quelques difficultés supplémentaires 43).

Etant donnée une suite de variables éventuelles générales, on
peut démontrer que l'alternative suivante a nécessairement lieu: la
loi des grands nombres est remplie ou bien la suite s,(z):n ne
converge pas vers 0 avec la probabilité 1. D'une maniére plus
précise nous avons le

Théoréme E. Soit, dans les notations du théordme A, |z,| < a
et f z;d (m(2)) =0. L'ensemble Z des suites == {x;} dans lespace

sB E,, pour lesquelles lim > => "(”)

0 ou 144

existe et est égale & O, a la mesure

43) L'idée essenticlle de la démonstration est celle de M. P, Lévy, 1. c. ),
p. 124,

4) Cf. aussi M. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkestsrech-
nung, Anhang, Berlin 1933,
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Démonstration, L'ensemble Z en question s'éerit:

L, o o0 oo s"(x) 1
‘—]IEIIE[T <ﬂ-
Aml N=1 n=N
En posant
_ ()| |8@)| L
200 Ny m) = B[ mex |29 < s mex (2| <
ol 7 ==max(n, Enla,), on a
o=
z= JI 3 ILIT70- %7
k=1 N=1 n=N m=8ki
Mais
b
88) _0(0) | oinn”
r r
et, comme pour r >3k7
| a5 1
|7 | <% 3k
l r
P
) S vl 2
on voit que l'inégalité l|sr£1)l<37c implique as <z
En posant
(m) 3
— _ v—l-l-l

nous avons done
Z(k, N, n,m) CZ(", N, n, m).
11 en résulte que pour l'ensemble

Z= ﬁi‘ ﬁ ﬁZ(k,N,n, m) ona m(Z)=mZ)

kel N=1 ne=N m=3ks
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Posons

= 5] s

On voit facilement que

s, ()

1 _ (== (=] .

n=N m=3 7k

m(Z) =1lim lim m(Zy) et m(Z)=lim lim m(Zy,).
k=00 N=oo' k=co N=oo

Or, on a pour tout M >N, en posant M= max (M, :V:a,):‘

[
2 z,
’I ll (a:)‘ 1 pmit
2 1 v
ZNk—"'l £ 1L E[ng p < 3]{5, uf?sar:m < 3’0] C
[
E x
sl 2] [ 3 4,
B L v M+l
ol S < ] e |25 | <3

et comme dans les deux facteurs du dernier produit on a affaire
& des variables x différentes et indépendantes, il vient

3k] ” E[ max “""“"

uﬁ'<r<m{ r

NspsM

m(Z—N,,)gm(E’[ %

<3k])

Si M tend vers linfini, le premier membre tend vers m(Zy ).
En ma]orant le deuxidme membre par le nombre m(Zy,), on

a pour M=
m(ZN.) M (Zy,h) llm m(Zm)

En passant 4 la limite pour N ="00, k = oo, il vient

m(Z) < m(Z)-m(Z)
d'ou

m(2) < m(Z) < m*(2),
ce qui entraine m(Z)=0 ou m(Z)=1, ¢ q. f. d.

Uber innere Abbildungen
Von
F. Hausdorff (Bonn).

1. Zweck dieser Mitteilung ist zun#chst der Beweis des Satzes:

L Ist y=g(x) eine innere Abbildung des Raumes A auf den Raum
B==g(A), d. h. eine stelige Abbildung, bei der jede in A offene Menge
U ein in B offenes Bild V == @(U) hat, so ist zugleich mit A auch
B topologisch vollstindig.

Als topologiseh vollstindig wird ein Raum bezeichnet, der mit
einem metrisch vollstindigen Raum (in dem jede Fundamental-
folge konvergiert) homoeomorph ist. Herr Sierpirniski!) hat den
Satz fiir Mengen in Euklidischen Réumen bewiesen; bei einer Ge-
legenheit #) habe ich ihn in obigem Umfang ausgesprochen und
mochte, einem Wunsch des Herrn Kuratowski entsprechend, nun
den Beweis geben. Als Basis fiir den Raum A bezeichnet man
ein System I' offener Mengen == 0 dieses Raumes derart, dass jede
offene Menge ==0 Summe gewisser Uel' ist. Bedeutet U, (Umge-
bung von x) eine den Punkt x enthaltende offene Menge, so soll
also jede Umgebung jedes Punktes xzeAd eine Umgebung U.el’
enthalten, # soll ,beliebig kleine* Umgebungen U.eI' haben; im
metrischen Raum kann man darunter Umgebungen mit beliebig
kleinen Durchmessern verstehen.

Ein System von (beliehigen) Mengen U5=0 des Raumes A heisst
geschlossen, wenn fiir jede Folge von Mengen 0OGDO0D...
des Systems der Durchschnitt ihrer abgeaehlosaenen Htllen nicht

leer ist: T; U, Ty ... 0.

1) Fand. Math, XVI (1930), p. 173—180.
%) Journ. f. Math. 167 (1932), 8. 301
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