14 S. Mazurkiewicz.

Sei @* die Menge aller Mengen M, U,. Wir setzen A =@*{-@.
Es gentigt zu beweisen dass A abgeschlossen ist. Dies wird be-
wiesen, wenn man zeigt, dass die Hiufungselemente von @* in @&
liegen. Ist Z ein solches Haufungselement, so ist ftir eine gewisse
Folge {n;}:

(22) ‘lirxoxc 0 (M,,‘+ U"h , Z)=10
also wegen (21). auch
(23) ‘Iim 0 (U,,, 2)=0

d. h, Z ist Hiafungselement von @, und da ¢ abgeschlossen: Z¢ @
w. z b w.

24/IT1 1934.
Konstancin, Dom Kasy im Mianowskiego,

icm

Sur les superpositions des fonctions représentables
analytiquement ?).

) Par
Adolphe Lindenbaum (Varsovie).

1. X, Y, Z étant des ensembles quelconques, soit f; une fonction
définie pour tous les éléments de Pensemble X (ensemble des argu-
ments *), domaine®)) et telle que ses valeurs {dont l'ensemble con-
stitue le conéredomaine *)) appartiennent & ¥; soit ensuite f; une
fonetion dont le domaine est Y et telle que ses valeurs appartien-
pent & Z, Alors, la fonction f(z) = f,[ ()] sera définie pour tout z
de X: elle sera appelée superposition (composition) des fonetions
/1 et f34) et désignée par: f=1, Of;.

Pour deux classes (familles) de fonctions, & et &, soit & X &
la classe de toutes les fonctions f=/f,Of, telles que fy6 &, fre .
Les opérations O et X sont associatives:

HAOAOA=0/hOAOA] &HEXEXK=EXH)XE

(en supposant Pexistence de toutes ces superpositions); done, on peut
parfois se passer de l'emploi des parenthéses

1) Une partie des resultats de ce travail a été l'objet de ma communication
4 la séance de la Soc. Polonaise de Math. (Section de Varsovie), le 10 mars 1933,
et d'une note préliminaire dans les C. R. de Paris, le 15 mai 1933 (v. notre
liste bibliographique, p. 36 —~37: Lindenbaum [2]), ol cependant se sont glissées
quelques erreurs: 1° dans la définition des classes 9f et £, p. 1455; 2° dans la
définition de la fonetion A, p. 1467; 3° dans D'indication sur le cas b du théo-
réme II'/, p. 1457,

3 Kuratowski |1], p. 11,

% Banach |1], p. 16—16.

4) Baire (2], II, p. 128 — emploie cette dénomination pour une notion tout
4 fajt différente.


Yakuza


16 A. Lindenbaum:

2. Le cas le plus important est celui, ot le contre domaine est .

contenu dans le domaine, % étant un entier positif, /” sera la fone-
tion f, itérée n fois, c-b-d. f*=fOfOf...Of (n fois). Si f
est une fonetion biunivoque, ,/—?¢ désigne la fonction inverse,
o-d-d.: y=f"(x), lorsque z=f(y).

Si, de plus, le domaine est un espace pour lequel la notion de
limite est définie, on peut considérer aussi des superpositions in-
finies. Done, p. ex. si la suite des fonctions {g,}: ¢, =f,,...,
It =Su1 O oy — eat‘converge{lte vers la fonction f, on définit:

f=...0£0...0£04£,
ot d’une fagon analogae, on définit la classe: ... X QZX W XFEXFD);

1
cela permet de passer ensuite aux superpositions d'ordre a>>w®).

3. Dans tout ce qui suit, nous nous bornons aux fonctions
réelles d'une variable réelle (—oo<<z<<-}o0), c.-a-d. aux
fonetions (bornées ou non) dont le champ est Pensemble de tous
les nombres réels finis (dont le domaine est cet ensemble et dont
le contredomaine y est contenn) Mais pour certaines démonstratiens
nous nous servons aussi.d'autres genres de fonctions, ce qui est
chaque fois expressément signalé, Nous laissons de cotd la question
quels sont les champs abstraits, sur lesquels nos résultats pourraient
encore étre étendus 7).

4. Désignons par @ la classe des fonetions (partout) continues
et posons &, = @ Nous obtiendrons la classification de Baire des
fonetions représentables analytiquement, en posant:

&, (pour 0 < @< Q)= la classe de toutes les fonctions Sf=lim £,

f» étant une fonction de B, (La<<a)?®); il est plus convenable de
ne pas traiter les classes de Baire comme disjointes, mais comme
croissantes, :
Une autre classification a été donnée par M. W. H. Young?9):
Soit % =4£,=¢€ Alors %, (0<a< Q) est la classe de toutes
les fonctions f=— ’l‘u: f», olt les £,, appartenant & L, (6x<ea), forment

f) Cf. Bierpidski [9).

) V. Bary [2]; of. augsi Sierpifiski [2], Lavrentieff f1],
) Cf. Banach [2); Kuratowski [1: § 27, IX.

%) Cf. Beire [1], p. 6970,

) Young [2]; cf. aussi Young [1]; Hahn [1]: Chap. v, §§ 8, b, 6.
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uue suite noo-croissante; £, — la classe de toutes les fonetions
f=Ilim f,, olt les f,, appartenant & %, ((,<<a), forment une suite
Hws0Q

non-décroissante. Les fonetions semicontinues supérieurement con-

stituent la classe 9, celles semi-continues inférieurement — la
classe £;.

Enfin, la troisidme classification est due 3 M. Sierpinski 10);
&=206; & 0<<a<<Q) est la classe de toutes les fonetions qui

. o
sont sommes de séries absolument convergentes 3 fﬁ, de fonetions £,
-

de classe &, (5, << a).

5. Nous supposons au lecteur de nos considérations la connais-
sance de la théorie des fonctions de Baire, Young et Sier
pifski!). Iei, nous rappelons seulement les faits suivants:

5.1. Qlucsucﬁuc%’aﬂ
5.2, L. C 8 C8,C Ly
5-3. B, = 9{&-1-1 . *‘Cu.-}-l

(X -Y est la partie commune des engembles X et ¥).

5-4. Pour qu'une fonction appartienne & &,, il faut et il suffit
qu'elle soit une différence de deux fonctions de classe %,
(resp. £,). '

5-5. 5 + @, ).

5.6. Une fonction-limite d’une suite uniformément convergexite
de fonctions de classe %, resp. £,. resp. &, — est une fone-
tions %, resp. £,, 8,.

5.7. Chaque fonction de classe &,, les valeurs de laquelle forment
un ensemble isolé, appartient & &,.

5.8. Chaque fonction de classe @, est égale partout & & prés i une
fonction de &,, ne prenant que des valeurs multiples de &
(Treppenfunktion).

19) Bierpifiski [3], p. 27; cf. Kempisty [1], p. 64

11y V., Hausdorff [2]: §§ 41. 43; Hahn [2]: Chap, IV; de la Vallée
Poussin [1]: Chap. VIII; Hahn [1]: Chap. V; Sierpidski [1]: Chap. III;
Kuratowski [1]: § 27; Kempiaty |3] etc.

1) Sierpifaki [3], Mazurkiewi

Fund Mat ti T. XXTIL
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6. Désignons par alay. la classe dont I'unique élément est la

fonction f(z) = — z. .
On a les suivants théorémes élémentaires 1f):

6-01. Meg X Uy = £,5 g X L, = YU,
6.02. Mg X §,=8,; Oleg X B, =B,
B = 3 & == L’n
6.03. U XC=%; L, XC 0<a<
6.031. U X Bleg = 3 £, X Oeg =2,
6.04. &, XC=§,; B,XC=8,
6:05. eX %=X L eX & CX B =2,
6-06. A X Uy= %, X £ C Uy

P Q: £a+ 0<aca
6‘07. »qugﬁ""gux ﬂC ﬂ+“ 0<ﬂ<9
6.08. B, X By C Byya
6.09. b X By X oo By X B, C Bpapppapt.. (0<<a< Q)
6.10. Si £ ezf“ (0<a< Q) et f; est une fonction non-déeroissante

supérieurement ( £, ¢ %),
inférieurement ( 7 ¢ £,),

api)a.rtient a % 14),
Lo

7 M. Lusin a démontré en 1921 '5) que toute fonction de
classe 2 de Baire est une superposition de deux fonctions de
classe 1, done que &, X B, = @,; la démonstration m'est inconnue
et ne fut pas publiée. A ce propos, M. Lusin (1924) a posé le
probléme suivant 16): Une fonction de classe 3 de Buire est-elle tou-
Jours une superposition de trois fonctions de clusse 12

M. Sierpifiski (1932) a trouvé une méthode qui loi a permig
de s'approcher & la solution du- probléme de M. Lusin: a savoir,
M. Sierpiriski a obtenu le théoréme suivant 17)

gemicontinue alors la fonetion £,0f,

¥) V.Lebesgue [1]: p. 153; Hahn[2):§354; Kuratowski [1]: §27, 1iL

“) Cf. Bureau [1), p, 14—15. La restriction qui 8y trouve pour f,, d'étre
fonotion-limite d’une suite non-croissante de fonctions continues non-déerotssantes,
est superflue,

%) Gf. Bary [2], p. 870.
%) Lusin [1), p. 337.
1) Sierpinski [8].
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1l existe un ensemble E et une Jonetion @ dont le domaine est E,
de classe 1 de Baire sur E et telle que pour toute fomciion f de
classe By, (0< a<< Q) il eviste une Jonction g de classe &, dont
le coniredomaine est contenu dans E et telle que f=¢Og. Done,
pour tout f de classe &,, on a la représentation: f=— 9O (9Oyg)),
ol les contredomaines de g et de 9Oy sont contenus dans E. Mais
quand une fonction ¢ est de classe 1 sur un, ensemble &, il n'est
nullement nécassaire qu’elle puisse &tre prolongée (erweitert) partout,
en restant de classe 1 ().

En outre, M. Sierpifiski & démontré 19) que

X EeX. X @X Ck @,

Dans cet ordre d’idées, nous avons posé avee M, Szpilrajn )
la question gi ’

X B XX B X By =8,

8. Dans ce qui suit, nous démontrons des théorémes qui don-
nent la solution de ces problémes, et méme des problémes beaucoup
plus générauz.

En particulier, soit 0 < ¢ < @, 0CA< Q: alors
Vﬂ. X Wﬁ == Vﬂ‘HI’

si 'on pose & la place de , V¥ et , W4 denx quelconques des sym-
boles % £ &, @. De plus, dans certains cas on peut obtenir une
sorte d'aniformisation ), p, ex.

(§19): il existe une fonetion » de classe 1 de Baire, telle que
chaque fonction / de elasse 41 de Baire (0<<B<< Q) peut étre
représentée sous la forme: f=vQyg, olt la fonction g est conve-
nablement choisie dans la classe § de Baire.

Les théorémes qui suivent mettent en lumiére quelques liens
jusqu'ici inconunus entre les trois classifications:

(§ 12): Il existe une fonetion 7, continue sur I'ensemble des
nombres irrationnels et telle que chaque fonction £ de classe 8 de

18) lei, il serait incorrect d'derire: f=(p O @) g, car ls contredomaine de ¢
n'est pas contenu dans le domaine E,

%) Sierpidiski [9]

1) L. c. ).

) Ce qui avait lien aussi chez M. Sierpinski [8].
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Baire (0 <3< Q) peut étre représentée sous la forme: f=nOy,
g € £, (vesp. %); g ne prend que des valeurs irrationnelles.

(§ 16): 11 existe une fonction partout continue §, telle que chaque
fonction f de classe & 0< B8 << Q) peut 8tre representée sous la
forme: f=£0Oyg, ge £ (resp. %).

Quant aux superpositions infinies, nous obtenons p. ex. le thé-
oréme (§ 23):

e X @a,, X @By, X 8, = &3m+a¢+...+a”+ N (B .Q).

Il importe de remarquer que toutes les fonctions construites dans
le texte sont définies effectivement (ou, du moins, on voit immé-
diatement qu’elles peuvent 1’étre); on n'emploie pas l'axiome du choix.

L'idée mentionnée (§ 7), due &4 M. Sierpifski, de remplacer
la limite d’une suite par une fonction du nombre rattaché i cette
suite — & joué dans nos recherches un. réle considérable 2%).

En tenant compte de la dualité (v. §§ 5—6) entre les notions
des classes 9, et £, de M. Young, nous énongons souvent nos
théordmes seulement pour I'une de ces elasses symétriques.

9. Théoréme. I existe une fonction A semi-continue inférieu-
rement, telle que, pour tout mombre ordinal § (0 <P << ), chaque
Sfonction f de classe Lgy1 peut éire representée sous la forme:

f=2'09w

la fonction g (ne premant que des valeurs irrationnelles) étant conve-
nablement choisie dans £;.

Démonstration. Nous dirons que z¢ D, m
o kﬂ . .
) z=2 ~"~i#, {k,} étant une suite infinie de nombres entiers
n=0
: o [k, .
pour laquelle la suite {Qi} est non-décroissante et'convergente.

*) Citons les travaux sur les superpositions des autres classes de fonctions:
tout ¥'abord les belles recherches de M-lle Bary: [1] — sur les superpositions
des fonctions absolument continues (qui ont 6té aussi étudiées par M. Tod d),
[2] — sur celles des fonctions & variation bornée; evsuite, quant aux fonctiona
continues ou ,presque” continues, v. Sierpifiski (9], [11]; fonctions mesurables (L):
Ruziewicz .ot Sierpidski [1], Eilenberg [1]; fonctions jouissant de la
propriété de Baire: Bierpisiski [18]. Eofin (en rapport avec le 13-me probléme
de Hilbert) sar les fonctions arbitraires: Bieberbach [1), Lindenbaom [1]:
§ 8, Bierpidski [12].
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Alors, la suite {n+§
ment que pour un z déterminé — il n’existe jamait deux suites
différentes {k,} remplissant la condition (). Done, si z ¢ I, nous
pouvons désigner par k,(z) le nombre k, rattaché au nombre z par
la formule () 23).
. k()
Pour x e I, posons A,(z) =}‘ug o
Dans l'ensemble D', le nombre k,(x) est une fonction continue
.. fEa (@)
du nombre z; { o
convergente de fonctions continues sur D’. Par conséquent, 4, est
une fonetion semicontinue inférieurement sur D', et — de plus —
on a: A,(x) = k()
— ky(«) est — pour zeD’ — le plus grand nombre entier non
supérieur & logy z, d’ot1 #4):

:‘;} sera croissante vers -}-oco; on voit aisé-

} forme donc une suite non-décroissante et

ko (%) = — E log, .

La fonetion — Elogy « est semicontinne inférieurement; elle est
définie partout pour z > 0, et sur D’ elle est < 4, ().

Ceci entraine l'existence d'une fonetion 4’ semicontinue inférieu-
rement, déterminée et finie pour tout z >0, et identique & 4, pour
x ¢ D %),

Ensuite, on pose A" () =4’ (¢*). Ainsi, 1" est une fonection gemi-
continue inférieurement définie pour tout x réel.

Soit maintenant / une fonction de classe £, (8 >0). Il existe
évidemment une suite {k,(z)} de fonctions de classe 2, ne prenant

que des valeurs entiéres, telle que
. k(x
oyl 50
ne=oc
k()
2)!

1) On démontre que I'ensemble D’ est un F,y. Cf. Hausdorff [1]: p. 397;
Bierpinski [6]: p. 41; Kuratowski [1]: p. 11, 170; S8ierpiniaki [8], p. 174.

) Ez désigne le plus grand entier 2z, pour lequel z, <s.

%) Cf. Alexits [1], p. B3. Ayant prolongé la fonction 4, de fagon que la
fonction prolongée A,, pouvant provisoirement prendre la valeur — oo, soit définie
et semicontinue inférieurement pour tout & > 0, on pose:

A (x) = max [4,(z), — Elog, x].
20) 8i f(x) =lm hy{x) (ha(X)<Pnja(x); Bne %}, on pose: kn(x)==E2"hy(x)
N=00
[ef. § 6:10).

ne décroissent pas avec n %9),
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Si Yon définit:

> k)
g@)=2338""F

n=0

on a pour tout z: ¢'(x)eD’. Puisque g’ est somme d’une série uni-

formément convergente de fonctions de classe £, on a (§ B:6):
g €Ly

et : flx) =" [g'(x)],

d'ou: Sla)= A [eoF =] = 2" log g’ ()]

Introduisons encore la fonetion ¢''(x) =logg'(x). Alors:

Sy =2"[g"(@)].

9" appartient aussi & £;, et I'ensemble D" des valeurs prises par 4"
est contenu dans l'ensemble des logarythmes des nombres de 1),
On remarque que I, done aussi D”, est un ensemble 0-dimension-
nel; il existe donc une fonction croissante et continue y ayant l’en-
semble des nombres réels comme domaine et comme contredomaine,
et telle que tous les nombres de D" soient transformés en nombres
irrationnels. Si Yon poge enfin: 2=4"Qy™ et g==y4Oyg" (cf. § 6.10
et 6:03), on aura: =10 g, et notre théoréme sera démontré,

10. Théoréme. f étant une fonction de classe Lot (0 <alf
0B < Q) il existe des Sonctions h et g telles que:

f;h'o.qr
gekLy hel,

)

[g9 ne prend que des valeurs irrationnelles) 7).

Démonstration. Pour a=1 — le théordme régulte du
th. 9; on Pobtient pareillement pour tout @ < w: la fonetion A
sera tout simplement une itération de A.

Mais pour &>, il faut compléter la démonstration. Tout se
réduit au cas de nombres ¢ de deuxitme espéce. Supposons done

") On pourrait assujettir les fonctions h & la condition de parcourir senlement

une petite famille de fonctions; mais, pour ¢ > w, un théoréme complétement:

analogue au th. 9 (ot h est uniformisé totalement) n'est pag vrai,
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que notre théordme est démontré pour tous les indices & inférieurs
a un o de deuxidme espéce, et envisageons une fonction f de
classe £, On a alors:

fie)=lim p,(z),
Oﬁ pn(x) <pn+l(x); pn € ’eg-i-a,‘; o, < an-{-l < a-’ o ='11i<m Q-
11 existe done des fonetions h, et g, telles que:

Pn = h_,, O.qny
gn € ‘ega h, Egu,,)
9n(%) e N;

N va désigner toujours ensemble des nombres irrationmels.

L'ensemble des suites {u,} {u, ¢ N} pris comme l'espace N* )
est homéomorphe i P’ensemble N 39).

Appelons 8 I’homéomorphie qui transforme N* en N; alors, il
existe une suite des fonctions continues {,} définies sur N et telles que:

om0 (Ul =w (j=128..)

La fonction k,=h, Omn,, définie sur N, est sur cet ensemble
de classe £, . Envisageons l'ensemble Z de tous les z de N pour
lesquels la suite {k,(2)} est non-décroissante et posséde une limite
finie; sur cet ensemble Z, nous posons:

k(z) = lim k,(2).
k(z) est sur Z de classe £,; en outre, k(2) == h, (7, (2)] .

n,, définie sur N, se laisse définir parfowt comme fonction
finie n* de classe @, (C £ *). En posant: m = h; O =¥, on obtient

k()=m(2) pour zeZ,
et, de plus, la fonction m finie partout est de classe £,

Par conséquent, k se laisse prolonger en une fonction k* finie
partout, de classe £, 7). :

%) Kuratowski [1], p. 79—80.

) Kuratowski [1], p. 148.

%) V, § 52, Bierpifski [6]. .

1) Raigonnement analogne & celui du th. 9 %),
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La suite {g,} étant composée des fonctions de claste £, (C @)
pour lesquelles g,()e N, la fonetion:

g @) = 0 ({g.()})

est de classe &B,3%%) (d'ailleurs, on ne peut pas affirmer qu'elle’
est £5); on a toujours: g'(x) e N. Il en résulte que:

#y(@) = My[g; @) = by [, [6 ({9 @] = by [ 9" ()] = K[ 9" ()],
d’of: ‘ ‘
fl@) = lim py(2) = lim Iy (@) = bl (@)] = *[g' (2]

Nous avons représenté la fonction f comme superposition des
fonetions: &* de classe £, et g’ de classe &. Or, on a B, C Ly,
{§ 52), done, d’apres le th. 9:

9=420y,
o Aek, gekLy, g(@)eN.

Il en suit que f(z) = k*[A[g(x)]] En désignant k* O 1 par h,
nous aurons: ke £y, (§ 6:07); mais 14 a=a etle th. 10 est
complétement démontré. '

11. Corollaire. a) Lo X £g = L0
b) % X %= %y, (0<a<sz)
e) L X U= Ly, I<pg<@
d) % X £g= %4.“

C’est une conséquence des théorsmes Qu § 6 et 10. P. ox.:
.8) résulte de 6-07 et 10.

O): £ X%y = £, X (e X £p) = (£, X 00eg) Xy = £, X £y=2,.,
[6:0], 6031, 11a).

N

12. Théoréme. I eviste une fonction 7, continue sur Pensemble
des mombres irrationnels et telle que, pour tout nombre ordinal f
(0 <B<<Q), chaque fonction S de classe @, peut étre représentée
sous la forme: : :

f=n0gy,

¥) V. Kuratowski [1], p. 182, 183, 187,
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ot la fonction g, ne prenant que des valeurs irrationnelles, est conve-
nablement choisie dans £,. ‘

Démonstration: Soit E’ Pensemble de tous les nombres
entiers positifs; I'ensemble de toutes les suites infinies {0 €10ns €5y}

(éx € £') pris comme I'espace E™ est homéomorphe %) & un ensemble
linéaire. Soit notamment

L DU S R O U O
lo+2  Ja+2  +2 jpf2°

Appelons M Pensemble de toutes les valeurs prises par la
fonetion 7. M, composé de certains nombres irrationnels, est fermé
dans N. Il existe des fonctions continues {p} et {o;} définies sur ¥
et telles que:

'z({eo,e,,...})-———

0 [z ({re, 80,41'1, 8152y 8gy.--})] i r } (=0, i,2,“_)
0 [t ({*o, 80571, 81, 73, 8- . N =g
Soit  une fonction continue telle que pour #=0, 4 1: d(z)=x
et que l'on ait partout: |d(z)| <C1. Définissons une fonction #’ sur
le domaine A:

7 () =[oo(o) — op(a)] + Y L&) — @)
n=l

Ainsi, la fonetion 7' est somme d’une série uniformément conver
gente de fonctions continues sur M, donc =’ est continue sur M.
Comme M est fermé dans N, il existe méme %) une fonction =,
identique sur M & n’' et continue'sur N2} (au dela de N, nous la
définissons arbitrairement).

Drautre part, soit f €Ep (8 >0). Alors, d’aprés les théorémes
sur I'approximation des fonctions de Baire, f est somme d’une série

uniformément convergente 3 f,, telle que:
n=0

fne€ ‘@g:
fo ne prend que des valeurs entiéres,
. 1
pour >0, f, ne prend que les valeurs O, g

$%) Kuratowski [1), p 80
) Kuratowski [1], p. 211—212.
35) Relativement & N,
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Chacune de fonetions f, (» = 0), comme une Treppenfunktion %),
est différence de deux fonctions:
7o () — 5, (x
fuler) = ra(a) — o) = =),
ot r, et s, appartiennent & % et ne prennent que des valeurs
entiéres positives 57).
Soit:
1 1 1 1 |
xX)= - el ad R
W e TR T REE T k@ T2
1 I
U@+ @42
— g(x) est fonction-limite d’une suite décroissante de fonctions de
classe %, done elle appartient & 9. Par conséquent, gely; en
outre, g ne prend que des valeurs de l'ensemble M, qui sont toutes
irrationnelles.

On a:
f(@ =2fn("’) =2 7—5&)2—75&:—) = [ry(@) — 5, (@)] +

n=0 n=0

+2 i (17)2”_ s&')“] =a'fz ({"o (=) so(@). (), 8 (@), B =

n=1

= 7’ [g(x)] = n[g(x))], c. q f d

Remarque: On voit aisément que si gef,, g ne prend que
des valeurs irrationnelles, f= O g, on a toujours: Seds (8> 0)

13. Lemvme. Si h est une fonction absolument continue, g e 8,
et f=hr0y, alors fe &, (< Q)

Démonstration. On peut supposer > 0. La fonetion g se
laisse développer en une série absolument convergente de fonctions

de classe <8 de Baire: ,
9(z) = Z 9a(®).

3) Hausdorff [2], 246.

*) On peut ajouter cette condition au théoréme connu, comme Je montre
P. ex. une simple analyss de la démonstration de M, Haunsdorff: (2], p. 246.
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La gérie
oo k+; N k
tael+ 3 (4| 3 o] 1] 3, (,w)ﬂ

est une série de fonctions de classe <8 de Baire et elle est aussi

absolument convergente ), sa somme appartient done & &;; mais
k

cette somme est égale & A[lim X g, (z)]=h[g(x)) =f(x) — et le lomme
ne=l

est démontré.

14. Théoréme. Sih est une fonction continue, gey et f=hOyg,
alors fe & (8 << Q). Autrement dit @ X $p=3§;.

Démonstration: D'aprés un théortme de M-lle Bary %),
toute fonction continue % est la somme de trois fonetions dont
chacune est une superposition de deux fonctions absolument continues:

h(@) = by [y (2)] + hy [ou(@)] + s [ ()]

Done, on a:

J(@) =h[g(@) = hy [hs[g(@)]] + hs (R [g(@)]] + b5 [hs [9(a)]].
D'aprés le lemme 13 (appliqué six fois) les termes du second
membre sont fonctions de classe &, donc aussi leur somme f; c. q. f. d.

ex %C 8, (8< Q) (61,52, 14)

La comparaison du th. 12 avec le lemme montre que dans le
th. 12 — la continuité sur I'ensemble N ne se laisse pas remplacer
par la continuité partout, parce que p. ex. & n'est qu'un vrai sous-
ensemble de &, (§ :5), et probablement il en est de méme pour > 1),

15. Lemme. @K L5 C 83

16. Théoréme. II existe une fonction & partout continue et
telle que, pour tout nombre ordinal B (0 << << Q), chaque fonction f
de closse 8 peut éire représentée sous la forme:

f=£Qy,

la fonction g (ne prenant que des valeurs irrationnelles) étant conve-
nablement choisie dans %,.

) Cf. Hahno 1], p. 525.
) Bary [1]. 1I, p. 611.
49 V. le probléme de M. Kempisty: (1], p. 72—73.
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Démonstration. z étant un nombre réel, posons #):

z—Ez+ —l- =t +2n—{-—.. (c,==0 ou 1);
dans le cas, ot deux développements sont possibles 41), nous ne
nous intéressons que de celui pour lequel ¢,=1, & partir d'un
indice 7,.

1l existe %) deux ensembles 4 et B tels que tout nombre entier k
se laisse représenter, et d'une seule fagon, sous la forme:

k=a-b,

et que chacun de ces ensembles ordonné suivant la grandeur de
ses éléments est de type w* 4 w **); on en déduit qu'il existe deux
fonctions croissantes x, et x; qui transforment 'ensernble des nom-

ol aeA, beB;

bres entiers en A4 resp en B.
Posons ensuite:

(o) =4 (B9 + g+ gt g

%@ =xE)+g+a+ + g+

Les fonctions 1, et ), sont croissantes et semicontinues supé-
‘rieurement.

Lorsque f ¢ 8,
S(@) =1, x)

nous avons (§ 5-4):

1@, o w, wed,

I1 s'en suit (§ 6-10) que les fonctions 9, Ou, et w,Ou, appar- -

tiennent & %, done aussi la fonetion:
9@ = 1 [ (2)] + ¥4 [15 ()]
Si ¢t=w,(t)+ ¢s(t) =%+ un nombre inférieur & 4, nous

allons poser: £ (f) =¢,. Il v’y a qu'un seul # pour un ¢ donné ),

4) C. 4 d. pour z.._—, non entier.

2=
) Lindenbaum (1], p. 14—15.
) Hausdorff (2], p. 44.
) Cf. Lindenbaam (1), p. 27,
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ot de cette manidre la fonetion & est définie et continme sur un
certain ensemble; or, on voit aisément qu'elle peut étre prolongée
en une fonction §l continue partout 4).
Selon ces conventions, on a: u, (z) = & [ ()] = & [¢ (z)].
D’une fagon analogue, mous construisons une fonction continue
partout, &, telle que u, (x) = £ [g(z)] On constate done que:

S@) = u,(2) — g (2) = & 9 (#)] — & [g(2)] = E[g (2)],
ol §(x) =& (@) — & (z).
Le théoréme est démontré.
17. Corollaire. X =€ X %=2§, (8L 9)
(16, 16, 6.0B].

18. Corollaire. a) 8, X £, =38, X %= 8y
b) £, X &=L, (0<a<.Q)
¢) Uy X 8=, 0<<p< @
d) &, X & =8,

[a): 17, 11a, 11¢; b): 17, 603, 11a; e¢): 17, 6.03, 11b; d): 17, 18b];

19. Théoréme. 1l existe une fonction v, de classe 1 de Baire
et telle que, pour tout nombre ordinal § (0 <8< Q), chague frmctwn f
de classe By, peut éire représentée sous la forme:

f=70Oy,
la fonction g (ne prenant que des valeurs irralionnelles) étant conve-
nablement choisie dans £;. .
La démonstration ressemble & celle du th. 12 ),
Soit § (comme dans la dém. du th. 10) I'homéomorphie qui
transforme Dlespace des suites N* en N. Il existe des fonetions
continues {gj} et {o}} définies sur N et telles que:

QJ'[B ({TO! 307 rlusla }]—rj
o;[0({ro, 5, 71 81,-- D] = 8;

45) C'est pour cela qu'il a fallu mettre dans les dénominateurs de la formule(¥)
3, au lien de 2.

4¢) 8%l étuit possible (comp. th. 9) de trouver une telle fonction Z de classe 1
de Baire, ne prenant que des valeurs irrationnelles, que chaque fonction [ de
classe ¢ 41 D€ prenant que des valeurs irrationnelles se laisse représenter suus
la forme: f=4Qg. yeﬂﬁ, alors on pourrait démontrer le th. 19 d’'une facon

beaucoup plus simple, a4 I'aide du th. 12,

(Gj=0,1,2,..)
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Soit 4 la fonetion définie dans la démonstration du th, 12, et 1 —
celle du th. 9; soit enfin — pour zeN:

[A[0i(a)] — & (04 (e >1+2‘ Shlei(a)] — A=)

el

V(2) =

Ainsi, la fonction 2’ est somme d'une série uniformément con-
‘vergente de fonctions de classe 1 de Baire sur N, done o' est de
classe 1 de Baire sur N. Puisque l'ensemble N est un G4, la
fonction 4’ peut &tre prolongée, en congervant ga classe, en une
fonction 4" définie pour tout x réel 47).

D’autre part, soit fe @4, (8>>0). Alors f est sonme d'une série

o0
uniformément convergente 3 f,, telle que:
ne=i

f n€ &Bg+n
Jo ne prend que des valeurs entiéres,
1 1
’ '?',"n ""2";,~
0), étant une Treppenfunktion,

pour #>0, £, ne prend que les valeurs O

Chacune de fonctions f, (n>>
est différence de deux fonctiong:

fol@) = r¥(@) — s*(z) = 1_(_@_2:&@

ou 7, et s, appartiennent & Lori (§ 544, B7).

D’&prés le th. 9, on a: 7,=107, et 5,=40s,, ol les fone-
tiong 7, et s, appartiennent & £; et ne prennent que des valeurs
irrationnelles.

La fonetion

g(2)=0({rs (@), so(@), r1(2). 5;(),...})

est de classe &@,%?); de plus. () e N.
Or, on a:

Il en résulte que:

/) —Zf(m) 2‘ >

n=0 nmQ

— () _ —Acilyta))_

yl 0x[g(@)]]—

n-O

= [Q(z)] ="[q (x)).

4) Hausdorff [2[ p. 244; Kuratowski [1]: p. 219
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En vertu du th. 12, la fonetion ¢ peut &tre repré,sentée BOUS
la forme: ¢=n Oy, ob = est continue sur N, g¢£,, ot on a tou-
jours: g(x)e N.

Par suite:

Sf@)=2"[g(a)] =" [z[g @]

La fonetion #”'=#%"QOmn est de classe 1 de Baire sur len-
semble N, done 47) il en existe un prolongement » de classe 1 (défini
partout) et on a: f=9"0g=120y, c q f. d.

20. Théoréme. f étant une fonction de classe Bgpa (0<aQ,
0 B<<Q), il existe des fonctions h et g telles que:
f=h0O 9
gely hed,

(g ne prend que des valeurs irrationnelles].

Démonstration analogue & la précédente: au lien du th. 9,

on a & appliquer le th. 10.

21. Corollaire. a) 8, X £,—= 8, X U= Byyq
b) 8, X 8= &,
¢) &, X 8 =8y, (0<a<.Q)
d) £ X 8= L34 0Cp<<
e) U, X By = Upyqy

f) (S“ X @5= §8+d'

Les théses a), b) et ¢) se déduisent aisément du th. 20 et des
théordmes des §$ 5 et 6. Les démonstrations de d), e) et f)
sont semblables Vune & l'mutre: prenons & titre d’exemple d).

Diaprés 18Db et 51 on a: (1) £, X @3 Lu X 8= £54,:

D'autre part, soit fe £, X &, done f=hOg, heky, ge&y;
on aura h=limA,, k, <h,4, h € B, (La< ) doi: A, 2OgeBgyr

ne=co

7 Og< by Og et f=1limh,Og, done fe Ly, Ainsi, (ii) £,X B Lopas

les inclusions (i) et (i) entrainent: £, X &;=£y.4, ¢ q. f. d. (On peut
douner une autre démonstration basée sur le th. 12).
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. 22, Théoréme*s). Il existe une suite {D,} de fonctions de classe 1
de Baire, telle que chaque fonction f de classe @By, (0 <<a<Q)
peut étre représentde sous la forme:

f=..00,0..00,006,0F,

oit la fonction F, est une fonction convenablement choisie de classe &,

Démonstration. x étant un nombre positif arbitraire, on a le
développement infini:

% = [e, (x) — 1] OGS
ou les ¢,(z) sont des entiers = 2. Tous les e;, comme fonetions du
nombre z, sont de classe 1 de Baire.

Supposons pour le moment que nous avons une fonetion f”, de
classe @ 4 & de Bsire sur I'ensemble des nombres positifs P et
ue prenant que des valeurs positives. Alors:

£ (&) =lim p, (z),

Y

(@)oo

ol p, est de classe «--» sur l'ensemble P et ne prend que des
valeurs positives (n=1,2, 3,...)
En s’appuyant sur le théoréme 19 convenablement modlﬁé on aura:

=209, (n=12,3,...)

oi », et g, ont pour domaine P et leurs contredomaines sont
contenus dans P; v, est de classe 1 sur P, les g, y sont de classe o
{(de Baire).

Nous définirons maintenant une suite de fonetions {#,) (dans
le champ P):
, 1| 1
F1 (Z) =[€o [yl (27)] - 1] —_ 181“(3) —es ]e‘”(x)l —
k=0,1,2,...
ol - (l)w_n (x) =g, [yl(x ] (Z 1’ 2) 35 )-
bR Bt B

) Bolution du probléme que nous avons posé

avec M. Bazpilrajn:
V. Bierpinaki [9]. B J
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Une évaluation grossiére montre déja que F7 est de classe
a -+ 2 de Baire 49).

Soit d,,,(x) == ‘“- cey em._]+2k(gm+1)((r),. . .”- (m = 0, 1, 2, . ..)-
Nous pogons:

. oy 1 | 1 |
Fm = | | V4 dm ‘—1"“ e T TN B —
() = [ [7§ [du(@)]] — 1) e, V2 [dn(@)]] a2 [dn(@)]]

1|1
i3$”t+l) (;L') ‘e ]egnﬁ) (.‘l:)— 3
ol eirth (’L‘) = i (x)

d, est en tout cas de classe 2 de Baire, ¥} Od,, — de classe m -2,
¢,0v30Od, — de classe m--3, done F,, est de classe m -4 ).

On voit de plus que le nombre £, () = F,; (Fr (...(Fi(x))-..))
donne un développement (en fraction continue ..., e[ frsa(®)),-..[))
dont les m -1 premiers termes ne différent pag de ceux du
développement du nombre #%[g, ()] = p.u(z). On en con-
clut 59) que

| frra(@) — Pan(@)| < —~ m+1’
ce qui entraine I'égalité:
lim 1(2) = f'(2).

Observons que geulement la fonetion Fy dépend de f7; toutes
les autres fonctions F,, en sont indépendantes.

Si nous transformons maintenant par une homéomorphie 8,
Vengemble P des nombres positifs en l'ensemble de toug les nombres
réels, nous pouvons affirmer en tenant compte du régultat déja
obtenu et en posant '

fr=620f00, et F,=0,0F, 00
pour un f de classe &,,,: quiil existe une suite de fonctions {F)
(F € Bpys pour m>1; Fy ¢ B,p), parmi lesquelles geulement F)
dépend de f, telles que

j.z "'OFm+lo-~-OFgoﬁ11.

49) On pourrait améliorer cette évaluation.
50) V, p. ex. Pringsheim [1], p. 805, 813, 819,

Fundamenta Matbematicae, T. XXIIL
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En vertu du th. 19, chaque fonction F,(m>1) peut étre représentée
comme upe superposition de m - 3 fonctions de classe 1; pour
arriver, en suivant cette voie, & I'énoncé du th. 22, il est nécessaire
de préciser le th. 12, de fagon & y soustraire la fonetion g & la
condition :

|9 @) — 2| <&

¢ étant un nombre positif arbitrairement fixé d'avance: or, on voit
aisément que ceci est possible 5%), ce qui méme i la méme consé-
quence pour le th. 19 (et 20). Nous appliquons le th. 12, ainsi

préeisé pour e= 4 la fonction F,, ce qui permet de la

1
m(m 2’
mettre sous la forme d’une superposition de m -3 5%) fonetions
de classe 1:

F,=FrOQOF=0Q,..0FY;

seulement, F{ gera de classe @ et dépendra de f; toutes les autres
fonetions seront de nouvean indépendantes et on aura:

0) ]F},“(F,ﬁ,"‘l’(...F,,‘,‘)(x)...))—x]<;:: (=1,2..., m+2).

On a:

(@) =lim F@(  F,(Fe (. FO, (L FP@).).0).0),

) Il suffit de modifier la définition de la fonction ¢ dans la démonstration
du th. 12: il existe sana doute une suite finie de fouctions semicontinues supérieu-
rement g;(5==0,1,..., ¢) ne prenant que des valeurs entidres, et — pour &> 0 —
supérieures & 1, telles que

_ i 1] o
(””“" 20 R@ @) <%
-au lieu de 1a formule (1) du § 12, nous poseroni:
ol — Al 1] 1] 1|
9@ = g,(@) — II (w) T @ Vo(@)_’_z - roF2 —_
_ 1 | 1 _
Ire(@)+2  [an(z)+2

A ceci vont correspondre de légéres modifications des définitions de M et de »’
(donc sussi de 7).

5%) Pour m =1, il suffirait d'aillears de prendre B fonctions,
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donc on aura aussi, en verta de (0): | |
f@&)=1im 0,@, (.
ot O, =F{, & =FP,
m(m + 7)

- By ()..),

By =Fp G;=FP,...; O, ,=F0,

lorsque n= 5 +i. Puisque @, dépend de f, nous l’avons

)
nommé ¥, dang lénoncé du théoréme,
28. Théoréme. ... X ﬁan >< X By X By = Byt rat. .

’ 0<a,< Q.
Démonstration anulogue a'la précédente.

24. Théoréme. IV existe une suite {T',} de fonctions de classe £,
telle que chaque fonction f de classe £,,, (0<<a << Q) peut éire re-
présentée sous la- forme

f=.,_OI,”O...OPIOFOS

ot la fonction F, est convenablement choisie dans la classe £,, et la
suite {I',O...OI',OF,} est non décroissante.

Démonstration analogue & celle du th. 22, mais on doit changer
un peu les définitions des fonctions F,, en intercalant (avant ¢{™):
e§™ = 2, en augmentant de 1 le dénominateur e, [#} [d,,(2)]], en posant:
A (%) = 4|+, Coishpmin (@), ...|| et &™) =¢,, ., et enfin — en s'as-
surant que l’on ait aussi: g(z) >> x dans le th. 9 modifis.

26. Pour £, 4. on peut formuler un. théoréme abalogue au
th. 28 (en ajoutant que la suite correspondante de fonctions soit
non-décroissante),
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