Uber topologische Abbildungen der euklidischen
Sphiren Y).
Von.

J. Schreier und S. Ulam (Lwdw).

Es seien f(), p(x), ¥(2),..., stetige, im Intervall <0, 1> erklarte
Funktionen deren Werte demselben Intervall angehdren, gegeben.

Man kann dann durch Zusammensetzen, z. B. f@(z), ¢ v fo(),
@@ f(z),... aus den gegebenen Funktionen unendlich viele neue
bilden.

Wir fragen ob es einé endliche Anzahl von Funktionen gibt, so
daf die aus ihnen mittels Zuusammensetzen gebildeten Funktionen
jede andere mit beliebiger Grenauigkeit zu approximieren erlauben.

Man konnte auch anders. fragen, ob die stetigen Funktionen
in Bezug auf die Zusammensetzung eine endliche Basis besitzen.

Wir werden u. a. in dieser Arbeit zu dem vielleicht unerwar-
teten Ergebnis gelangen, daB es schon finf Funktionen gibt, die
das Gewlinschte leisten %),

Die eben gestellte Frage liBt sich in einen umfangreichen Pro-
blemkreis einreihen der, wie sich spiter herausstellen wird, einen
gruppentheoretisch-topologischen Charakter triigt.

Wir werden auch den schwierigeren Fall der eineindeutigen
Funktionen (map hat dann also nur alle eineindeutigen Funktionen
zu approximieren, darf aber zu diesem Zwecke eben nur solche
Funktionen anwenden!) und dies gleich im allgemeinen Falle, wo

Argument- und Wertebereich der untersuchten Funktionen die
n-dimensionale, euklidische Vollkugel ist,.behandeln.

1) 8. unsere Note in C. R., Nov. 1933,
%) Die Zahl 5 kann erniedrigt werden. Vgl, 11),
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Wir werden in verschiedenen Fillen, die Existenz einer endli-
chen Basis im obigen Sinne fir die untersuchten Funktionen nach-
weisen.

Bei der Methode, die wir dazu anwenden werden, werden wir
auf verschiedene topologische Schwierigkeiten stoBen, die sich in.
gewissen Fillen zurzeit nicht bewiltigen lieSen, so daB moch ver-
schiedene Probleme offen geblieben sind. In dem am Anfang er-
wihnten Falle der stetigen Funktionen, die das Intervall (0, 1) in
eine Teilmenge dieses Intervalls, abbilden, werden aber diese Schwie-
rigkeiten gar nicht auftreten.

Ob unsere Sitze nicht nur Spezialfille eines allgemeinen Satzes
sind, steht dahin, Jedenfalls miiite der Beweis einen solchen Satzes
ganz andere Methoden anwenden und diirfte sehr schwierig sein.

Wir kommen nun zur Prizisierung der angewendeten Begriffe
und zur Aufzihlung der in dieser Arbeit bewiesenen Sitze.

1. Es sei A ein' metrischer, kompakter Raum. Unter einem
topologischen Automorphismus®) @(p) von A werden wir eine ein-
eindeutige und stetige Abbildung, von A4 auf sich selbst, verstehen.
Die Menge aller topologischen Automorphismen von A bildet, wenn
man als Verkniipfung zweier Elemente f(p) und ¢(p) ihre Zusam-
mensetzung f{®(p)}, versteht, eine Gruppe, die wir mit 7(4) be-
zeichnen wollen. Im Anschluf an die in der Gruppentheorie tbli-
chen Bezeichnuugen versteht man unter f¢ die Abbildung f{p(p)},
unter @*(p) bei natirlichen k, die k-mal angewendete -Iteration
von @, unter ¢—* die zu tp" inverse Abbildung, unter ¢(p) die iden-
tische Abbildung: e(p)=

Es bezeichne weiter K"" die #-dimensionale eukhdxsehe Voll-
kugel (KW = E (Ex? < 1)), 8¢ jhre Oberflache, Kf” die zu K

Xl venXpy 1

. 1
konzentrische Kugel mit dem Radius 1 -5

Wir bezeichnen mit H{ den metrischen Raum, den wir erhalten,
indem wir die Menge 7'(K“) durch die Formel

o(f,9)= Max e [f(»), 9(p)]

metrisieren, mit H{® den metnschen Raum, den wir aus derselben

%) 8. C. Kuratowaki, Topologie I, Warszawa-Lwéw 1933, p. 70.
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Menge mittels der Metrisationsformel

2 1 = 2_iM 4l
os(f, 9) g e o [f (), 9(p)}

erhalten, endlich mit ") den metrischen Raom, den wir erhalten,
indem wir die Menge 7'(S*?) durch die Formel

o1 (f, 9) = Max o[ f(p), ¢(p)]
peSH)

metrisieren. F'") s¢i der durch die Bedingung

f(p)=p, fir peSe

bestimmte, abgeschlossene Teilraum von H{". (Er ist zugleich Un-
tergruppe von 7'(K™)1).

Man sieht sofort, daB in H{" bzw. G die Konvergenz einer
Folge {f,}, gegen f, mit der gleichmuBigen Konvergenz von { fo}
gegen f, iL K” bzw. S, in H{™ mit der gleichmiBigen Konver-
genz in jedem K", gleichbedeutend ist. Daraus folgt aber, daB H™,
H{, G™ und F® topologische Gruppen 4) sind.

Man hat zu diesem Zwecke su zeigen, daB aus der gleichmiiBigen Konvergens
der Folge {f,} gegen f, und der Folge {9v} gegen g die gleichmuBige Konvergens

von {f,g,} gegen fg und {f,,_’} gegen f—1 folgt. Es ist aber

P(fvgvs fg)ég(fg:fgv) + e(fgv: fugu)g(’(fgu fyv)"i' Q(ﬁfv)

Dag erste Glied strebt wegen der Stetigkeit von f und wegen lim Iy =9,
das zweite wegen lim f, = f gegen Null. Weiter ist

e P =0 for FA )= 06,11 = oF-1f, - 1,)
und dies strebt wégen lim f, == f und wegen der Stetigkeit von f—1 gegen Null.
Im Falle des Raumes Hi™ hat man noch za beachten, dag Bild und Urbild einer
Kugel X immer ganz in einer Kogel K/ liegen.
Die betrachteten Rinme sind nicht vollstindig, Man kann aber nach 8. Banach £)
diese Riume mittels der Formel
efig)=elfd)+e(fLg

ummetrisieren, so daf sie vollstindig werden, Die gleichmifige Konvergenz von
{fv} gegen f, bleibt weiter notwendig und hinreichend fiir lim g (f,, f) =0, doch

*) Fiir don Begriff vgl. 2. B. 0. Schreier Abh, d. Sem. Hamb. LV Abstrakte
kontinuierliche Gruppen.

f) 8. Banach, Théorie des _opérations lindaires, Warszawa 1932, p. 229,
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erfiillt jetzt eine Folge von Auntomorphismen die gleichmiiBig konvergent ist, deren

Grenze aber kein Automorphismus ist, nicht mehr das Caunchysche Konvergenz-
kriterium. Die (Bogen-) Komponente einer topologischen Gruppe & in der dasElement e
liegt bildet selbst eine topologische Grappe *) (. zw. i8¢t sie Normalteiler von @)
die wir mit &% bezeichnen wollen. I(®) bezeichne die Faktorgrappe des Normal-
teilers &%, die auch die Abbildungstypengruppe genannt wird. Thre Ordnung gibt
die Anzahl der Komponenten des Raumes @ an.

Zwei topologische Gruppen T' und S, heiBen ststig isomorph, wenn es eine
eineindeutige Abbildung f, von 7" auf § gibt, die mit ihrer Umkehrung f—1 stetig
ist und fir ab=c (a,5,¢ C T) f{a) f(b) = f(c) und flat) = (fla)) gilt.

Wenn 4 und B zwei homtomorphe, metrische Riume bezeichnen, so sind T'(4)
un T(B) stetig isomorph. In der Tat, bezeichnet 4 den Homsomorphismus der 4
anf B abbildet, h—1 seine Umkehrung, so ordne man dem Elemente peT(4) das
Element 2@ h~! (C T(B) zu. Man besthtigt leicht, daB diese Zuordnung einen
stetigen Isomorphismus zwischen T'(4) und T(B) herstellt.

Sind 4 und B zwei topologische Gruppen, so mennt man die Menge aller
geordneten Paare ae 4, be B das direkte Produkt AX B, wobei A X B selbst
eine topologische Gruppe ist, mit dem Kompositionsgesetz (a,, b,) (,, b,) =(s, a,, b, b,)
und der Limesrelation: lim (@, bs) = (a, b)=1lim @, =4 und limb, =&,

Sei @ eine topologische Gruppe, B eine Teilmenge von @. Mit
II(B) bezeichnen wir die kleinste Untergruppe von @, die B ent-

‘hilt. Besteht B aus endlich vielen Elementen a,, a,,..., a; so

schreiben wir auch II(a,, as,..., ay).

Wir sagen, daB @ eine endliche Basis (kurz e. B.) besitat, wenn
es in @ endlich viele Elemente a,, Gy,..., @, gibt, 8o daB I1(ay, a,,.., a;)
in @ tberall dicht liegt (II(ay, ay...., az) = O).

Man sieht sofort, daB wenn @ und ¥ stetig isomorph sind
entweder beide eine e. B. besitzen, oder keines von ihnen. Dies-

selbe gilt also fiur 7(A) und 7(B), wenn 4 und B homsomorph
sind.
Man sieht auch, daB wenn @* eine e B. besitzt und I{®) endlich

ist oder wenigstens endlich viele Erzeugende besitzt, auch @ eine
e. B. besitzt.

Besitzen A und B eine e. B, so gilt dies auch fir A X B, Ist
nimlich a,, g,...., a, eine e. B. in 4, &, b,,..., b, eine e. B. in B
dann bilden die Elemente (a,. ¢), (a4, €),..., (@, €), (& b)...., (& b))
eine e. B. in A X B.

Bemerkung. Ebenso zeigt man, daB wenn A und B zwei Uster-
gruppen einer topologischen Grappe C sind, und A und B beide

*) 8. die unter 4) ziterte Abhandlung. Unter Bogen-Komponents versteht man

" hier die Menge der Elemente, die sich mit e durch ein Bogen verbinden lassen.
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eine e. B. besitzen, aus II(4A -+ B)=C die Existenz einer e. B.
fir C folgt.

Nun konnen wir die folgenden Probleme formulieren:

Problem 1. Unter welchen Voraussetzungen kann man behaupten,
daB eine topologische Gruppe & eine e. B. besitzt?

Problem 2. Ist dies insbesondere immer der Fall, wenn @ die
Einheitskomponente der Automorphismengruppe eines metrischen,
kompakten Raumes ist: &= T(4)*

Die Lisung dieser Probleme und in erster Linie die positive
Beantwortung von Problem 2. scheint uns von grofler Wicbtigkeit
ftr die Theorie der topologischen Gruppen, Doch glauben wir, da
dies mit nicht geringen Schwierigkeiten verbunden sein wird,

Wir werden im folgenden eine Methode angeben, die in vielen
interessanten Spezialfdllen des Problems 2. zum Ziele fiithrt. Der
Nachteil dieser Methode besteht darin, da sie direkt eigentlich nur
. fur H{ angewendet werden kann, in jedem anderen Falle noch
verschiedene Hilfsbetrachtungen benttigt, die sich mit der topolo-
gischen Natur des untersuchten Raumes komplizieren, so dal wir
schon z. B. die Existenz einer e. B. fiir H{® bei n> 3 nicht nach-
weisen konnen. Die Vorteile unserer Methode bestehen darin, daf
sie erstens jedesmal die e. B. effektiv zu konstruieren erlaubt,
zweitens, daB diese e. B. aus einer verh#ltnism#Big kleinen Anzahl
von Abbildungen besteht, daB sie, drittens, den Satz von der Exis-
tenz einer e. B. in einer verschirften Form aussprechen lult (sie
146t nimlich behaupten, da8 unter den Elementen von II(a,, as,., a;)
WO ay,ay,..., a; die e. B. bilden, nur gewisse von einer speziellen
Grestalt zur Approximation aller anderen gebraucht werden) und vier-
tens, daB sie sich auch im Falle der nicht notwendig eireindeutigen
Abbildungen, die ja uberhaupt keine Gruppe bilden, anwenden luft
und so die Lssung des zur Anfang der Arbeit gesteliten Problems
erlaubt. Es wire interessant ftr die Funktionen der Basis solche
zu finden, die aus dem Gesichtspunkte der Analysis regular, viel-
leicht gar analytisch sind. :

2. Wir werden folgende Sitze beweisen:

L In (H{™y* gibt es cine aus drei Elementen bestchende e. B.
IL In F® gibt es eine aus drei Elementen bestchende e. B.
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L In
@) GO
g 6o
y) H® : gibt es eine e. B.
) HP
e HP

Dem Beweise der Satze I und II sind die Abschoitte 3. und 4.
der Arbeit gewidnet. Jetat schicken wir einige Betrachtungen, vor-
aus, aus denen von Satz II, Satz III folgen wird.

Wir werden folgende Bezeichnungen gebrauchen. Sind p und ¢
zwei Punkte im #n-dimensionalen, euklidischen Raum R,, so bezeich-
nen wir mit |p-—g| ihren Abstand. Den Durchmesser eine Menge 4
bezeichnen wir mit d(4). Ist p ein von Null verschiedener Punkt
im R,, ¢ eine nicht negative Zahl so bezeichnet $p den auf der

Halbgeraden 6; liegenden, von 0 um & :|p—O0| entfernten Punkt
(9-0=0). Ist f(p)e H{® ein Automorphismus der Vollkugel, so
bildet er die Sphére S™ auf sich selbst ab und bestimmt auf diese
Weise eindeutig einen Automorphismus b.(p) C G, Es ist by . ==
=bpbp, by = ()" und o(byb) < 0(/ 9)

Tst dagegen @ (p)(C G- gegeben, so erkliren wir ein a'®)(p) e H*®
durch die Festsetzung:

a® (3 p) =9 ¢ (p),
Es ist

fir pC S uwnd 0<TIKL

¥ P =— qle" a(ga")’ a®™ — (a(y))—l,

0@, a®") =¢(¢), ¢"), bip=¢.
Ein beliebiges f(p)e H{™ lut sich nun so schreiben:

1) f(p)=4a" (a7} f(p)

Dabei ist diese Zerlegung in Faktoren eindeutig d. h. zwei
Abbildungen f und g sind dann und nur dann identisch, wenn
gleichzeitig a®’ = a® und (a®’)? f==(a*’)"g ist. Das Element
a®) gehort einer topologischen Gruppe an, die offenbar mit G*~
stetig isomorph ist, die Elemente (a®?)~'f durchlaufen aber die
Gruppe 7™, Das heiBt aber, dad H{® das direkte Produkt von F'®
und G*N ist:

(@) ’ H® = Go=Y X F®,
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Daraus folgt, dab aus II. und @), d) folgt und ebenso aus II
und @), & Da S© aus zwei Punkten besteht, folgt wegen (2)
(fur #=20) auch y), aus IL .

Nun werden wir beweisen, daf aus y), @) und aus d), §) folgt.
Aus diesen Implikationen sieht man aber sofort daf III aus II folgt.

Wir kommen zum Beweise von y) > a). -

Es bezeichne zu diesem Zwecke P einen festen Punkt auf S,
G(P) sei die Untergruppe der Abbildungen aus G®, die P festlaBen,
K dagegen die Gruppe der Drehungen des Kreises S®. K besitzt
eine o. B. da die Drehungen um einen mit 7 nicht kommensurablen
Winkel bekanntlich eine in K dichte Untergruppe erzeugen. Wegen

3) 6% = G(P) X K

gentigt es nachzuweisen, daB G'(P) eine e. B. besitat. Dies folgt aber
wegen der vorausgesetzten Richtigkeit von o) daraus daB G(P)
mit AP stetig isomorph ist 7).

Beweis von: d)—> ).

Es sei P ein fester Punkt auf 8®, G(P) bezeichne wieder die
Untergruppe von G®, der Abbildungen, die P festlafen. B, bezeichne
eine Folge von Kugeln mit dem Mittelpunkt # und gegen Null
konvergierenden Radien.

Lemma. Wenn F(p) C G(P) und &> 0 beliebig vorgegeben
sind, dann gibt es ein &(p)e G? 8o, dab '

(®) |@(p) — Flp)| <e
und
(@) O(R,- SP)=R .85®

fir ein gewisses ¢ gilt.

Beweis. Wir withlen zunéchst ein j so gro8, daB & (F(R,- S®) <e
wird, dann wird i so bestimmt, daB B, R, und S®.R,C F(S®.R)
ist. Man setze in S® — S®. R;: @(p)=F(p); in S?.R,— S9.R,
werde O so erklirt, daB es auf dem R, begrenzendem Breitekreise noch
mit Ftibereinstimmt und das Gebiet S®-R,— S®. R, hombomorph auf

- das Gebiet F(S®.R)— S®. R, abbildet. (Dies ist sogar auf kon-
forme Weise moglich). @ erfullt daher (a). In S®. R, kann man
z. B. @ so erkliren, daB man die P mit dem R, begrenzendem

7) Nach einer miindlichen Bemerkung von K. Borsuk,
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Breitekreise verbindenden Halbmeridianbﬁgen 80 aufeinander abbildet,
wie @ es mit ihren Endpunkten tut.

Fir peS®—8® R, ist (b) trivial. Ftir pe R, ist F(p)C F(R)
und aueh @(p)C P (B)—F(R,). Wegen 6(F(S®. R))< (F(S®. R))<e
ist auch hier (b) erfulit.

Das Lemma ist daher bewiesen.

Wir fihren auf jedem Halbmeridian, der P mit seiner Antipode P
verbindet, einen Parameter ¢ ein, der von 0 in P’, bis 1 in P lauft
und erkléren die Abbildung N(p) C G(P) indem wir einem Punkte
mit dem Parameter #, den auf demselben Halbmeridian gelegenen
Punkt, mit dem Parameter |z auordnen. Es bezeichne R die Halb-
kugeloberfliche #<C . Die Mengen N’(R) werden dann durch Breite-
kraise begrenzt, die auf um P geschlagenen Kugeln R, liegen, deren
Radien gegen Null konvergieren. Da B mit K® homsomorph ist,
so folgt aus ) daB T(R) eine e. B. besitzt. Ein #(C T(R) kann
zu einem f’ (C G(P) erweitert werden (z. B. so wie @ im Lemma).
Es sei f1, fy5 /4 die e. B. in T(R). Wir behaupten, daB f;, 5, fs s fr
N eine e. B. in G(P) bilden Zunuchst sieht man sofort daf

(3a) N=f N'(p)y--oy N7fo N¥(p)

eine e. B. in T'(NYR)) bilden. Ist nun ein F(p) C G(P) und die
positive Zahl 2¢ gegeben so nehme man ein @ laut Lemma und
auberdem i so groB, daB

@ dR)<<e

ausfillt. Mittels der Abbildungen (3a) kann man wegen (a) und (4)
@ bis auf g, also F' bis auf 2¢ approximieren.

Wir haben also bewiesen, daB G(P) eine e. B. besitat. Wir haben
jetzt noch die Bemerkung auf 8. 105 anzuwenden indem wir far C,
die Gruppe G®, A= G(P) und fir B die Gruppe aller Drehungen
der Kugel #) nehmen.

Auf Grund der hier gemachten Bemerkungen kann man auch
sofort beweisen, daf

1(69) = I(G) = 1 (Bf") = I(H) = I(H®) =2

ist (2 heift die zyklische Gruppe aus zwei Elementen).

8) Diese Gruppe besitzt néimlich eine e. B. von zwei Elementen,
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Beweis. Wir bemerken zunichst, da8 F zusammenhingend

ist. In der Tat ist
1
f(&p)-—-«?f(gr) wenn |[p —0| <

f@p=p  wemn 1=>[p—0[>9
ein stetiges Streckenbild, welches das beliege Element f(p)(C F®,

f(p)=s(1, p) mit dem Element f(0, p) = ¢(p) verbindet.

Aus der Formel (1) folgt, da8
(X) I(H") = I(G"™)
ist. Da S® aus zwei Punkten besteht, ist 1(G®) == 2, wegen (}X) ist
I(HM =2

Nun wenden wir (3) an. In dieser Formel ist G (P) stetig iso-
morph mit H{Y, die Drehungsgruppe K ist dagegen zusammenhiin-
gend, also I(G")=2. Wegen (X) ist I(H{) = 2.

Aus dem Lemma folgt, daB I(G®)= I(G(P))=2 ist, denn
jede Drehung der Kugel 148t sich stetig in die Identitéit Uberfithren.
Wegen (X) ist schlieBlich auch I(H{®)=2.

Far hohere Dimensionen versagt diese Methode, wie auch alle
anderen bekannten 9).

3, Aus den Uberlegungen des vorigen Abschnittes folgt, daBl
zum Beweise der Sitze [—III, der Beweis von I und II. gentgt.
Dieser Abschuitt ist dem Beweise von I gewidmet.

Wir wollen den Satz in der Fassung formulieren, die alles ent-
halt was unsere Methode liefert.

Satz. Es gibt drei Abbildungen @(p), w(p) und x(p)C H™
derart, daf} die Abbildungen

(1) D(p)=¢* v~ y¥o*(p) k=12...;s=1,2....
im H{™* dberall dicht liegen d. h.:
wenn ein F(p) C H{™*, eine im Innern von K™ enthaltene Kugel K

und eine positive Zahl e gegeben sind, dann gibt es ein @(p) der
Gestalt (1), so dafs

gilt, |F(p)— @(p)l<e fir peK

°) 8. v. Kerékjirtd, Vorlesungen siber Topologie, J. Springer Berlin
1923, p. 186 f,
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Man sieht also, da8 zur Approximation nur Abbildungen der
speziellen Grestalt (1) verwendet werden. Die Abbildungen (1) sind
aber alle Transformierte*®) einer und derselben Abbildung x(p)
und dabei werden als transformierende Abbildungen nur Abbil-
dungen einer Gruppe mit zwei Erzeugenden ¢ und v angewendet 1),

Beweis. Wir betrachten ein Polarkoordinatensystem (1, £, &gy £x—y)
mit dem Anfang in 0. @(p) ordne dem Puukte r(§,&,,..., &y)
der Punkt (J7, &, &,-..., £.y) zu. Es sei weiter (7, & ,..., ) ein
zweites Polarkoordinatensystem dessen Anfang in P=(1,0,0,..,0),
also auf S»), liegt. Es sei #=7# (El,..., E,,) die Gleichung von S¢-?
in diesen Koordinaten. ¢ (p) ordne dem Punkte (g, £,,..., £,_,) den

2 J . — —

Puskt (b, B, By Bua) . @) =)

FE Gy b ,
Man sieht, das @ und ¢ Automorphismen der Kugel K™ sind.
Wir bezeichnen mit @, die Kugel K{® (vom Radius ) @=¢*(Qo)

sind mit K konzentrische Kugeln, deren Radien gegen Eins kon-

vergieren,

Die Zahl ! kann so groB gewshlt werden, dal die Mengen

‘1;_’1(00)1 ';u(Qo)v U—’sl(Qn)v--

die wir mit J,, J,, Jy,... bezeichnen wollen, paarweise element-
fremd sind. _
Man nehme w(p) = ¢'(p).

Es 1ist:
2 limd(J,)=0
und, wenn
2 2 Ca
( ) 80 lim P = P.

Der Raum aller topologischen Automorphismen der Kugel ¢,
ist Teilraum des Raumes Q% aller stetigen Abbildungen von @,

10) fist eine Transformierte von g, wenn es ein kb gibt, so daB f= h-1gh gilt;
h wird dann die transformierende Abbildung genannt. ) )

11) Es kann gegeigt werden, daf als Erzeugende dieser Gruppe eine Abbildung ¢
und die Abbildung y, die transformiert wird, gebraucht werden konnen. Dnm;
folgt, daB Hi™® eine Basis aus zwei Elementen besitst, dies kann ;uch. ﬁirl af
bewiesen werden. Dieser Umstand kann zur in FuBnote ?) erwihnten Em:adngung
der Fanktionenzahl von 5 suf 4 benuizt werden, Dies geschieht jedoch direkt
und einfachér in einer Note von W. Sierpifiski, dieser Band, 8. 119.
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auf eine Teilmenge von @, der bei der Metrik ¢(f, g)=1\L([:::13 [£(0)— 9(p)|
yAGR

separabel ist.
Also gibt es eine Folge von Automorphismen von @,:

4 S, fa(p): fo(P)y--
derart, daB wenn f(p) und £>0 gegeben sind, es ein f;(p) gibt,

8o dab
L) —fpl<e pCQ

gilt. Dabei beschrinken wir uns natiirlich auf Abbildungen f und f,
die sich stetiz in die Identitdt deformieren lassen.

Die Abbildung ¢ £, 9= (p) ist wegen y*(Q,)="J, ein topologischer
Automorphismus von Ji.

Wir setzen fir peJ;:

(5) 2(p)=¢ £ (p)

Wir wollen diese Definition von g, auf ganz K™ erweitern.
‘Wir betrachten zu diesem Zwecke die Bilder J, ==1,(Q;) einer mit @,
konzentrischen Kugel mit dem Radius -+ 75, wo >0 .s0 klein
ist, daB J, paarweige elementfremd sind und (2) und (3) (mit J”
anstatt J) weiterhin erfitllt bleibt.

Es sei f,(% p) (fuir 0<CH << 1) eine stetize Schar von Auto-
morphismen, so dal f£,(1, p) =p und £(0, p) = f, (p) gilt.

Auf der Oberfliche der mit @, konzentrischen Kugel mit dem
Radius § -+ 97 erkliren wir £, (p) durch die Formel

filp >—H“’"f( 50)

Diese f,(p) sind Automorphismen der Kugel Q;, dabei ist auf
der Oberfliche von Q;, immer f,(p)=1p.
Formel (6) erklirt jetat y(p) fr jedes peJ;, dabei ist auf der

Oberflaiche von jedem J;: yx(p)=p. Setzt man noch x(p)=
K®— 3J; und beachtet (2) und (3), so bietet der Nachweis, daB

dieses y(p) ein topologischer Automorphismus der Kugel K ist,

keinerlei Schwierigkeiten.

Wir werden jetzt zeigen, daf ¢, y und y die im Satz behauptete
Eigenschaft besitzen,

Es sei also F(p) C H{™, ¢>0, und K'C K™ gegeben. Mit
K(%) bezeichnen wir, die mit K™ konzentrische Kugel, mit dem
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. 1y .
Radius & Fy(p) =3 F (5 p) ist dann ein topologischer Automor-
phismus von K(9). Dabei ist

F(2)— Fa(o)] = [P —9F (3)| <
_r[L 1 L
o) 75l =07 (5o)
Wenn also ¢ hinreichend nahe bei 1 liegt (9> 1 — a(e)), ist

(6) |#(p) — Fs(p)| <& fur pCK().

Wir wihlen & so groB, da @, K’ enthlt und der Radius 9,
von @, grofer als 1 — a(e) ausfillt,

Wegen der gleichméBigen Stehgkelt von ¢*(p), kann so ein d(e)
gefunden werden, daf aus

< |F(p)

fir pC K(9).

lp—gl<é,

(M) |9*() — 9" (@)] <5 pgeE®
folgt.

Wir setzen
8 - (D=9 F5 ¢ (p) fur peQy
f(p) ist ein topologischer Automorphismus von ¢,. Es gibt daher
ein s, so dafl
@ f(o—f)l <o pC&
ist. Wir setzen

D(p) =gy~ 1" 97 (1) pCK®

und behaupten, dab | @(p) — F(p)| < e fur pC K’ ist.

Fur p CK'C Qs ist ninmlich ¢~(p) C @, also v*9~*(p)) CJ,,
daher hat man in @ fir g(p) laut Formel () ¢*f, ¢~ (p) einzusetzen.
Dies gibt fir p C K’

P (p) = 9" /.97 (p)-

Ftr p C K’ haben wir

(10) |B(p) — F,(p)| =|Fs,(p) — ¢*Se 9™ (D) =

=|g* 9~ Fo,(0) — 9. 9 (0)] <3

Fundamenta Mathematicae. T. XXIIL. 8
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was aus (7) wegen
1y lg=* Fs,(p) — fo97* ()] < 6

folgt. Die Formel (11) aber, folgt aus (8) und (9) wenn man fir p
@~*(p) einsetzt und so den Gltigkeitsbereich dieser Formeln von ¢,
auf ¢, D K' erweitert.

Die Formeln (6) und (11), geben unter Beachtung von $,>1—a(e)
die gesuchte Approximationsformel:

[D(p)— F(p)| <& fir peK

Wir schlieBen mit der folgenden Bemerkung. Die Abbildung x(p)
hat einen ziemlich komplizierten Charakter. Es wire filr verschiedene
Anwendungen von Bedeutung unseren Satz mit solchen Abbildungen
zu beweisen, die dhnlich wie @ und v, eine einfache anschanlich-
geometrische oder analytische Definition erlauben wiirder

w. z. b, w.

4. Die im vorigen Abschuitt konstruierten drei Abbildungen
@, ¥, y haben die Eigenschaft jeden Punkt auf SV festzulassen,
gehtren also zu F™., Wenn man daher fiir ein #(p) C F®™, fur
eine Folge gegen Null konvergenter Zahlen & >0, und fir die
Folge der Kugeln K{” den Satz aus 3. anwendet, so erhilt man
eine Folge von Abbildungen @,(p)(C II(p,, %) fir die lim @, p)=F(p)
in ganz K® gilt, doch braucht die Konvergenz nicht gleichmuBig
zu sein. (Ausgenommen den Fall % =1, da eine gegen einen
Automorphismus konvergierende Folge von Automorphismen des
Intervalls schon notwendig, wie' sich leicht zeigen 1u8t, gleichmaBig
konvergiert).

Wir wollen nun die Abbildungen ®, ¥, 7 8o abindern, daB wir
die gleichmuBige Konvergenz in ganz K™ behaupten werden konnen.
Wir beschréinken uns dabei, der Einfachheit halber, auf den Fall
n = 2. Die htheren n konnen ebenso behandelt werden.

Der Kreis K@ liege in der (z,y) Ebene mit den Polarkoordi-
naten (r, ). r=14 sei die Gleichung des Kreises ¢,. Wir betrachten

. 1
auf ¢, die Punkte O(r=%, a=_—§+ al), D(r:—.2, a=~g- — a1>
und ihre symmetrischen Bilder C’ (r = %, 0 ==— ——275 — a,),

D’ (;. .——-___;., = —-%— =+ al) (al eiu fester Winkel <7 —}) . Den Punkt
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1 = . .
(r=-2—, 5-}- a) verbinde man mit dem Punkte P(r=1, a=0),

wenn & <K — @;, mit dem Punkte R(r=1, a==mx) fir ¢ > a,
und mit dem Punkte (r=1, .;f+_2‘fa£) wenn |¢| e, ist und
1

ebenso symmetrisch unterhalb der z-Achse. Den in (0, 0) begin-
nenden, unter dem Winkel a bis zur Peripherie von Qo und von
dort bis zur Peripherie von K® mit einer der oben definierten
Verbindungsstrecken, laufenden Streckenzug nenner wir L{e).

Auf jedem L(a) fihren wir einen Parameter- (0 <C#<C1), der
von 0 in (0, 0) bis 1 auf S® liuft, ein. Dem Punkte mit dem
Parameter ¢ ordnen wir den auf demselben L(a) gelegen Punkt mit
dem Parameter |z zu. Auf diese Weise ist eine Abbildung ¢, (p) CF®
erklirt worden. Wenn man nun, wie in Abschoitt 2. die Mengen
P5(Qp) mit @, bezeichnet, so umfat Q, einen beliebigen, ganz im
Innern von K® gelegenen Kreis K’, wenn nur k hinreichend
grof} ist.

Die Strecke RC, der Kreisbogen CD und die Strecke DP
bestimmen zusammen das Bild einer, im Intervall (—1, 4 1)
erklirten, stetigen Funktion y = f(z).

Ist nun [$|<{1 so bezeichne M(9) das Bild der Funktion
y="3f(x). Auf jedem M(9) fihren wir einen Parameter ¢ ein,
der von 0 in R bis 1 in P liuft und ordeen dem Punkte mit
dem Parameter f, den auf demselben M(9) gelegenen Punkt, mit
dem Parameter |/# zu. Diese Abbildung erweitern wir noch oberhalb
von M(1) und unterhalb von M(—'1) zu einem Automorphismus

"1 (p), 80 dab w, C F® ist

Die Mengen wj(Q,) (bei positiven und negativen s) liegen
zwischen RCD P und seinem symmetrischem Bild unter der z-Achse.

Wir nennen 7; das Gebiet RC(*, T, das Gebiet PDD’'. Das
Gebiet 77 - T; + Q, geht bei den Abbildungen # in sich selbst tiber.

Bei hinreichend groBem j, hat ¢, = y{ die Eigenschaft, daB die
Mengen J,=135(Q,) paarweise elementfremd sind und lim 4(J;) =0
ist. Wieder ist anch, wenn p, C J,, limp, = P.

Nun konnen die Uberlegungen des vorigen Abschnittes wortlich
wiederholt werden (man braucht jetzt nur nicht mehr die Mengen J,
durch J; zu ersetzen weil die f;(p) der Folge (4), wegen der
Beschrinkung auf F®, gleich so genommen werden konnen, daf

, ge
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fi(p)=np ist, auf der Peripherie von Q,) und wir erhalten, wenn
F(p) C F® >0, und % beliebig gegeben sind ein

O(p) = o v 2 ¥5 9 (p)
so dad
1 |B(p)— F(p)| <e fir pes
gilt.
Wir wihlen % so groB, daf erstens

@ F(p—pl <z, peEK®—0Q

gilt (Dies ist immer moglich, weil auf S® F(p)=p ist, also (2)
auBerhalb einem mit K® konzentrischen Kreis, der von @,, bei
hinreichend groBem k¥ umfaBt wird, erfullt ist) und zweitens so, daf

3) B(T(E® — @) <3
@) B(T(E® — Q) <z
wird.

Wir behaupten, daf dann (1) in ganz K@ erfillt ist. Es bleibt
also (1) fiir pe K® — @, zu beweisen. Wir unterscheiden zwei Fille:

1) pe Ty, + T,. Darn ist S;*(p)€ Qo+ Ty -+ T4, also auch
Yot (p)e Qo+ T, + Ty (g, fubrt, wie bemerkt wurde Qg 77 4 T,
in sich tber).

AuBerhalb von Q,+4 T, + T, ist aber %(p)==p, daher ist in
diesem Falle @(p)=p, also wegen (2), gilt (1).

2) pe T+ T,. Damn ist @r*(p)e Ty + Ty, also o5 pr*(p) e Q@+

+ T+ 7, und ¢igr*(p)e ., also Zl,b‘{quk(p)eTl—'-Tz—I—Qo—J”
daber yi' x ¢i or*(p) e Ty + Ty (und € Q).
Es ist also

O(p) e(Ty + T) (K? — Qy).

Dabei bestitigt man ebenso, daB aus pe Ty, @(p)e 7, und aus
peTy, O(p)e T, folgt. Die Anwendung von (3) und (4) ergibt

18(p) — pl <3,

Daraus und aus (2) folgt (1) auch in diesem Falle, womit unsere
Behauptung vollstindig erwiesen ist.
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b. Wir wollen in diesem Abschnitt den Fall der stetigen, nicht
notwendig eineindeutigen, Abbildungen behandeln.
Wir werden folgenden Satz beweisen:

Es gibt drei stetige Abbildungen von K™ auf seine Teilmenge.

2(p), u(p), #i (p) und einem Automorphismus von K™, w(p) so, daf?
die Abbildungen.

(05) D (p)=py* 29 ia(p)

Jede andere beliebig genau approzimieren d. h. ou jeder stetigen
Abbildung F(p), von K auf ein Teilmenge von K", und jeder
positiven Zahl € gibt es ein s(F, €) so, daff

19,(p) — Flp)| <e pek®
gilt.

Beweis. Die Abbildungen u, u,, 9w und 3 werden, wie folgt,
erklirt.

#(p) ordnet dem Punkte mit den Polarkoordinaten (7, &,.., &, 1)
den Punkt (2, §,,...,§,,) wenn »<C} und den Punkt (1,§,...,&.y)
wenn » 2=} ist, zu. pu(p) bildet also @, auf ganz K@ hom&omorph ab.

tn(p) ordnet dem Punkte p de Punkt % p, zu, es bildet also K™
auf @, hom&omorph ab.

¢ (p) erkliren wir genau so, wie in Abschnitt 3, und bezeichnen
wieder mit J, die Menge ¢*(Q,).

Wenn noch .
(1) Si(p)y fa(P),- .
eine in Raume K™ K™ gherall dichte Folge bezeichnet, so setzen wir
(2) 2p)=v/ ey (p) fir pel,.

Nach allgemeinen Siutzen (Tietze) laBt sich y(p) zu einer ste-
tigen Abbildung von ganz K® erweitern.

Nun sei ein beliebiges 7(p)(C K™E™ und eine positive Zahl &
gegeben.

Man bemerkt, da wenn f(p) in @, erklart ist u, Fu(p) bzw.
Bfp(p) in Q, bzw. K™ erklirt sind. Dabei ist

®) e(fimFuwy=3%oufm,F)
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In der Folge (1) gibt es ein £, so, da
]
4) |fs(P)“‘!‘1FF'(P)|<§ : PeQ,
ist. Wir behaupten, da
®) 2. (p) — F(p)| <e pe K®

ist. Es ist namlich g, (p)e @, also ¢ u, (p)e J..
Laut (2) und (1%) ist daher

D.(p) = ufsim (p)-

Dies gibt aber, mit Rucksicht anf (3) und (4) die gewlnschte
Ungleichung (5).

Dieser Satz, angewendet ftir n =1, ergibt die Losung des am
Antang dieser Arbeit gestellten Problems:

Es gibt finf Funktionen (u(z), #, (%), ¥(x), v*(z), x(x)) so dab
jede andere im Intervall <0, 1> erklirte, stetize Funktion, deren
Werte demselben Intervall angehéren, durch Zusammensetzen dieser
finf Funktionen, beliebig genau approximiert werden kann.
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Sur Papproximation des fonctions continues par
les superpositions de quatre fonctions.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

MM. J. Schreier et S. Ulam ont démontré dans ece volume
un théoréme, dont un cas particulier (pour l'espace linéaire) est la
proposition suivante:

Il existe cing fonctions définies et continues dans Dintervalle I
O<<r<<1) et dont les valeurs appartiennent & I, felles que toute
autre fonction de méme nature peut éire approzimée aussi pris que
Von veut par une superposition (finie) de ces cing fonctions.

Le but de cette Note est de donner une démonstration directe
de cette proposition (méme en y remplagant le nombre 5 par 4).
Nous la déduirons immédiatement du, lemme suivant:

Lenvme: f,(2), f3(@), fi(),... élant une suite infinie donnée de
fonctions continues, définies dans Uintervalle I (0 <Cax<C1) et ne pre-
nant que des valeurs de cet intervalle, il existe quatre fonctions-de
méme nature, telles que toute fonction de la suite infinie considérée
est une superposition (finie) de ces quatre fonctions.

Démonstration. Définissons dans I les fonctions ¢(z), $(z)
et x(z) par les formules
(@) =4z pour 0<Cz <4, p@)=1 pour <2<,

241

W s@ =2, 19 ="3

et définissons dans I la fonetion (<) comme il suit.
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