Uber die Drehungsgruppe im Hilbertschen Raum
von

J. SCHREIER (Lwéw).

Es werde mit £ ein separabler Raum vom Typus (B) be-
zeichnet?). Die Menge aller linearen umkehrbaren Operationen
U (x), fiir die U(E)==E gilt, bildet auf Grund aligemeiner Sitze
tiber Umkebrung linearer Operationen?) eine Gruppe in Bezug
auf die Zusammensetzung.

‘Wir fithren in dieser Gruppe den folgenden Konvergenz-
begriff ein: lim U == U, wenn fir jedes x¢ £, hm U (x)=U(x

stark, gilt.

Aus einem Banaci’schen Satze?®) folgt, dafi diese Gruppe
immer separabel ist. '

Die Stetigkeit der Operation des Zusammensetzens folgt
aus dem Satze:

Konvergiert die. Operationsfolge {U,} schwach gegen U
(lim U ==U) und die Elementenfolge {x} stark gegen x, so

N> 00

konvergiert die Elementenfolge {U (x,)} stark gegen U(x).
Beweis: Die Folge {U} ist iiberall konvergent. Nach einem
bekannten Satze4) ist daher | U | <M.
Dann ist |U, (x,)— Ux)l \U (x)— U, (x| +|U,(x) -
U ()< | U, (e +| U, (9= UG | < Ml %, x| +] U ()
( . Aus dieser Abschitzung folgt der Satz sofort.

1y 8. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa, 1932, p. 33.

% Vgl: J. Schauder, Uber dic Umkehrung linearer, stetiger Funktio-
naloperationen, Stud, Math, 2 (1930) p. 1—6.
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Eine isometrische Abbildung des Raumes £ auf sich selbst,
fiir die U (0)==0 ist, wird Drehung genannt®). Auf Grund eines
Satzes der Herren S. Mazur und S. Uram?®) ist eine solche Ab-
bildung notwendig linear. Die Drehungen bilden daher eine Unter-
gruppe der Gruppe aller linearen Abbildungén des Raumes E auf
sich selbst. Nach dem Vorhergehenden ist diese Gruppe topolo-
gisch und separabel.

Herr Utam und ich haben nun bewiesen?), daf es in der
Gruppe aller Permutationen der natiirlichen Zahlenfolge und in
der Gruppe aller topologischen Abbildungen des Intervalls (0,1)
auf sich selbst eine endliche Anzahl von Elementen gibt, so daf$
die von ihnen erzeugte abzdhlbare Gruppe iiberalldicht ist. Aus
diesen Sitzen und aus der Banace’schen Darstellung einer allge-
meinen Drehung ®) kann man leicht beweisen, dafl die Drehungs-
gruppe im Raume der stetigen Funktionen, im Raume der kon-
vergenten Zahlenfolgen und weiter in L? und [? fur p 2,
eine endliche Anzahl von Elementen mit derselben Eigenschaft
enthilt. Hier wollen wir die Existenz solcher Elemente, die kurz
Erzeugende genannt werden kénnten, fiir die Drehungsgruppe im
Huperr’schen Raume nachweisen.

Eine Drehung U im Huwserr’schen Raum ist bekanntlich durch
eine unendliche Matrix A=|aq,|, die die Bedingungen

1) Zafk=1, )?a?k::l, %’aikaj,‘mo, Sa,.kaiij
i i

erfiillt, gegeben. Dem Zusammensetzen der Drehun gen entspricht die
Multiplikation der Matrizen. Die schwache Konvergenz einer Folge

{U}, @,=]a?]), gegen ein U, (U=|ay|),istmitlima(y =a,,
fir jedes Paar 7,k gleichbedeutend. e
Es bezeichne A4,, 4,,... die Folge aller endlichen, ortho-

gonalen Matrizen mit rationalen Elementen. U, bezeichne die un-
endliche Matrix, die man erhilt, wenn man die Matrizen

5 L. e p. 173,

% L. e. p. 166.

) J. Schreier und S. Ulam, Uber ‘topologische Abbildungen der eu-
klidischen Sphiren, Fund. Math, 23 (1933) p. 102—118. J. Schreier und S.
Ulam, Uber die Permutationsgruppe der natiirlichen Zahlenfolge, Stud. Math, 4
(1933) p. 134—141; diese Arbeit ist mit I zitiert.

8 L. c.1), p. 173—179.
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lings der Diagonale aneinanderreiht.

Wir behaupten: die Folge {Up}, (lemlag’;’[), ist in der
Drehungsgruppe iberalldicht. Man hat zu diesem Zwecke zu
zeigen, dafl, wenn eine Matrix B =4, |, die (1) erfillt, und eine
natiirliche Zahl NV, gegeben sind, es ein U, gibt, so daB die o
fir i,k<" N, mit den b, fir i,k < Ny, bis auf ein gegebenes &
iibereinstimmen. Man kann aber ein solches N> N, finden, daB
die endliche Matrix B ==, |, i,k < N die Orthogonalitats-
bedingungen bis auf ein 7 () erfillt, wobei 7() so gewahlt ist,
dafl man ein A, finden kann, dessen Elemente mit den Elemen-
ten von B bis auf # iibereinstimmen. Die Matrix 2, approxi-
miert daon B aul die gewiinschte Weise.

Es bezeichne weiter » (n) eine eineindeutige Abbildung der
natiirlichen Zahlenfolge auf sich selbst oder kurz eine Permutation

dieser Zahlenfolge. . bezeichne die Matrix:

Die Matrizen $, bilden eine Gruppe, die mit der Gruppe
aller Permutationen 1-isomorph ist. Diese Isomorphie ist auch
stetig, wenn man die Permutationsgruppe wie in I metrisiert.

Aus dem Satz 2 jener Note folgt also, dal es drei Matri-
zen 9, 9,, Dy gibt, durch deren Zusammensetzen man alle an-
deren §, beliebig genau approximieren kann. (Man kann zeigen,
dafl im erwihnten Satze 2 schon zwei Permutationen geniigen.
Daber gentigen auch hier zwei Matrizen). Die Matrix $," % $,
entsteht aus der Matrix 9, indem man die Reihen und Kolonnen
in 9 mittels » permutiert. Da aber durch solches Permutieren aus
A alle A und die dazu nétigen Matrizen alle aus ©,, 9, 9,
erhalten werden konnen (denn um aus ¥, ein % zu erhalten, ge-
niigt es eine Permutation #(n) nur fiir eine endliche Anzahl
der Werte von n so zu bestimmen, dafl % me);l q 9, gilt), so
ist die von A, H,, H,, P, erzeugte, abzéhlbare Untergruppe
iberalldicht, w. z. b, w.

Die hier angewandte Methode zur Approximation aller Drehungen r.nittels
Drehungen der Gestalt $;™ 9; $, kann auch zu einem einfachen Beweis der
von G, Vitali bewiesenen Tatsache, daff die Drehungsgruppe im Hilbe rt'schen
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Raum konnex ist?), benutzt werden. Es geniigt nimlich nur zu zeigen, daf alle
$, in einer Komponente dieser Gruppe liegen. Dies aber folgt daraus, da
jede Permutation beliebig genau durch gerade, endliche Permutationen ap-
proximiert werden kann,

9) G. Vitali, Sostituzioni sopra un’infinitd numerabile di elementi, Boll.

Mathesis (1915) p. 29—31.

(Regu par la Rédaction le 23 ]1. 1934).





