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"N Z %s(xl,...,xn] i:glx [[L=1,2,-..,’71)
Gg=1

lssbar in ganzzahligen X, ...., %n, die nicht alle gleich Null sind.

Beweis: Der Absolutwert einer Linearform besitzt die Ei-
genschaft £ mit & =k, = ... =4k, =2, sodass die in (7) linkerhand
auftretenden Funktionen nach Satz 6 dieselbe Eigenschaft besitzen.
Der durch (7) definierte Korper ist beschrinkt, abgeschlossen und
hat ein Volumen

2 &7 8" - En " e[t )2
Al (o0 +1) .. Dleat+1) 0 W"— -

wegen (6), sodass die Behauptung aus Satz 5 (mit &y =hky= ..
=k, =2 angewendet) folgt.

Bemerkungen: 1. Die Behauptungen von Herrn L. J. Mor-
dell auf den Seiten 252 und 253 der genannten Arbeit sind nur
Spezialfille dieser Anwendung.

2. Ich habe die obige Anwendung aus Satz 5 abgeleitet, aber
ich kann sie auch mittels des Minkowskischen Satzes 3 beweisen.
Dazu brauche ich nur zu zeigen, dass die durch (7) definierte Men-
ge konvex ist; denn dass sie abgeschlossen und beschrénkt ist
und den Koordinatenursprung zum Mittelpunkt besitzt, ist klar.
Enthilt die genannte Menge zwei Punkte (xy,..., Xs) und (y,...,94),
dann enthilt sie gleichfalls (— ¥y,..., —), also, da die in N
linkerhand  auftretenden Funktionen die Eigenschaft £ mit
(,x,dtyx @d—xa),

2 et 2
Da die betrachtete Menge abgeschlossen ist. folgt hieraus, dass
sie konvex ist,

ky =hy=.,.= k,=2 besitzen, auch den Punkt

(Eingegangen am 13, September 1934)
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Uber die Anzahl der Primzahlen eines reell-

quadratischen Zahlkorpers, deren Konju-

gierte unterhalb gegebener Grenzen liegen.
Von

Hans Rademacher (Philadelphia, Pa.).

1. Herr A. Walfisz hat mir neulich brieflich die Frage vorge-
legt, auf wieviele Weisen sich in einem reell-quadratischen Zahl-
kérper eine totalpositive ganze Zahl v als Summe einer totalposi-
tiven Primzahl und einer totalpositiven ganzen Zahl darstellen
liesse. Sind v>0, v">>0 die beiden Konjugierten von v, so kommt
die Frage offenbar darauf hinaus, wieviele = totalpositive Prim-
zahlen @ es gibt mit

0<lo<v, 0<la" <V,

Mit Hilfe eines neuerdings von mir bewiesenen Satzes!) kénnen
wir sogar allgemeiner die Frage nach der asymptotischen Abschi-
tzung der totalpositiven Primzahlen » mit

{1.1) 0o=EY, 0Co=Y, u=p

(mod a)

beantworten, wo ¥, ¥’ beliebig reell positiv sind (und nicht die
Konjugierten einer Kérperzahl zu sein brauchen) und o ein {festes
Ideal, p eine feste ganze zu a prime Kérperzahl sein sollen. Stellen
wir die ganzen Zahlen |~ des Kérpers als Punkte mit den Koordina-
ten i, ¥’ in einem rechtwinkligen System dar, so handelt es sich um die
Anzahl der Primzahlen in dem Rechteck 0< 0V, 0< W =Y

!) Primzahlen reell - quadratischer Zahlkérper in Winkelriumen, erschein
demnéchst in den Mathem, Aannalen,
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Es geniigt, die Primzahlen in dem einen der beiden Dreiecke,
in die das Rechteck durch die Diagonale vom Nullpunktnach (¥,Y")
zerlegt wird, abzuschitzen, da das andere Dreieck sich durch Ver-
tauschung der beiden Konjugierten ergibt. Wir fragen also nach
der Anzahl P,(Y,Y") der Primzahlen ® mit

{1.2) 0<wEY,

(1.3)
Zun#chst wollen wir noch

o=z M}.,_. <y
1.4) . T =y =Th

voraussetzen, eine Einschrinkung, die man nachtréglich leicht authe-
ben kann. Dabei sei 1,>1 die totalpositive Grundeinheit mod «,
2. Es seien nun ¢, ¢» zwei positive Zahlen, q1<qg.%§<‘f}ﬂ‘“’.

t

Dann konnen unter den totalpositiven Kérperzahlen |» mit

-
(2.1) s <’};§ qs
nicht zwei mod « assoziierte vorkommen. Fiihren wir die Bezeich-
nung
1 pe
W, (p) = *é'jgg“.h‘a" log . i’"
ein, so ist fiir die Zahlen mit der Eigenschaft (2.1)
_logg _log g
2 hog 1. =2 W< 5 0,

Da wegen

log g,—log ¢, -
0 2 log 1, <1

nur die Fille

_logg (_[_ logg
(4) [ Zlogm]“[ Zlong
und
| __log g | | _log g ]
B) [ 2 log 1, _+1_[ 2 log 7, I

vorkommen kénnen, so ist im Falle (A) @,(»)—[w:(n)] enthalten
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in dem Intervall

log g» _[ﬁ

2 log 7,
und im Falle (B) in den beiden Intervallen

log g
2 log 7,

];Sw‘ () — [ (]

_logg [ _logg
<=3 log 7, [ 2 1o"g‘},j“]

__log ¢ log g,
e |7 e | S — <1
-oder
log ¢, log ¢, ~
= — — ]
0= —[m ] <5l |- 5E].
In beiden Fillen ist die Gesamtlinge der Intervalle fiir
@ () — [@: ()] gleich
log ¢, —log i
2 log 7,

Die Anwendung des ,Hauptsatzes” meiner oben zitierten Arbeit
ergibt also das

Lemma: /st

(22) 1<y,
91 '
so ist die Anzahl der totalpositiven Primzahlen w, die den Bedingungen
{2.3) o=p (mod a), N(@=x,
m’
(2.4) a<—=¢
[0}

geniigen, gleich

log g, —1log ¢, " du

(2. -
25) do@hklog 7 ) Toga
2

1B xe—cl’ll{g’}

Bei der Aufstellung dieser Formel ist noch von der Beziehung
hy(a) log 1, =2¢ () /2 log

‘Gebrauch gemacht worden?); % ist die gewdhnliche Idealklassen-
zahl und 7 die Grundeinheit 7>>1; B soll in (2.5) und im folgen-

2 1 c., Formel (6).
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den Funktionen bezeichnen, die beschrinkt bleiben und deren
Schranken nur vom Kérper und von o abhingen; ferner ist auch ¢
eine nur vom Korper und von « abhingende positive Zahl.

3. Im folgenden sollen, auch wo es nicht ausdriicklich her-
vorgehoben wird, nur Primzahlen des Kérpers betrachtet werden,
die der Kongruenz (1.3) geniigen. Es sei nun Y">>2, was nach
(1.4) gewiss dann der Fall sein wird, wenn

3.1) YY >4,

vorausgesetzt wird. Wir wihlen nun positive Zablen ¥, v/,....y/

mit folgender Beschaffenheit:

3.2) 2=y, <</ < ... <Y =Y

und ,

(3.3) 1< < =12....0.
V-1

Die totalpositiven Primzahlen mit den Eigenschaften (1.2) teilen

wir ein in die Klassen C, Ci,..., C:
. o 2 2 o' yl, y’l—-1 /9{(; X-l_
B 0<G=y F<GEye Ty <GET
Nach (1.1) gilt ausserdem fir Co, Cy,..., C
(3.5) =94
Fir j=1,2,.... ! bilden wir nun Klassen §; und C; von Prim-
zahlen, sodass _
(3.6) GGG

ist. Wegen (3.4) und (3.5) ist in C;

Die Klasse C;. die durch
’, ’ ’
PNCE =2 wnd N =Yy
definiert sei, enthilt also, wie (3.6) fordert, die Klasse C;.
Die Klasse €; sei durch

., ’ 4
_)ily:l_<%§}—,;; und N =YY
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definiert. In ibhr ist

Y
2 N(w) -2 Y - _ y2
0= (m] m/< Vi y,j—I._Y’
also

oY,

sie fillt somit ganz in C; hinein,

4. Auf die Klassen C; und C; lasst sich das Lemma §2 an-
wenden, Die Anzahl der Primzahlen in C; ist danach

log ' —1og ¥t vy , - Vi 7T
@.1) T LYYy kB YV e ,
die in C; ist

log y/' —log ¥y N yed

(4.5)

do@hiogy LLUI)+B.YYe

Hierbei ist noch benutzt worden, dass xe—”/longon gewissem po-
sitiven X an monoton wichst. Da nun nach (1.4) und (3.1) Y >2
und nach (3.2) Y3/ >4 ist, so durfte in den Restgliedern Yy’
bezw. Yy/ durch Y'Y’ ersetzt werden.

Die Anzahl der Primzahlen von C; endlich ist héchstens so
gross wie die Anzahl aller totalpositiven ganzen Kérperzahlen 1 mit

2

UJ
) <
°<Tx =3

0<p=Y,
und diese wieder sind enthalten unter allen ganzen K&rperzahlen

o< =2, o=sp=sY.

Dies sind die in einem Rechteck mit den Seiten 2 und Y enthalte-
nen Gitterpunkte eines gewissen durch den Kérper bestimmten
Gitters; daher ist die Zahl der Primzahlen in C, gleich

B.Y.

Fiir die Anzahl P, (Y,Y")
C, C, ..

der Primzahlen aus allen Klassen
., C; zusammen haben wir also
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!
(43) ,zlog, > Ulog 3/ —log i) . LYy 1)
j=1
+B.Lyye VT
=P, Y)
/
= roiihiegn Y Uog s/ —log ¥y ). LilY )
: &
+B.avye gy,

5, Die Summe links in (4.3) heisse S, die rechts heisse S.

logy/ und haben dann

Wir setzen u;j=

(5.1) log 2 =1, < u,<..,<u=logV"
und )
S= Li(Ye " Yy —u ).
=T A
_ !
S= Z Li(Ye ) (w—u 1)
=1
Offenbar ist ’
log ¥
(5.2) s= Li(Yer)du <3S
log 2
Die #; wihlen wir nun in (5.1) &quidistant; also
(5.3) 4 =1log 2+ fl (log ¥ —1og2).
Dann ist
1 ! ,
=-——(log ¥’ —log2) Li(Ye"-—1,
sy —esn §
=1 llog " —log2) 3 Li(¥eY),
~
also
(5.4 S—~£=-1z—(log Y'—log2) (Li(YY)—Li(2Y))
1

=B‘~1l—log(YY’),Li(YY')=B, vy,

1
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Aus (4.3), (5.2) und (5.4) schliessen wir dann
log ¥
’ -—ﬁ..___l_‘_ ; Y g i ’
(5.5) PuY.Y )= ot i TogT f Li(Ye)dutB. VY
fog 2
— ¢ Vieg¥V

+BIYYe T Ly

Wegen (1.4) ist

(5.6) Y=B., Y¥".

Die Zahl ! muss nun folgenden Bedingungen geniigen: erstens nach
3.2)
(5.7) =1,
zweitens wegen (5.3)

1 llog 7 —log 2)

Uj— Ujq =

und wegen der Bedeutung der u/

(4
log %
= ,
1
ogy j—t
also nach (3.3)
y’
log 5
(5.8 > 72‘10572 .

Fiir hinreichend grosses (d. h. eine gewisse nur vom K&rper und
« abhingende Schranke iiberschreitendes) Y Y’ erfiillt ‘dann

PR
Y Tog ¥V
= [92 ]

die Bedingungen (5.7) und (5.8). Mit diesem ! folgt aus (5.5) und (5.6)
log ¥

(5.9 PJ[Y.Y’]=‘mf Li(Ye¥) dut-B.YY e

log2

. -;—V Tog ¥ V7

6. Es bleibt noch eine Umformung des Integrals in (5.6) z
leisten. Es ist
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Criventie [ [ e [ [ s gy
f L[e]u._f 1 Tog £ J jlogt .Ylog
log 2 log 2 2 log 2 2y

_ (" ( dudt ,
_“ Toai T B Viog Y,
das Doppelintegral erstreckt iiber das Gebiet
log 2=usSlogl!, 2V=t=Ten
Dasseibe Gebiet ldsst sich auch beschreiben durch
2YSISYY, logy=uslogV’.
Also ist
log V! vy log !
[ rienan = J o7 j du+B.Vlog ¥’
log 2 1% tog 4
vy @ v
) Codt
= J fog 7 lo€ Y¥'—logf)+B. Ylog ¥' =log YV’ J og
2y 2v

—(YY'—2Y)+B,Yleg ¥’
und durch partielle Integration:

—log VY [lgt] Flog YV’ f(l VY —2Y)+B. Vieg ¥,

woraus nach einigen Vereinfachungen und Zusammenfassungen und
nochmaliger Benutzung von (1.4)

log ¥ yy
J Li(Ye)du=1log Y Y’ f(l g?"JVB VYY'log VYY"
log 2 .
folgt. Dies tragen wir in {5,9) ein und haben
N y))/
61) P.(Y.Y’ , [ , —m/log 187
.= MMMm#@YYugn*BYV

mit ¢ in neuer Bedeutung.
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7. Nun ist P;(Y,Y’) noch nicht die gesuchte Anzahl, son-
dern erst P, (Y, YY)+ P/ (Y. Y), wo P/(Y,Y) sich durch Vertau-
schung der Konjugierten ergibt, d. h. die Anzahl der totalpos:tlven
Primzahlen w==p (mod «a) mit

o<osy, O=)
ist. Die rechte Seite in (6.1) ist aber symmetrisch in ¥ und Y7,
sodass die gesuchte Anzahl durch Verdoppelung des Hauptgliedes
in (6.1) herauskommt. Zu bemerken ist nur noch, dass in P,(Y, Y")
Y
Y
doppelt gezihlt worden sind. Doch sind diese von der Anzahl
By YY", gehen also in dem Restglied von (6.1) unter, Damit haben
wir die Anzahl der Primzahlen, die den Bedingungen (1.1) genii-
gen, berechnet.

- P',(¥",Y) die moglicherweise vorhandenen Primzahlen %——-

Es bleibt nur noch die Einschrinkung (1.4) aufzuheben. Seien
namlich Y,Y" zwei beliebige positive Zahlen. Dann bilden wir
durch Multiplikation mit Potenzen von 7, die Zahlen Y, Y,', sodass

Yo=VYu—* ¥ =Yk

{1.1)

{was iibrigens die Bestimmung

—_[log¥'—log¥ , 1
o 2log 7, 2

ergibt). Es ist

(7.2) Yo ry="YY’

und wegen (6.1) und (7.1) und wegen der Uberlegung zu Beginu
dieses § 7 ist die Anzahl der Primzahlen © mit

(71.3) 0<oxY, 0oV, o=p

(mod a)

dann gleich

i
1

P (a4t ’
EW log Y, Y, f(log tF—-l—-B. Y, Y/ e
2

— clflog Y, Yo'
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Alle Primzahlen, die (7.3) gentigen, erfiillen aber auch

0l anftsY, 0o~ ZY, onk=p (mod q) logx+0 (log %)+ 00 xlng)+O(l gx]2)
und umgekehrt, Nennen wir die Primzahlen ©7* wieder o, so +O( )
kénnen wir unter Beriicksichtigung von (7.2) den Satz aussprechen: logx (log x)?
Satz: Ist a ein Ideal eines reell-quadralischen Zahlkérpers, o Niehagen, d. 18. August 1934,

eine ganze zu o prime Kérperzahl, sind Y, Y positive Zahlen mit
Y Y"=2, so ist die Anzahl der Primzahlen v, die

o=p (mod n), 0<osxsY, 0oV

(Eingegangen am 28, August 1934))

geniigen, gleich

log Y'Y’ f.""" 4B vy eV

1
2¢9(@)hlogn log 1)*

2

Hierin ist h die Klassenzahl im gewdhnlichen Sinne und 0 >1 die
Grundeinheit des Kérpers.

Bemerkenswert ist. dass nicht der Integrallogarithmus, sondern

" di
tog-* [ 15q5
2

mit x = VY im Hauptglied der bewiesenen Formel auftritt. Offen-
bar ist fiir x >2
x X
*dt dt
ot [ rogp > [ogt
zugleich aber ’ ’

- at X
108 fog 5~ Tog
2

denn
cdt
ot f g 7 ¢ gy 2ot [agey

Vi e
. gL L1
logx—}—0(log)c)-{—210ng»(—10g 7k + Zlogx'( (log &)

s .

Vi
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