Kurzer Beweis des Diskriminantensatzes.
Von

N, Tschebotaréw (Kasan).

Der Zweck der vorliegenden Note ist, einen neuen Beweis
des Diskriminantensatzes darzulegen, der bekanntlich bei dem Aus-
einandersetzen der arithmetischen Idealtheorie besondere Schwierig-
keiten bietet. Dieser Beweis hat bei seiner relativen Knappheit
die Eigentiimlichkeit, dass er ziemlich wenige Vorkenntnisse aus der
Idealtheorie fordert (es ist z. B. der Begriff der Idealnorm als der Kon-
gruenzklassenzahl nicht notwendig). Dagegen sind die Elemente der
Galoisschen Theorie und der erste Sylowsche Satz als bekannt
vorausgesetzt.

Wir formulieren den zu beweisenden Diskriminantensatz fol-
gendermassen: :

Es sei k ein algebraischer Zahlkorper, W sein Ring, welcher

alle ganzen rationalen Zahlen enthalten soll, [, ®3, ..., w,] eine
Basis won W. Die Diskriminante
S (o, o), S 0,), ..., S(ml @) ©y Oy Caeey Wy 2
A S{wy 0;)," S (0, @), ..., S(w, w,) o/ o veres oy
S(on o), S0, w,), ..., S (0, @) w00 D 9,00 )

ist durch eine rationale Primzahl p dann und nur dann tellbar, wenn
p'z'n bezug auf N kritisch ist, d. h, wenn es in N eine Zahl gibt,
die nicht innerhalb W durch p teilbar ist, wihrend ihre gewisse Po-
tenz innerhalb B durch p teilbar ist. Dabei bedeuten 0, ,,,, o

icm

N. Tschebotaréw. Kurzer Beweis des Diskriminantensatzes. 79

die zu o algebraisch konjugierten Grossen und S(eo)=o -}’ .
ol die Spur von w.

Es sei p kritisch und o =, 0, 4%, 0y 4~ ... 4%, 0, eine Zahl
von M, deren Potenz 2¢ durch p in W teilbar ist, wihrend unicht
alle x;=0 (mod p) sind. Es sind (2')%, (2”)o ..., («®"1)¢ darch p
teilbar—zwar nicht notwendig in X, aber doch in den mit i konju-
gierten Ringen N/, M, ... , N1, also insbesondere im Normalkér-
per K, der alle mit 2 konjugierten K&érper umfasst.

Sind Q; die Komplemente von @) in der Determinante

E w0, Ve, Oy 1
;‘91’ .H)g' ,,,.,u),,' |
(6 ga=| '
: "'-’1[" l).m-x‘"—_l). PP wn[”——u |
so gilt
D0y sl =3 0 wulh xp =N 0 Q= (=1, 2, ... .n).
7 PR v

Ist p"=e, so sind in K
{ZQU g,m}p”EZgz,.}.p" 7" (mod p)
J J

durch p teilbar und da nicht alle x;=0 (mod p) sind, so gilt

K
& =0 (mod p). Da aber A==28° ganz rational ist, so muss A==0
(mod p) sein, w. z. b. w,

Nun nehmen wir an, es sei A durch p teilbar. Die Zahl &
liegt in K. Aus #2==0 (mod p) schliessen wir, dass & durch das
Produkt ©=1%,%, ... M aller voneinander verschiedenen Primide-
alteiler 1% von p innerhalb K teilbar ist. Das Ideal £ ist gegenii-
ber allen Substitutionen der Galoisschen Gruppe @ von K invariant.
Die Primideale 1/ sind zueinander konjugiert, d. h. sie gehen inei-
nander mittels der Substitutionen von ® iiber.

Nun beweisen wir folgende drei Hilfssdtze:

I Ist & durch © teilbar, so kann man das Kongruenzensystem

(2 008 +o0t,+ .. +oli=0 (mod Q) (=0, 1, ..., n—1)
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durch ganze Zahlen von K befriedigen, die nicht alle durch <. teil-
bar sind 1),

Es sei ) )
0o, .| g ’

wd, ..., wglh ‘

ein darch © nicht teilbarer Minor von (1), wihrend alle Minoren
von (1) héherer Ordnung -durch T teilbar sind. Fiihren wir die

Bezeichnung
| e, , Ug Uy
] mam’ R a)ﬁ(i]' w.{f"]
! =Aallm—}—...+Agng—f-—ATll7
wld), ... | wgh, wyl)

ein, so ist Lu=Aa, ..., fg=2Ap, &y=A; (die ibrigen §=0) die
gesuchte Losung, fiir welche gilt: &2 0 (mod Q).
Wir wollen zeigen, dass man das System (2) durch ganze ra-

tionale, nicht alle durch p teilbare Zahlen befriedigen kann. Dazu
beweisen wir:

IL Ist [&,8,....,8] eine Losung des Systems (2), so ist auch
T/ & T,... 8 T] eine Losung dieses Systems, wobei T eine belie-
bige Substitution von © ist.

Wir fassen (2) als Relation zwischen den Korpergréssen von

K auf und iben auf sie die Substitution 7 aus (D ist gegeniiber 7"

invariant). Dadurch gehen die Formen o, u; - w0, g, ., + 0, 1,
ineinander iber, so dass das System (2) dasselbe bleibt.

WL Besitzt das System

(3) 0illa .. 0 =20 (mod D) ((==0,1,...,n—1)
eime Losung [ia,....&l, in welcher & nicht durch © teilbar ist, so

besitzt es auch eine Losung (. ...nls in welcher v, zu p relativ
prim ist.

' Vgl hierzu E, Landau. Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Bd, 3. Leipzig
1927, S. 129, Satz 822,
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Es seien [, Il,,....T, ganze Zahlen von K, die bzw. durch
P1.9%,..., P und sonst durch keine Primidealfaktoren von p teil-
bar sind. Ist & etwa durch %%11,..., P, aber nicht durch 9, 9%,

oo P teilbar, und setzen wir v, =ILI, .. I8, (=& fir £=1),
so ist in der Losung [t«,..., 7] des Systems (3)7« durch ¥, ¥%....,
P, aber nicht durch ¥, teilbar. Sind S,, S,,..., S, Substitutionen
von ©, die ¥, bzw. in % 9%, ..., iberfithren, so ist o+ 72 Se
+.oFSn zu Py, P ... P, also zu p relativ prim. Andererseits
sind wegen II [tz S;,..., %.S5] ({=23,...,m) und somit [te—+1S,
+teootwSn.... 5+ S; ... 4 12 Sw] Lésungen des Systems (3).

Die letztere Lésung geniigt unserer Bedingung.

Es sei
(4) 0,08 f o084 ...+ ofE=0(mod &) (i=0,1,...,n—1)

ein System, welches eine Losung mit & =0 (mod ) besitzt, wobei
r den kleinstmoglichen Wert habe. Wegen IIl kénnen wir anneh-
men, £, sei in der Lésung [&, %..., &1 von (4) zu p relativ prim.
Fiir r>>1 besitzt das System
(5) 0,08 ...+ oi=0 (mod L) ({=0,1,...,2—1)
keine Losung, in welcher eine oder mehrere der Zahlen £,750
(mod £) sind. Denn sonst kénnte man (5) durch Umnumerieren in
die Gestalt (4) mit kleinerem r setzen. Multiplizieren wir dann
N{E)
&
cher 7, = N(§) ganz rational und zu p relativ prim ist. Diese
L8sung ist eine einzige in dem Sinne, dass jede andere Lésung
[%1, %" ... "] den Kongruenzen 7,"=1, (mod L) geniigt, Denn
sonst wire [,"—",,..., 7" —7,] eine Lésung von (5), was unserer
Voraussetzung zufolge unméglich ist. :

Es ist insbesondere 7, T=1, {mod &) (v=1.2,,..,7) {(vgl. II),
wobei 7T eine beliebige Substitution von © ist. Nun sei § =135,
...+ Sz die zu p gehérige Sylowgruppe von ®, d. h. eine Un-
tergruppe von © von der Ordnung ==p° (es kann auch s=0
sein), deren Index a=(®:9) zu p relativ prim ist (der ersie Sy-
lowsche Satz). Es gibt einen Exponenten f, fiir welchen

die &, mit , so erhalten wir eine Lésung [y, % ..., 7], in wel-

=1, (mod %) (i=12,....m)
und somit

6. Acta-Arithmética, I.
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nvpfz u (mod D)

ist (verallgemeinerter Fermatscher Satz). Nehmen wir ein ganzes
rationales ¢, so dass = gf— § positiv ist, so gilt:

O+ Uy Saennty S =g 2T == =, (mod D).

Die linke Seite dieser Kongruenz ist gegeniiber § invariant. Es ist

also

==t (mod D),

wobei v gegeniiber § invariant ist.

Nun zerlegen wir & nach H:
6=9+6T+...+H 7T,
a.TvE‘Bv—|—‘Ev T._,—f—...-{-w Ta

(a,p)=1.
ist
Es is (mod D),

wobei die rechte Seite dieser Kongruenz allen Substitutionen von
Q gegeniiber invariant, also ganz rational ist. Demnach kénnen
wir die Lésung [@1,, @%,, ..., a1 des Systems (4) durch eine Lé-
sung [amy, X5, ..., %] ersetzen, in welcher @7, X, ..., X, ganz ratio-
nal sind und dabei (a4,p)=1 gilt. %

Es sei ¢ durch p teilbar. Die Zahl
a=amy o X 0 ... A X 0

ist durch 9, also @® durch p teilbar. Andererseits ist @ nicht in it

an o+ .. X

durch p teilbar, da sonst %= in N enthalten

p
wire, was der Annahme widerspricht, dass [, ©,,,.., ©,] eine Ba-
a o
sis von W ist. Denn die Koordinate 1 von — ist gebrochen.

p

Damit ist gezeigt, dass p kritisch ist, w, z. b, w.

%) Diese Uberlegung ist dem ,Zahibericht* von D, Hilbert entnommem, Vgl
Gesammelte Abhandlungen, Bd, I, Berlin 1932, S, 135, Satz 72,

(Eingegangen am 26, Oktober 1934,

Uber die Classenzahl quadratischer
Zahlkérper.
Von
Carl Ludwig Siegel (Frankfurt a/M.).

Durch eine scharfsinnige Combination zweier Ansitze von
Hecke und Deuring ist es Heilbronn gelungen, den lange vermute-
ten Satz zu beweisen, dass die Classenzahl h(d) des imaginiren
quadratischen Zahlk8rpers der Discriminante d mit |d] unendlich
wird, Es ist naheliegend, nach einer genaueren unteren Abschit-
zung von %(d) zu fragen. Im folgenden soll die asymptotische Formel

1) log h (d) ~ log ) ]d|

bewiesen werden. Da nach Dirichlet

i =ldF h(d) = La(1) @< —4
11T, wo

(2]

Ls(s) =Z (%) n—s

=1
gesetzt ist, so ist (1) mit der Aussage
(@) log La (1) = o (log |d)

gleichbedeutend. Man wird vermuten, dass (2) auch fiir positive
Discriminanten @ richtig ist; und dies wird ebenfalls bewiesen wer-
den, Bedeutet ¢; die Grundeinheit, so ist nach Dirichlet

247 h(d)loges = La(1) d>0)

und folglich die Beziehung
log (% (d) log e2) ~log ) d

das Analogon zu (1) fiir reelle quadratische Kérper.
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