86 C. L. Siegel. Classenzahl quadratischer Zahlkérper.

Hilissatz 4:

Es ist
L (1)<3logld|.

Unter Benutzung der drei letzten Hilfssdtze ldsst sich nun
der Beweis von (2) folgendermassen fithren. Ware (2) falsch, so
gébe es ein positives £<(1 und beliebig grosse |d|, so dass entwe-

der L;(1)>d* oder Ls(1)<|d™® ist. Es sei

(8) 3log |d| <|df.

Dann muss nach Hilfssatz 4 der Fall

9 La()<]ld[™*

vorliegen. Ist auch noch

(10) RN L
7> A5

so. liefert (9) die Ungleichung

€

Li(1)<{(1 —¢)e2-2e" 4 Z,

Nac.h den Hilfssdtzen 2 und 3 ist dano ‘also §(1 —e¢, &) >>0.
Weiterhin sei ein festes d gew#hlt, das den Ungleichungen [8)'und
(10) geniigt,

~ Die Function £(s,®,) wird negativ unendlich, wenn s wach-
send gegen 1 strebt. Sie hat also eine Nullstelle ¢ im Intervall
1~s<o<1. Nach Hilfgsatz 3 ist auch &{o, &) ==0. Wendet
man Hilfssatz 2 mit 8 =4, an und benutzt Hilfssatz 3, so erhilt
man die Ungleichung

. Gorel
Li() Lp() Li(1) >0 (1 —o) 24 e |d Dt 7 .
Nach (7) und Hilfssatz 4 ist daher

a(l—o)
3.2 % log|d log[d D)

und folglich —_ —¢ fi inrei i
Absc}?ﬁ%;sngwegen 6—1>>—c¢ fiir alle hinreichend grossen |D] die
Lp(1)>|D|*

giiltig. Also kann (9) nur fiir endlich viele d gel i ;
ten, .
spruch zur Annahme, dass (2) falsch e, ® ¢ gelien, in Wider

Lp(1) >

| D

(Eingegangen am 4. Dezember 1934,)

——
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Uber eine Riemannsche Identitat.
Von
S. Chowla (Waltair) und A. Walfisz (Radosé).

Einleitung.

Im sechsten Abschnitt seiner berithmten Habilitationsschrift 1)
fiihrt Riemann die Funktion (x) folgendermassen ein: ,Man bezeich-
ne der Kiirze wegen durch (x) den Ueberschuss von X iiber die
nichste ganze Zahl, oder, wenn X zwischen zweien in der Mitte
liegt und diese Bestimmung zweideutig wird, den Mittelwerth aus
den beiden Werthen—;‘ und —%, also die Null”.

Im dreizehnten Abschnitt heisst es dann: ,Ebenso wohl aber,
wie hienach fiir eine Function trotz der durchgingingen Moglich-
keit der Integration die Fourier'sche Reihe nicht convergiren und
selbst ihr Glied zuletzt unendlich gross werden kann, — ebenso
wohl konnen trotz der durchgingingen Unméglichkeit der Integra-
tion von f(x) zwischen je zwei noch so nahen Werthen unendlich
viele Werthe von x liegen, fiir welche die Reihe @ convergirt,

Ein Beispiel liefert, (#x) in der Bedeutung, wie oben (Art. 6)
genommen, die durch die Reihe

(nx)
2

1,co

gegebene Function, welche fiir jeden rationalen Werth von x vor-
handen ist und sich durch die trigonometrische Reihe

1) ,Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonomeirische
Reihe" (1854) [Aus dem Nachlass des Verfassers mitgetheilt durch R, Dedekind.
Abhandlungen der Kbniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géottingen 13
(1867), S, 87 — 132].
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S 10
Z” il b R sin2nxm,

nn
1,00

wo fiir 6 alle Theiler von n zu setzen sind, darstellen lisst, wel-
che aber in keinem noch so kleinen Gréssenintervall zwischen end-
lichen Grenzen enthalten ist und folglich nirgends eine Integra-
tion zuldsst".

Fiir reelle # sei

1
R(u) —-=-, sobald # nicht ganz
(1) R{@=n—[, ‘P(u)=1 2
lO sonst.
Wir setzen ferner

(2) = (— 1)

din

O.sei reell. Dann lassen sich die obigen Behauptungen wie folgt
ausdriicken: 1) fiir rationale 0 gilt

&1 1 151 .
@3) 274; n6+—2— .—:-‘-}-:-Z—’Tt(n]s:nZnﬁﬂ;

n=l1 n=1
2) die durch die linke Seite won (3) (Hir gewisse 0- Werte) darge-
Stellte Funktion liegt auf keiner noch so kleinen Strecke zwischen
endlichen Grenzen.

Die Beweise hierfir findet man weder in der Riemannschen
Abhandlung, noch unseres Wissens sonst wo. Wir hielten es da-
her nicht fiir iiberfliissig auf diese Fragestellung einzugehen, und
zwar in einem etwas breiteren Rahmen, unter Hinzuziehung ge-
wisser irrationaler 6, Wir finden:

L (3) git: 1) fiir alle rationalen 0; 2) fiir fast alle 0 (d. h.
fiir alle, eine geeignete Lebesguesche Nullmenge ausgenommen);
3) fiir alle algebraischen Irrationalitaten,

IL o (x) bedeute eine beliebige Funktion von X, die fiir x>0
[c!efiniert und} positiv ist und fir x—sco monoton gegen Null ab.
nimmt.  Dann gibt es zwei anf der 0-Achse dicht llegende Mengen

My =M, (3), My=M,(9) rationaler 6 ="- 5o duss
g
0

(@ Z;‘;s‘»(nw—}) =9 (@logy,

n=1
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(<o) 1 1
G in My: 27‘9(”6-}—7) = (glogya.
n==1

0. Ist o (x) wie bei Il erklart, so gibt es eine auf der 6- Achse
dicht liegende Menge M,=M;(3) irrationaler 6, so dass in M,

1 1 1
1 1 [ — — =T
() lim inf — i n; L 9(n6—{~ 2): 1,
1 1 1)
1 [ — 4 ety
M lim sup o logx n<Ex” 9(n6+ 2)2 1,
(8) lim inf ———— Y"1t sin2nzo=< 1
x=c0  P(X)logx =i = '
9) lim sup~—-1—- E it(rz)sir12.rzx6> 1
z=o00 = ¢ (X)log x =n =

{falls untere Summationsgrenzen nicht ausdriicklich angegeben wer-
den, sind sie stets Eins),

Wir haben uns mit &dhnlichen Fragestellungen (wenn auch
nicht im heutigen Umfang) bei der Chowlaschen Identitit

B! 131
} (.. i =0
{10) E P b(n) - ;:1 P d(n)sin2n

=
befasst, worin

(11

d(n) =1

din

ist; doch wollen wir lieber manches wiederholen, als unsere Ar-
beiten 2} voraussetzen, zumal wir an einigen Stellen mit wesentlich
einfacheren Hilfsmitteln auskommen.

Die folgenden Vereinbarungen mégen fiir die ganze vorliegen-
de Abhandlung gelten.

Wir bezeichnen unterschiedslos: mit 4 positive absolute Kon-
stanten; mit ¢ positive Konstanten, die nur von 6 abhingen diir-
fen; mit B und C komplexe Zahlen, fir die |B|= 4, |C|= c ist.

?) S. D. Chowla ,Some problems of diophantine approximation (I)* [Mathe-
matische Zeitschrift 33 (1931), S. 544—563]; A Walfisz ,Uber einige trigonometri-
sche Summen” [ebenda, S. 564—601].
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Bei allen x-Abschitzuagen wird stillschweigdend angenommen, dass
x > c ist.

Da q»(nﬁ-{—%) und sin27%0 in 6 die Periode Eins haben,

so darf durchweg

061

vorausgesetzt werden. Es sei dann

(12)

)

RIS
la1+‘a +
die Entwicklung von 0 in einen (gegebenenfalls endlichen) regel-
méssigen Kettenbruch;

(13) T T e

mogen die Niherungsbriiche bei der Darstellung (12) sein %), Ist
6 rational, so habe es die Form

(14) o=21 p=1 gz2 o=t
Fiir reelle # setzen wir schliesslich
(15) {2} = Min (R (1), 1 — R()

(die positiv genommene Entfernung von # zur nichst gelegenen
ganzen Zahl).

Die fetten Zahlen weisen auf Formeln hin, die an den be-
treffenden Stellen benutzt werden.

§ 1

Wir werden die Behauptungen I zunichst fir die Identitit
{10) beweisen und sodann den (sehr leichten) Ubergang zu (3) aus-
fithren.

Um anzudeuten, fiir welchen der drei Fille von I die folgen-
den Formeln gelten, hingen wir der Formelnummer hin und wie-
der die Zeiger 1, 2, 3 an. Im Falle 2) schliessen wir die rationa-

%) Fiir die im folgenden benutzten Eigenschaften der Kettenbriiche verwei-
sen wir auf das Buch von O, Perron ,Die Lehre von den Kettenbriichen” (Leip-
zig und Berlin 1913, zweite Auflage 1929),
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len 6 als Nullmenge aus; im Falle 3) sei § eine irrationale alge-
braische Zahl r-ten Grades (man beachte r =2). Fir beliebiges
a =0 setzen wir

(16) 5aln) =) ds.
an
Hilfssatz 1: \
Co
b (1 ) .
(171,2,3) L2 konvergiert.
2w
Beweis:
(18) 4 (n8) = ( ) ( )
n—‘ﬁ:od q) n =0 [mod gq) Z
1S
==7Zn =0 (14, 1),
(19,) Y e6)=Bq (8);
nx
(20, D bt =Clogx 4
== .
(21,) Z $(nh)= Cx ™logx 3.

T
I\
t

i

Hilfssatz 2: Fiir beliebiges 6 ist

dn) - 5q (1) h 3
22) ,é;—’rs n2nwd émﬂ sin27%0=Balog?x.
Beweis: Wegen

0=1—d*=alogd d=1. 2, 3,...).
16) und (11) ist die linke Seite von (22)

_ ZstﬂTGZ(I_d—a)—BaZ Zlogd

n<_x n<x din

=Ba Z d——(’z)]i‘)g " —Balog’x.

n<x

%) A, Khintchine ,Ein Satz iiber Kettenbriiche, mit arithmetischen Anwen-
dungen” [Mathematische Zeitschrift 18 (1923), S, 289—306], Satz. 2 mit e =1,

%) A. Ostrowski ,Bemerkungen zur Theorie der Diophantischen Approxima-
tionen* [Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Uni-
versitdt 1 (1922), S. 77—98], S. 81.
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Hilfssatz 3:

6 (1)
(23, Z t;z sin2nzb=5BqVx,
n-;x
Cq [fl) . . X B /
{242.3] 2781n2ﬂﬁ6=32 Min —”7' {/710} —|_— Vx.
lzéx méﬁ
Beweis:
a(ﬂ) . . sin2mumnl
sin2nwl= sin 20w 0 ) d4= ks ———  (16)
;;: g&;m ; mnsx me
1
= _ H o
Z e Z sin2mnmw
"l__é_ﬁ méni%
sin2mnnb sin2m?x 0
Ly ¥ ety e
n<yx n<m< le m<yx
1 ,
(25) = por; sin2nnmo
mSVE mng
sin2nmwmb
+ S2NTmY L gy
m<YFE et
= = =m
(26,) sin2ntm6=0 (14),
7=1 {mod q)
(27)) 2 sin2ntmb = B q, Z ﬂl&gaﬂf’fﬂ =Bg (26).
méné% *

Liuft n {iber eine Reihe aufeinanderfolgender ganzer Zahlen,
so ist fiir irrationales 0

Zsin2nﬁms=gzemmaz smfmﬂ { }

n

(1, 15);

ist also iiberdies 0<n§~%, so gilt

icm

Uber eine Riemannsche Identitét. 93

(28) sin2n®mb=2DB Min ( ___)
2 )
(292,3) Z sin2nambi=2AB Mm( ———}> (28),
ménéﬂ—:
(302,9) sin2nnm_6”_BM, x 1 -
2,3 Z — = in (m . {—”;6—}) {28).
msns o

(23) folgt aus (25) und (27); (24) aus (25), (29) und (30).

Hilfssatz 4 (A. Khintchine 9)): Es sei F(x) fir x =1 stetig
und positiv; x F (x) nehme bestindig ab; das Integral

<0

fF(x] dx

sei konvergent. Die Ungleichung

I hi _Fl(k
(31) - <
| j

besitzt dann hochstens eine endliche Anzahl von Losungen in gan-
zen h, k.

Aus Hilfssatz 4 folgt leicht der (lingst bekannte)
Hilfssatz 5:

(32) Ryp1= Chkylog®k, (n>1).
Beweis: Wir wenden Hilfssatz 4 mit
1
- =
Flx) xlog22x x=1)

an, (31) besagt dann, dass fiir jedes Paar ganzer Zahlen /, & mit >0

c
(33.) ‘6“7{}31321051212

6 A. Khintchine ,Einige Sitze iiber Kettenbriiche, mit Anwendungen auf
die Theorie der Diophantischen Approximationen” [Mathematische Annalen 92
(1924), S, 115--125], Satz IL
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ist. Andererseits gilt fiir die Niherungsbriiche (13) eines irrationa-
len 6 bekanntlich

1 | 1

| S B/ S P S
{34) 2 kn k/z—{-—l < ‘ kn [ kl‘l kn—H

Aus (33) mit k=~h,, k=Fk, und (34) folgt (32).
Hilfssatz 6 (H. Behnke °)): Fiir irrationales O ist

! Bl logh

{35) —{—n—z—o} (n=2),

m<kp,
Hilfssatz 7:

(36,) L Cxlogix,

{m o)

méx
Wir bestimmen n=n(x) durch
{37) kn_1 § X < k,, .
Aus (32), (35) und (37) folgt dann

> {;6}52 oy

o7 =B knlog kn=Clyilogt buey = Cxlog} x.
méx m<k,z{m }

Hilfssatz 8:

(8,) >

n<_x

Beweis:

%aln) sin2nrl =

1
pr C x* log® x,

IA

Beweis: (24), (36),

Hilfssatz 9 (H. Behnke )): Fiir irrationales 6 ist

1
(39) ";x{m—e—}=8xlogx (b = x < Bna).
k,;—ff:m
Hilfssatz 10 (Liouville %) ): Fitr ganze &,k mit 1 >0 ist
h c
“0,) |6—7 =L

") H. Behnke ,Zur Theorie der diophantischen Approximationen” [Abhand-
lungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitat 3 (1924),
S. 261318}, S. 289,

f a a 07,
*} Vgl z, B. Perron, a, a. O, %), 'S. 139 (I Aufl),

icm°
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Hilfssatz 11:

1
54 (1) . 1—
41y y Zsin2n=6=Cx 'logx.
Beweis:
1L i—L
{42) Z {716‘}:3)6 "logx (k,,gx ’<k,,+l) (39),
1
mgxl_r
kptm .
1
{43y) ot S ok, Bn=chay  =ex” (34, 40),
X X X 1
2 < * N 1
m Z 1/!aﬂb:k,, — b
mim T knbé“‘__’ =
ky im
(44,) = cEx—long cx Tlogx  (43)

(41) folgt aus (24), (42) und (44).
Hilfssatz 12:

{45)) Ei—gﬂsin2n:6= \ ;Z_Yi—]sinZnnB
n<lx n=1
o 1
-+ Balog®x 4 Bgx 2,
[=s]
{46,) Zfi—]—[zlz—)sinanB=Z%§lsin2nnﬁ
n<_x =1
- 1
+Balog*x-|- Cx Zlogdx,
jve]
{47,) Zd—l(ln—)sinZHﬂO:Zin’g—_’QsinZnﬁﬂ
n<_x n=1
a 1
+Balog®x—+ Cx 7 logx.
Beweis: Dass die in (45), (46), (47) rechts auftretende Reihe

konvergiert, folgt aus (23), (38), (41).
ergibt sich nidmlich

Durch partielle Summation

1
Ga(ll] . — -y
prE sin2nwd=Bgx 2,

n>x

(48))
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1
%a(n) =Cx 2log}
(49,) T sin2n70=Cx Zlog'x,
llz>‘x n
5, (1) P
(50,) Z —ita Sin 2nf=Cx ' logx,
n>x

Zugleich folgen (45), (46), (47) aus (22), (48), (49). (50).
Hilfssatz 13: Fiir beliebiges 0 ist

61 i?;z%—g):‘% "Z{;;(g)sinmzwo (2>0) 1),

n=1 n=1
Beweis: Wegen

sa(n) , . sin2n =8 - sin2mnx0
Z ,;1+a sin2nn6= ; - iFa Z a" = Z ikag,— (16)
X

n<_x dln mnx

n

. 1 sin2mnanl
=l X
n== mez

=

OO

sin2mznb 1
Y R = —xy(n0) 1

m=1

o
no B
und der Konvergenz von q)—n(;_’»_zl, braucht nur bei wachsendem x

n==1

1 sin2m=znfb
(52) D X 0
=< nz>—:

nachgewiesen zu werden.
Fiir rationale 6 ist die innere Summe von (52) nach (26}
gleich C%, also die. Behauptung klar. Fir irrationale 0 wihle

man zu vordegebenem £ >0 ein &=£(c) mit

Y <

n>g

w0 Fir a=1 \;gl. E. Landau .Konvergenzbeweis einer Lerchschen Reihe’
[Mémoires de la Sociéts Royale des Sciences de Bohéme, Classe des Sciences,
1919, 2 8],

1) Vgl z B, E. Landau wVorlesungen iiber Zahlentheorie" (Leipzig 1927).
Bd, II, S, 58--59, .
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und sodann ein X,= X, () > mit

1 1 .
?ZW(\E fiir xgxo.
=
Wegen
sin2mnanb ’ n
Z“"m = B8 Min (I'x{nﬁ}') E

m>v;
ist dann fiir x = x, die linke Seite von (52)
1 n 1
ZBZE*x{nB} -;_BZ nitea =3B-=.
= =t
Hilfssatz 14:

(1014,2,3)

sin2n=%8,
n=1 n=1

Beweis: Aus (17) folgt durch partielle Summation, dass fiir

<oy 5
jedes unserer 6 die Reihe %”Ta) gleichmissig in @ konvergiert.
n=1
Also ist
N SRS
(53 1,2,3) !,‘fﬂ’z"le?z:ZT'

n=1t n=t

64) 3 é%sinan6=~f:§¢[nﬁ)+qu—7 (53, 45, 51),

nx n=1

womit (10,) nachgewiesen ist. Ebenso folgen (10,) und (10,) aus
(53). (46), (51) und (53), (47), (51).

Hilfssatz 15: Fir n—1, 2, 3, ... ist
(85) t2m=2d(W)—d@2n, tEn—1)=—d@2n—1).
Beweis: Nach (2) und (11) ist .
a@ n)+t[2n]=2(l 4 (— 1)"):221:221=2d(ﬂ],

da2n 2d|2n din

ARrn—1)+¢tR2r—1)= A+ (—1)9)H= 1—1)=o0.
B diﬂ;-n ‘11'(2;1]
7, Acta — Arithmetica, I ﬁ'
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Hilfssatz 16: Fir reelle u ist

(56) oletg)=ren—2rm.

Beweis: Die drei Glieder von {56) haben nach (1) in # die
Periode Elns Man darf also 0=u#<{1 annehmen, Fﬁr =0,
0<ZL< WES 7 ———< 1< 1 lautet die Behauptung: —--— ; =
0—0, u+;~~é—~—2u——--—;~-— (u-—é) 0=0-- (;_; )

1
R .

Hilfssatz 17: Sind die Reihen rechterhand konvergent, so giit

(1) a(n) d(n) .
(57) sin2nwb= sin4nnf— Y ——sin2nxl,
; n ; ; n
d;(nﬁ—[— )
=3 - 2ne q)(["O
(58)
Beweis:
zt[ sin2nnb= z@sintinﬁﬁ—— Z—(——lngnv:O (55),
n<x

ng; =<

(””) oy e Zwe 86,

n<x

)

n<zx

Hilfssatz 18: Besteht W aus fast allen 0, so gibt es eine
Teilmenge W, gleicher Eigenschaft, die mit jedem 0 auch 20 enthalt,

, 0in M, Dann enthalt

M, fast alle 6 und M, =M M, hat die verlangten Eigenschaften.

- Beweis von I: Unsere Zahlklassen 1) und 3) haben offenbar
die Eigenschaft, dass sie mit jedem 0 auch 20 enthalten, Fiir die
Klasse 2), bei der (10,) richtig ist, darf das nach Hilfssatz 18 ange-
nommen werden. Die Behauptungen I folgen daher aus (10), (57)
und (58).

Beweis:

Es sei M, die Menge aller

icm
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§ 2.

In diesem Paragraphen ist 6 durchweg rational, von der Ge-
stalt (14).

Hilfssatz 19: Es seien p, q, py. q, natirliche Zahlen mit
P9 —qpl=1, ¢>q,=2. Dann gilt

& ¢ (.6) 1 '
(9 X =5, legq+Blogg, fir pg,—gp =1,
n=1
90 1
(60) ZIT=2—% logg+Blogg, fir pg,—qp,=—1.
Beweis: °) Wir setzen
(61) [i]:M.
9
1) Es sei pg,—qgp, =1.
9 4 494
o s,
) 7 R (n 7 e n<q) (1, 62),

o

(n% ist keine ganze Zahl,

XA
Pl ke

weil sonst ¢ in 7 aufgehen miisste)

1 n
BZ?E—_IO@I‘I—B (63)

{64) —logg+B.

¥) Wir benutzen hier (wie auch im néichsten Paragraphen, beim Beweise
von (6) und (7)) einen Gedankengang Ostrowskis: a, a. O, %), S. 78—79,
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1
21;3(;1&): %R(n&)+3 W 6
=" B i, S Man (14,
M1 gt
1, [ p - . b pj’) -5
n<ZMg, a=n =
Mtgmt g 12 __M_l q‘—l___!_,w-R (b Bl)-}—Blog.q
M—1 g—1 1 Dy e 1 y__l_ S Bl
- Lp b~)+B g, ag ) TBleq
;;atﬂ ( 0 ;;aqi aq 0
1 Mgl 7 EE g
1 1 pP1 B k. Blog g
=) a;R( q1)+ > Dt Blog

1 (g — g Bl
=5;(10gM+B)——2q1 +Blogg,
1 1
(65) = —2—10gM~-2 . log M-~ Blog q;.

1 n_1 1 1y Bl 64, 65)
<q7¢(n—q)_210g/w 5 g loEM—y logg+Blogg

1 1 1 ol

1 -1 N
=——§77:10gM+BIqu1_ quloqui_{ Bl°g‘11

(66) =—2ilogq+Blog 4.
d _
(67) R (nﬁ) =BY 4+B=B 19,14)
ngq n q sgq
(59) folgt aus (66) und (67).
2) Es sei pg—gp, =—1,
: p_p_ 1

(62) q9 4 9

icm
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(63) trifft im allgemeinen auch zu. FEine Ausnahme tritt dann
und nur dann ein, wenn #2=0 {mod ¢,) ist, in welchem Falle
(63

P n Pi n
Py " e Y B
R(Il q) + 9% 1+R(nq1)+qu1

Das Zusatzglied 1 in (63'), welches in (63) nicht vorkommt, ergibt

1 P\
fiir — (n ~f) eine Vermehrung um
Ztl

11 1_ 1
(68) ) 'n‘*ZZ T logg-+B (61).
nEO(mgdq,) "<g:

Es ist also

<0 (1) 1 1 '

2 n ——z—qllogq—)—zl—logq—;—Blogq] (59, 68)

1

{60) =2—qllogq+Blogq]-

Hilfssatz 20: JIst dberdies q, =4 gerade, so gilt

1
°°q)(ﬂ6+7) 1 2 )
(69) Zl w = 31089+ Blogg fir pg,—qp =1,
1
0 Y 2L ot Bloga, fur po—gp——1
a ; = gglogq+Blogg fur pg—qp=—1.
Beweis: (58), (59), (60) und

2
pql—qp1=2p-%-—qpl; 23:7}’1, @p 9=1.
Beweis von II: Es sei E das Intervall 0<C8< 1 der 6-Achse,
I ein beliebiges offenes Teilintervall Dann haben wir zu zeigen,
dass es in [ einen Wert 6 mit (14), (4) und einen anderen mit (14),
{5) gibt.

Zunichst einmal gibt es in / einen gekiirzten Bruch 6, = ‘%;L,
1


GUEST


102 S, Chowla und A, Wallisz.

¢, =4 gerade. Teilt manndmlich / in 3 Intervalle der Lénge [, von
denen das mittlere geschlossen, die beiden anderen offen sind, und

1
wihlt im mittleren ein-g mit ¢==3 (mod 4) und —q~<l, so hat einer

der beiden Briiche
_p_ptl
g+1" g+1

wenn man ihn als gekiirzten Bruch %— schreibt, die verlangte Ei-
1

genschaft; nimlich fiir ungerades p der erste, fiir gerades der

zweite. Ein solches L halten wir fest.

Es iibertreffe A die absoluten Werte der beiden in (69) und
(70) auftretenden B. Es sei Q so gross, dass

N

(11) ig

1
=¢(g), Alog qlimlogq (7= Q).

1) Wir betrachten zunichst die unendlich vielen in / gelege-
nen 6 mit (14) und (62), Unter ihnen gibt es eins mit ¢= Q. Fiir
dieses ist (4) nach (69) und (71) erfilit.

2) Sodann nehmen wir alle in / gelegenen 0 mit (14) und (62).
Unter ihnen kommt eins mit ¢ = Q vor und fiir dieses ist (5) nach
(70), (71) erfiillt.

§ 3.

In diesem Paragraphen ist 6 eine irrationale Zahl von der
Gestalt (12), mit den Niherungsbriichen (13).

Hilfssatz 21: Fiir gerades k, ist

o)
(12 Y ——— L= 55 1ogkuti-+Bloghs (n gerade),
L n
s
(73) ——= +Blogk, (n ungerade).

r<lkpty

icm

Uber eine Riemannsche Identitit. 103
Beweis: Wir setzen
(74) [ii‘] =M.
ka

1} Es sei n gerade.

(r<lknydd (1, 75),

- R Y PR 1 1
~,<Z,1 r R(f En T 2 )"’—B 2 knk”+l'—'710gkn+l+8[76)

—-;—log Eupi - B.

+3)+8 L g

M F ML,
1 1

M—1%p—1

=3 Y R (ke + 0 g5 + Brogh,

e=1 b=

M1 Rp—1

_Zzak 5 ( h+ )—}—Blogk

M—1kp—1 M—1 Bp—1

E;;‘I_IER(b h"+ )+BZ Z(ak ak,,ﬂ,—b) -+ Blog k

1 llknl
k,,Za ZR(bﬁ _')
=1 b=0

M—1Rp—1

Z Za2k3+31°gk
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=ki(1ogM By V= Uk: o posn,

1 1 .
(78) =—2—10gM——2—ElogM+Blogk,, .
1 1
PR
r<lkpii

1

1 1
=5 logM—3-log M—-log kups+Bloghs (71, 78)

= g logM—y-log M— 3 log M.+ Blogh, (74

1 1
="“m10gM+Blog k,;:"—z‘kzlongn—{—Blogku

(12) =—é—§e—logkﬂ+1+310g ko (74),

2) Es sei n ungerade,

1

75’ —
( ) kll ku+1

R
0 —g-<o.

(76) trifft im allgemeinen auch zu. FEine Ausnahme tritt dann und

hy
nur dann ein, wenn l‘k_—}—% ganz, d. h. 7 ein ungerades Vielfa-

ches von -];—” ist, in welchem Falle

(76’) R(fﬁ—l—-;)ml—{- f‘i’. kfz-i—l

Das Zusatzglied 1 in (76), das in (76) nicht vorkommt, ergibt fiir
1 .
Z ;4’(f6 +%> eine Vermehrung um

r<lkni1

icm

Uber eine Riemannsche Identitit. 105
i 2 1 21
X B TR L ik letMtE
ky u 2y
-5 ll<kn+1 2 u< Z
u ungerade u ungergde
{79) = ,—;— log buss B (74).
Es ist also
1 1 1 1
Z =9 (r8 45 )=—_—log krs -+ ——log kny1-- Blogk, (72, 79)
r 2 2k, ky
Lh <kn+l
(73) = é%mg Fnis - Blog kn.

Einfihrung von M,. Beweis von (6) und (7): / und und 6, mégen
dieselbe Bedeutung wie beim Beweise von II haben. Wir erginzen

_ 1,1 _fn
(80) 61_1471'}](19“}_ +| Z,
irgendwie so zu einer in / liegenden irrationalen Zahl
1], 1] 1]
0=— PR e -+
(81) }al "l'" +‘am+|am—j—1 T

dass erstens alle auf a, folgenden Kettenbruchnenner ungerade
sind; zweitens

1
4k, =

ist, wobei A die absoluten Werte der beiden in (72) und (73) aui-
tretenden B iibertrifft und drittens die Ungleichungen (100) gelten
(die wir aber erst beim Beweise von (8) und (9) benutzen werden).
Dann ist

1 1
> Fefrog)
r<lkpyy

=—¢(kn1)log knys fiir n gerade,

PR

r<lkpiy
= ¢ (knr1) log Ruyy fiir 7 ungerade, k, gerade, n™>m (73, 82),

82) DS ot bats (1>7)

k. gerade, n>m (72, 82),
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Wir haben jetzt nur noch zu zeigen, dass %, gerade ist so- 5 1 R B
wohl fiir unendlich viele gerade, wie auch fiir unendlich viele un- = - (log T —}—-—d)—l—Bq
gerade #, Das sieht man aber sofort aus folgendem Schema, g VR 7 7
in welchem g eine gerade, & eine ungerade Zahl bedeutet: =1
[ﬂ—-ﬂz:—*O 1.2 3 456 78 9... :_s_z %‘10g§_%2 10§a+3q
(83) an = u wuwuwuuwuwuunu.,,. aVR acVR
=7 =7
lkn =g u u g uu g uaug.,
= —log—1{lo T *10“"— Bgq
Hilfssatz 22: Es sei q qu g _I_ T g2 ¢ q +

— 1 R 1 R
(84) p und g ganz, g>1, (p,g)=1; =1 n+—logq —thlogg‘—qz‘Jf“Bq
. 1
(85) y=o-+tri,cundreel 0<o =, (=g
7 " 1 gi_]_ﬁlog R B
quog P q 7 T bq

2pmi (o)
(86) z=e 7 fls)= Z g Sir |s| <1,
= =——(10gR 2log 9)* + L (log R—2log q)+Byg

Dann ist, wenn log y den Hauptzweig bedeutet,

=L g Ry 2lr—logd) B
o) U E) =+ logy|3 (ogs) + By 2q b R e R By
Beweis: Im folgenden bedeute 7 die Eulersche Konstante, (89) = 1 Z logm 7*102 q) Z 1 1 Bg.
m
m=1
27, 2abpri
aw), — 1 )
(88) DR)= —e ! = e 7 2T o 2pm_
2 P fa=rle? )= ST (1) S o
r=1 r=1
- Y 1 _b_eygﬂ* 1 o (84— 86, 88)
“=VR @ a< b B /R at _—(1— -y -1y logm
== 7 ( e );e 2w
1 2ett 1 2abymt
=2 2 7e "+ z et 4B 2 (1—logq) oY 1
e @ L :mz‘/’* KZK 5 IR (1 ); Zl = +ch; (89, 85)
1gq 1
=B Za T2 7a 5 -+B 84 =t log m It
u%‘aR “a azﬁ qa!]a‘(}bi»}g b + ( ] =— )Z Zm
=g = "=gq =
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+2_(_7—"_1°g_ql(1 e y)i ! ie LBy (85)
m==1 m r=m

-~y

< <0
) logm —m | 2(r—logq) ) im o g
m=1

m=1 m q

_ 1 Nvlogm —my | 2(—log q)
(90)--7;1 ot T g

a--b=m at-b=m
2 m—1 1 2 m 1
(91] = —”—l* a —E—:? i a PP =——10gﬂl+————
logm 1 1 i
©2) NN e -
o0 [ee) 00
1 logm —my 1 —my 1 v 1
_— I = = e e e @
q ;1 m 2qm2=1 a+b=mab q le n
o0
1 1 -m\* v 1
= — —e .__l
21] ( mZ=1 m ) q og 1 —Y +
=Lt T !
(93) —-2qlog 5 g log e B,
1 1—2log g 1
z _—1 2
f(2) og e_y—]— 7 log p— ~+Bg
0 =pop+ 20 100 Ly gy (e

q

Nimmt man in (94) den Imaginirteil, so folgt (87).
Hilfssatz 23: Ist iiberdies q~>2 gerade und

ti’] fir |s| <1,

(95) g5 =

r=1

1
[ B

11 a—{—b 1 R
X = Cas Tn“a_bxm(ﬁ 5

(90, 93)

icm

-~ (103)

Uber eine Riemannsche Identitat. 109

so gilt
96) (g 2= log]5|3 (og 1) + Ba.
Beweis: Wegen 2|<"1 ist nach (55), (86), (95)
(97) glR)=f(—f(2)
Wendet man (84) — (87) mit p,%. 2y, 20, 2%, 2° stattp, q, .

o, f, z an, so ergibt sich

() =—olog 25/ 3 l0g23)+ By

(98) ==% log |y 3 (log y) + Bg.

(96) folgt aus (97), (98), (87). _
Beweis von (8) und (8): Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit diirfen wir annehmen, dass

(99) P@=1 70 =1 fir x=2

ist. i moge dieselbe Bedeutung wie beim Beweise von (6) und (7)
haben. Die Ungleichungen (82) brauchen wir jetzt nicht, wohl
aber die zugleich geltenden

(100) (n>m).

1
=Ty R = IOg kﬂ—Hv ¢ []/ kn+1] = k—na
n sei bis auf Weiteres eine beliebige ganze Zahl mit
(101) n>m, n—m

=0 (mod 3), also 2,=0 (mod 2) (83).

Wir setzen

(102) (—1)"(6—“—)—16_ P sodass < on<l1 (34)

Tk, k
1 : by
=IZ”, =kﬂ‘ =Gy =, T=1Ty=——2F% [/ P——C
’p q a=g s Te==1 ( kn)

2hymi
i i —n
Y=Yn=0p—tpi, 2=2,=¢ ,
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5 ¢(r)
(104) D, (13):21 “sin2ro,

Die durch (103) festgelegten p, ¢, o, %, ¥, 2 erfiillen die Bedin-
gungen (84) —(86), denn es ist

1 .
0<6n=7¢;;~§k el <5 = o (100),

und alle {ibrigen Beziehungen sind offenbar erfiillt. Wegen (101)
darf daher (96) mit den Werten (103) angewandt werden:

{105) Ig(z))= IOQ [y I (log y) - B k.

Hierin ist

cO __r
SN =) 1 sin2rnoc (95, 109
r=1

S S -
(106) =(1——e kn+1)201 (e i (104);

r==1
— 1 By =1 (1B
se= (1) =g ()
B
107) log |ys] = —log knys -+ o

x ]lll

I (log ya) ==arctg (- 2% ( 6 — 77) kn+1)
"

(108) = (1) arctg o () £ 2 T O + %K

(_1)u( {—e k/l-{—)ZD e /nH

_«2 T WOy log kn-]-l
= T

+B L8 gy, (105-108)

2T 0, log Ry k
—Zrtnogtin | ploghus 1o
' i n

Uber eine Riemannsche Identitit. 111

109) = (s — 1Ltk = 1°g"""“ fir n>m4 A (102),

Il

je.e]

o) (—1rYD (e P ﬁ’i»‘ﬁﬁﬁi fiir > m - A (109).

Wir nehmen jetzt an, dass fiir alle hinreichend grossen 7,
etwa fiir 7 =7, >1, eine der beiden Unglexchungen

{111) D, (r)<w(r)logr oder D,(r)>—o(r)logr

erfiillt ist; je nachdem dies fiir die erste oder fiir die zweite Un-
gleichung (111) der Fall ist, setzen wir e=1 oder ¢ =-1, Je-
denfalls ist dann

r

(112) eiDltrle_mgsz () + Y o()logre i

r=t r<lr, r>rg

Wir wihlen ein 17, >m mit

113) N D, (1) = ) kailoghaps, VEna >, fir =1,
e

r<lry

Aus (112), (113}, (99) und (100) folgt fiir n=n,

T

co T —T
cZD, (e * = VEops log Brvs + Z o(logre *mtt

r=1 < r <Vppy

-+ Z tp[f)logr;m

=

=V Euga log kuss -+ 2 (2) Vngs log bups - @ (Vnrs) Z log re e
r=2
=2 VEn1log Byt~ A9 (VEnp1) kag1log kg

Bny1log Rupt
PR,

n

{114) = A ¢ (VEni1) Brralogbrpi = A
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Aus (101), (110) und (114) folgt fir n=n, =#n,, #==m (mod 3)
und 7=0 (mod 2) fiir c=1, n=1 (mod 2) fir e=—1,

n+1 log kn—l—-l < A kll—H IOg k"‘H
ky® ’

Da dies unméglich ist, kann keine der Ungleichungen (111) fiir alle
hinreichend grossen r erfiillt sein. Wegen (104) sind damit (8)

und (9} bewiesen.

(Eingegangen am 6. Juli 1934.)

icm

Note on Dirichlet’s I-functions.
By
S. Chowla (Waltair, India).

Let X
Li)=Lls) =Y zlmns  (s>0)

n=t
where 7(7) is a real non principal character mod %;

S (x) _—“Z 1), Smix)= v Sm‘ (n) (m=2).

" x
Let m=m (7} be the least positive integer [1i any) such that

Sn(¥)=0 (x=1).
If m exists, then

(1) L(s)>0 {s>0.7
For Sn(1)=1, Sn(n)=0(n=2,3,...). whence

(s>0) Lis)= Z/ n)n—f———ZS (m{n—s— ]—3}

n=1

Q

S W {r—s—2(4+ 1)+ @nt+2)) =

2 ZS'” (n)Z( 1) T*“ (n+1

1) By a theorem of Hecke, a proof of (1) yields important consequences on
the magnitude of the class-number of binary quadratic forms of a given negative
discriminant, See E. Landau ,Uber die Klassenzahl imaginir-quadratischer Zahl-
korper* [Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géottingen,
Mathematisch-physikalische Klasse, 1918, p, 285--295], p. 287

8, Acta— Arithmetica, L
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