Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen

Ellipsoiden. Fiinfte Abhandlung.
) ‘ Von ‘ :
Arnold Walfisz (Radosé).

Es sei
"
(1) Q= Z Qgn Mg Ay (@gn == apy rational)
g =1
eine positiv definite quadratische Form der Determinante D, Fiir x>0
stellt dann
@) Al =Aqle)= D 1
1:£Q=r

die Anzahl aller Gitterpunkte == (0,0, 0, 0) im abgeschlossenen Ellipsoid
Q=x dar?). Dieser Ausdruck wird durch das Ellipsoidvolumen

™ e

2yD
angenihert. Ich setze zur Abkiirzung
3 P (x) =Po(x) = A (x) ——,’niy 2,
(3) () =Pqlx) (%) 7V %

In der vierten gleichnamigen Abhandlung?) habe ich P (x) nach

Y) Ich schliesse auch diesmal, weil es bequem ist, den Nullpunkt aus,

?) Mathematische Zeitschrift 35 (1932), S, 212.229; im folgenden kurz Erv ge-
nannt.
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oben abgeschétzt und

X log x
. Plx) =0 -~ 22"
@ < (log logx)
erhalten,
Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit besteht in dem
Nachweis von
x 5
o fl’?(u]du=xx3+0(x2 log2x) ,

0

wo #==%q eine positive Konstante ist. Hierbei diirfen die Koeffizienten
agr als ganzzahlig angenommen werden, weil man dies durch einen ein-
fachen Ubergang erreichen kann,

Wie schon beim Beweise von (4), stiitze ich mich auf Heckesche
Sitze tiber den Zusammenhang der quadratischen Formen (1) mit ge-
wissen Modulformen 3,

Es sei NV eine, zunichst beliebige, natiirliche Zahl, Ich fithre die
Teilerfunktionen

(5) Sxi0BN= Y m
mn=x
mEm,ﬂEﬁ(mudM
ein (falls die unteren Summationsgrenzen nicht ausdriicklich angegeben
werden, sind sie stets Eins). FEine elementare Abschitzung ergibt (der
folgende Hilfssatz 1 leistet wesentlich mehr)

[ee]
1 .01
© Steionp, Ny =0 ; ~+0log 5.
n == B (mod N}

t bezeichne eine komplexe Verinderliche mit positivem Imaginér-
teil (die aber keiner weiteren Beschrinkung unterliegt).

&9 Zrine

M Fl)= cre

n=1

%) E, Hecke ,Theorie der Eisensteinschen Reihen hoherer Stufe und ihre Anwen-
dung auf Funktionentheorie und Arithmetik” [Abhandlungen aus dem Maikematischen
Seminar der Hamburgischen Universitit 5 (1927), S.199-224], Genauere Angaben iiber
die aus dieser Arbeit benbtigten Stellen findet man in der Einleitung urd § 1 von Erv
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2nirt .
sei die Potenzreihenentwicklung nach ¢ " einer beliebigen ganzen Mo-
dulform F(s) der Dimension —2 und der Stufe N, die in allen rationa-

len Spitzen ihres Fundamentalbereiches verschwindet.

®) C=

Nzl

bedeute die zugehérige Koeffizientensumme,
Nach Hecke gibt es zu jedem Q ein N=N(Q), eine geeignete li-

neare Verbindung

N

©) Lix=Lo()= Y /(.8 S (%5 N)

a. =1

der Funktionen (5) und eine geeignete Modulform F(r)=Fj (z), so dass

(10) Ay =L(Nx)+C(NxX)
ist. Setzt man
(0]
— S (g b 1

a1 P59, 8.N) =S (35,8, N)— —o* > -

” n==p (mod N)
(12) Hw=Ho(x) =Y f(B) T(xwapN),

ay B=1

so folgt aus (10), (3}, (9), (6), C (x) =0 (x?) (Hecke, L c. *}} und P (x) ==0{r’)
{13) P(x) =H(Nx) + C(Nx),

und somit

fpa(u)du=fm(1vu)du-{-sz(Nu) C(NWdu +fC‘~’[Nu)du
[} 0 0

[]
Nz Nx N,.v
(14) =Al/fH3(u)du+%fH(u]C(u)du—{—}!\—/jcz W du.
0 0 0

Es sind also die drei Glieder von (14) abzuschitzen, Fiir das
dritte habe ieh

. .
f |Cw)?du=0x? 4 O [x log? x) ,
0

icm
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mit geeignetem ¢ =¢ [F)>0 bei eciner beheblgen Modulform (7) erhal-
ten?), also reichlich
X

(15) f C? () du= 0 (x%)

0
Das erste Glied von (14) fithrt mittels (12) auf die Integrale

16 V=V (xal.rn.a).raz. ~frtua1 B N) T (9,8, N)da,

die ich mit einem bei verwandten Teilerproblemen benutzter Verfahren
behandle®). In § 1 fiihre ich dies durch und bekomme, unter der
Annahme 12”-1. [31- Oy, @21 = N

M ’V(x)={3jvz (N“;) (ﬁm )—H} x3+0(x log %),

wobei
A=X(og, By, o, By; V)
17 1 23
1 w1 oW = 1 (2
— 1 1 o B
_m; a? VZ,_‘_; v, 2 v,? »;P-Z cosl N (o v “sz)}
ist, Vi d(vﬁvpi‘_"z d == B, (mod N) .

Das zweite Integral von (14) fithrt mittels (12) auf die Funktionen

U(x}zU(x;a,p,F)=—fT(u;a,[a,NJC(u)du
(18)
=—fT[u;a,[3,]\f)C(u] du,
0

die in § 2 abgeschétzt werden., Es ergibt sich
5

(m) U =0(x" log'x)

%) wUber die Koeffizientensummen einiger Modulformen® [Mathematische Anna-
len 108 (1933), S. 75-90; im folgenden kurz M genannt,

% .Teilerprobleme, Zweite Abhandlung.” [Mathematische Zeitschrift 34 (1931)
S. 448-472]; im folgenden kurz Ty genannt.
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() mit === 0 folgt aus (14), (12), (16), (17). (.18), (Im), (III]- und (15),
Es bleibt noch der Nachweis, dass stets x>0 sein muss. Dies erledi-
ge ich in'§ 3, indem ich an eine in der dritten gleichnamigen Abhand.
Jung®) mit ganz anderen Hilfsmitteln bewiesene Formel ankniipfe,

Im gleichen § 3 spezialisiere ich (II) auf die Teilerfunktionen

(19) S =S 1,1,1)= me
: 2
(20) T=Tlxi 1,1,1) =S — =

desgl, auf die einfachste quaternire Form:
21) Qo =n?+ n? + n2 4+ n?,

mit dem zugehorigen Gitterrest Py(x). Es ergeben sich so die schon in
Ty (dortige Formeln () und (II)) bewiesenen Abschitzungen

x 5

36457 z
2 T e Olx 1 X1,
av) f T2 (1) du et (%7 10g )
0
x s
2 , .3 2
) ng(u)du=—57r x4 0(x? log x).
[
In § 4 betrachte ich, als Vorbereitung auf den § 5, die Integrale
22) m;q:fmm Twdu (v=0,1,2,3,4,5)
0
und bekomme
5
2, (5+43v)w T
V.()= | —F+——"""|x*+0 log x|.
vI) @) (12+ = )x | (x og )

Hierin ist neben (IV) der in 77 behandelte Fall v=2:

s
(23) fT(4u)T(u)du=1ﬁ‘—i%WxS+O(leog x)

0

) Mathematische Zeitschrift 27 (1927), S. 245-268; im folgenden kurz Ein ge-
nannt,

icm°
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(vgl. Tu Formel (152)) enthalten. Dar Beweis von (V) ist denen von
(IV) und (23) in 7z, sowie dem wvon () in der vorliegenden Arbeit,
weitgehend &hnlich, so dass ich mich wesentlich kiirzer fassen kann.

In § 5 betrachte ich noch drei weitere quaternire Formen, nidmlich
o) Q=m?tnmtt2np42n2, 0
(25) » Qe =n?+2n2 4+ 282 4 452,
(26) Qy = n? 4 2 ‘+‘ 4n? 4 8n?
und erhalte fiir die zugehérigen Gitterreste P, (1), P, (%), Py (x)
x ‘ 5 i
VI [Prwan="04 0(x" 1og x).
0
z . i
(VI fpg(u) du=" 4 oles log x).
¢ 24
‘ X, 2 ( 3 )
(IX) ng(u}du=—9—6xa+ O'\x zlogzx .

0

Die Beweise von (VII), (VIII) und (IX) verlaufen ihnlich wie der
von (V) in Ty, Dort hatte ich (V] auf (IV) und (23) zuriickgefihrt, hier
benutze ich gleicherweise die Abschitzungen (VI). Ich habe nichteinmal
versucht, von (I) Gebrauch zu machen, denn die Zerlegung (9) (oder (12))
liefert hier recht viele Glieder, und in allen ist der Ausdruck (17) fiir A

recht unangenehm, wihrend die Rechnungen beim Gebrauch von (V) ganz
ertriglich werden,

In den Restgliedern von (V), (VI) und (VII) tritt nor log x auf,
weil sich das zugehérige P auf reine Teilerfunktionen zuriickfihren
lésst, d. h. das C in (13) identisch verschwindet. Bei Q, ist das nicht
mehr der Fall,

Folgende Festsetzungen mégen fir die ganze vorliegende Arbeit
gelten: Mit B bezeichne ich unterschiedslos Zahlen, die von allem Mégli-
chen abhéngen diirfen, absolut genommen jedoch unterhalb numerischer
Schranken liegen (§§ 4 — 5) oder unterhalb von Schranken, die von N
(§ 1), F (§ 2), Q (§ 3) abhéngen diirfen.
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e und B sind ganze Zahlen, die den Ungleichungen
(27) 1SesSN, 1S8SN

geniigen; ebenso auch oy, £, o3, Bs.

Der Strich bei Summen, die iiber m oder # oder m und 7 laufen,
heisst; es sei {iberdies m==a, n=§ (mod V). Die Formeln (5) und (11)
lauten z, B. in dieser Sechreibweise:

6 S(ria, 8, N)= . m,
) T 5, 8, M=Stei e, 5, M) —ho 37 L

n=1

Summen wie
4

n<m=x

laufen bald iber 7 und 7, bald nur @ber m. Jedesmal ergibt sich aber
sofort aus dem Zusammenhang, was gemeint ist,

Die nicht kleinere der beiden Zahlen # und v heisse Max (z; v),
die nicht gréssere Min (z; 7); dagegen bedeutet (2, v) den grdssten
gemeinsamen Teiler der beiden ganzen Zahlen # und v,

Es sei stets

(28) @(u)=u—[u1—%.

Die fetten Zahlen geben Nummern von Formeln an, die an den
betreffenden Stellen benutzt werden, sind also als Hinweise zu verstehen,

Weitere Bezeichnungen werden noch eingefiihrt, sie gelten meistens
nur fiir den jeweiligen Paragraphen,

§1.
Hilfssatzl:

o e s == s T (211

b

Beweis:

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V,

Stx; «, B, N’=m§;xm+n<2m§xm+m;;m )
mnzx mn=x muasx
(30) =51+Sz+53-
(31) Si= Y m= > ’
) ’”,fz_; m%/; mm;é; (30).
D= Z 1= >
m<n'—i-'i~ m<lv N—Hﬁifl— 1;-5<v§(»’%— 5)7;—

SRR

m N N
’ V;x—_ -l._ 14 1
Si_m<,/;'m(m m) N m<ZV;m¢{(__p)ﬁ}
4 . m—ﬁ
+m<Z;/Fm ) (_17) (31, 32)
=1 S ey S (% _ L
©3) N KZV o= ;1/— e l( B) vl

( )mg;x m [28);

m

2 )=

m<y .

D e—mt)=

msy y

e 157

= [‘f“ Jdu+x+B
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"Fro—a d -[-B-«zﬁ”_“—w(v_“)——’a\mv
=2][N]Wv+x —I{N N2
-+x+B (28)
Vi Vi
(34) =—f qﬂdw-(. +1)fmw+x—zf q»(”;“)‘fua:wrs.

1

) vdv=2~RB ]/x (28, II Mittelwertsatz).

(36)

o
= otz
Z;’ x—m 2)~~——x —1— ( %)x—l—By/? (34, 35).

m l/; 'l/;
Z’ me= Z’ du=fdu Z’ 1=f dll(ﬁ_——u—l—B)
nyfz  m<Vz 5 smm<yy g N

‘ 1 =
= Byx.
37 N + By

3

N X o_g\ vy 2 o
B8 8= m;/;mq’{(m B)Nf+3N3x.Z

+{1_%+¢(%-@—)}§%}+B]/§ (33, 36, 37).

’ ’
) S VD YD Y
n<m=x
st <y n<lm = _wT;
- .
m 7
4 4 4
m= f du== | du Z 1
n<m§i n<m g—’-‘- 0 0 Max (n; u)}<m= X

n n n

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V.

f{u——«m—nm ]

X

o Vdue (o[£ _ )2y
Max(n,u]ldu qu\(/z >N}

\
Idu

¢{(Max (r; u]—a)}lv}du

x

A (EV_xgx Ny 1 ] .
40) _N(n) nq){(n )NJ NfMax[n,u]du
0

+
o%: I=

1y
deu

._l_
o%:h

o { (Max ;1) — a)

X X

41) (n<i) fMax (my w)du = fndu—{—fudu::i(fw}-tﬁ).
n . . J 2 \n?

(n<—— ne= (3[mod1v)>f7q){(max (n; u)-—a)—}\l?}du

X
n

et [oem i etn e
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_|_¢(§:_°_‘)n+3 © (39-42),

N
i 3 e T
n>yx n* n>;/x u 1/x</z =)
> ‘f_d_ u—-ﬁl L=
- N u®
Vo

__2 ‘/5_:_9) _Vxy 1 (E%: @) du
—er—[_{q)( N N/ x 21/,[4’ N | ou
Vx—p\ 1 = |
1 X — 2
— - . B 28
(44) N@H( N) +Bx (28)
2! =Z’ 1_2’1=[£{:~@]—|—1—~Z, 1
Mo s ey ey N Py
_Vx—f fVx—f 1 V¥
(#5) N q»( N )+2 n%/}‘l.
— ZI n= Z’ (x—n)—x Z' 1
a<y'x n<<yx a<<y/x%
3 3
2 2 (1 B Ve Lz (B (’x“‘@) 1
YA +(z N)x+B - l"11\/_” 2
+x )1 '(Bé mit B statt 2, 45)
(46) L +¢( )x—{—x 3 14-8Vx.
P-4

\x
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’ 1 —
1) Z = x--BVx (37 mit B statt a),
n<yx

Sotx Y _l,yl(_x.__g) Ll e Nv 1 eyt

wyr n NI 2N& 2 2N, S w?
x2 I | 1 Z/ N ﬁ — ’ —

_— e -4 (—«—~) Z n-+BVx (39, 43)
2 N,1>}/Y n 2 Nn<]/§" N n<<yx
3 3
xz r 1 X 2

— Z S (K?ﬂ:,:e)j_ x ? (V}?— a) x

+2—N,,~;c 1+¢(5LN”')§3‘N+ BYx (44, 46, 47)

3

(48) =2 x +¢(B_°‘

.
3N )21\/ *

s}

+
(man beachte, dass

X2 71 X
—_— — 1=0
TR Rrs DN
ist).

Fiir « # 8 ist S, =0 (30). Fir o==f ist

S—= 2 m=--x-|-3vx (30, 37),
m=y 5 2N
Stets is also

o sl

(29) folgt aus (30), (38), (48), (49), (11) und (28).

In der Folge sei bis zum Schluss dieser Arbeit x==2, Der Strich
bei Summen, die tber my, n,, m,, 1, laufen, bedeutet: iiberdies sei
m==soy, n,=8, my==oy, ny==8, (mod N).

Hilfssatz 2: Mit

E?AT?) }5’;_\/ +Byx (28 2.

(50) ry = Max (% n,%),  ry= Max(m% n,2),

ry== Max (m,% n,%), ry= Max (m,% m,?
16 Acta Arithmetica, 1.2,
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ist

”1 ~1 aiz,_l ))(;3
G1 V= 3N2( 2)(N 2

R L Ko

x

T 2 ool

1

Com [ g\ 1) l(zg, 1,
+mg,m§1/? ny . l”)l(mz p2>NI¢1 ny UI)NI “

R
Beweis: ’
V(x)= fx(u ay, By, NYT (w50, By, NYdu--B (16)
-l 2t
R (P o IR P Y
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o o el o 5 L)
Bfu Z mlq»I(u—B) du-i—Bfu Z my (_"_2).]\1/}01”

my=Vu

—i—Bf 2<1I'|-Zl Z

1 Ve

=,_1 (a'i._.._l (au.._ 1 x3
3N2AN  2/\N 2

R K G R P

e (e M

+ Z m-u ) du (29)

b 2 el e

£ Z e ol el
#8302 [l o 3 ][ 2o
o T ufolliole
+Bm2x;}wa%mw5wwwxime)
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und hierin sind die 4 letzten Summen, wenn iiber geeignete Strecken
integriert wird,

PR P
B nxg/'x uf (”1 a1)NI !

Hilissatz 4

x

S e R P 1

ny = yx Ny gy 7y Hy
1 0 ] 1 ’ 1 k 1 i 2% x
B 1 fq:{(«———r@) Ly lim L ,,,,,< e 1270 s L 1{ .
ﬂaézl/.; ny ny NI ,lirflj 2 =¥n, n,Z:; ’x ny My \p, ;‘ b1 b, cos lN(Jl bl %2 b2) J wdu
,nﬂ:h n, Iy
u 1 3 x
~+Bx Z n,y fq) {(»—-——Bl)v}du\ L 1 Jz‘vll b 2z
mo=vVx m N ! 1= c g—*—*—.b—-—bu]
v ' . .{;1),;1117 b, f1 l N (nl 112) N(al 1 ‘]Idu
s My
+ Bx 2 My f (”—l;——ﬁg)ﬁl}d'll s }
m,&]/'c * fll" COS{ "(—I'{“"g)_g“t(%bj“'_agbz]ldu) .
b, pa=1 blb ny 7y [
—Bx fwmm 1Bx ), fqa(u]du |
nEVE mEVE Beweis: Mit u,=r,, zlgzx,g(u):utp{(f——%)}\%}v h(g) =
. 1
+Bx Z my? 4>[u)du‘; +Bx Z mg“;fv{)(u]dzt =u¢J A\ 1)
m=Vx | = ! l "y ) NJ,
— ;_ Mittel Sk[ll]:——l{ . 1 sin { 270, (—Z—IMU- |
=Bx log x (28, II Mittelwertsatz), = = b, N \m )y
wie es sich gehort. S u Z” 1 { 256, ( ) )1
(W)= — — = X
Hilfssatz 3: Sind in dem Intervall u, =u=u, die quadratisch in- % 5= by N \n ? I

tegrierbaren Funktionen g (1), k (4), Sk (1), £r(u) (k=2 1) gegeben, liir die bei

wachsendem k sind die Bedingungen von Hilfssatz 3 erfiillt. Daher liefert- (52) fiir die

linke Seite von (53)

o,

sEwydu , f 2 wdu beschrinki, . % ¥ T
fk * lim i Z 1 wl fﬂz sin{2'l71 (—l—l—al)}

iy y

k=00 &% nym SYE 1y By 3Bt b N n
Y u,, . v
uy U, l N ’12 I
so ist Das ist aber der rechten Seite von (53) gleich.
y Hilfssatz 5:
(52) fg (u)h(u]du:lilim fsk @t () du . ilfssatz
=00

X
P b "oomy [ U 1 u 1
Das ist Hilfssatz 10 von Ty m,,,,,zé—,/; ny . m, YN 7y *IN
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5t )]
i " om |
=lim — ——1( —— cos‘——v((ﬁa — ayby) fudu
k=co 202 o po= /¥ My St a, b, | N ' |
y Hg== Ug 1 2
2%y [a b, 27 ]
~ —— lu [27u (a5 _ 2% ay—o, b))\ du
=1 a b 608 [ N (m, nz) N (P N ][
— llcosI (”‘*’i‘éﬁ")“‘“(ﬁx%‘l“” b)l )
a0 by=1 al ¢ l Ty ’

Beweis: Mit w,=r, u,=x, gl)=yu {(”——»—[Bl)xlf—}, h{u) =
7

1

s —— L2y L in 255 (2 —p) ),

T o=t al 1 j
tk(u)=_@2k o) 270 (u
T 5=y b [ N \n, :

sind die Bedingungen von Hilfssatz 3 erfiillt,
linke Seite von (54)

k x
. 1 " oon d
im = > T Y W.Lfmin ELLY N
k=co m? g o= yF My anbi=t 4 b, N \my

T

% sin] 2’){%(,?_“2)} du,

2

Daher liefert (52) fiir die

was der rechten Seite von (54) gleich ist.
Hiltssatz 6:

o Zme [ e

2

du

|
J

18y
a, my=a,m,

k x
(Z,,;:l ;‘L‘ COS{%\; (@1“1‘”@2’12)}[‘1”

icm
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k x
1 [2ml(al az) 2% . ]d
E — 8 u
+ ol m=1a,d, fcosl N \m, m, (B g = )l

aymy == ay my s

k x

Z 1 [27u (g a5\ an e } ‘
— . ) — == (BB Y du ).
o' =1 alagfcosl N (m1 me) N (Fra; 15 ) )

s

__1 ki-fzw(i_)
Se () = - ,Z::l m sml N \ms B, [

_ 1 k_l_“- JZ',‘;,QQ l_gwl.
tk(zl)__——;- ‘;1% sml N (m2 Hg)’

sind die Bedingungen von Hilfssatz 3 erfiillt. Daher liefert (52) fir die

linke Seite von (55)

lim 4 Z, _

E=COT® 1, m, =%

X sin [ 274, (—u——ﬁz)} du ,
m

also die rechte Seite von (55).
Hilfssatz 7:

oo x

1 S S S | {2" b, —azb, } f 2 d
= —_ —— cos { = (&, b, — ¢ b5) wdan
(56) S 2m? , ,,gwr ny Hy P b, by N( Lo *
y My = 2 by ta=ba s . 7
5
(57 —)xttBx? logx.
Beweis:
(58)
. b{2 7y y
= b, b, —2— =b L b= . :
b o= b ny—> 04 (ﬂ1, nz) 2 (ﬂl,ﬂ2] 1 w [’Zlynz) (n1v”2)
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(=]

2 ()

59
9 6 n,n,

(58) .

b, b=t b, b,
by 11y==by 1,

) S=22 > D

6%° nymEYx nl ’l> by, by=1 b b
by ny=by 1y

2%
- cos {ﬁ(dl by — ay by) }

CO 1

3

4
ts ¥ A S
ny, n,:;»}/; iy Ry b, Tt b b
b, ny=by n,

(56).

3 2 .
r 1 B Z Max (jll' My )( 1y, ny)? (50, 59)
PR R Sy = nmeyE W omt
b, n,———b, m
1
=B Z 2 (/zl, ALESY:! Z a [_‘ﬁ’,f’:_)g
n=n= ]/x dsyx B (Vl d]
= ".T
”‘BZ# Zv24 7:3 gt ZVB4
aEE yx AE P
e =
5 45 5
(61) =Bx’ Z d =Bx%logx
a=yx
o)
3 , ‘
62  S,= 1 Eh]_i e B s
67 nyms=Yx ny 1y, n’, ﬂ b b, N
5
+Bx”log x (60, 61).
&, & co 0
=1 n,gy;x—ﬂl ny bx.Zezl by b, n; ;>Z|/A ny ny oy, bz,_1 b ba
x 71a=by 11 b, ny=h, n,
. 2 %] &0
=gy Y el pNvpy t ! (59)
(Sl O e = (%]

2 s (v ap
v‘>%(v1 )

icm
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63)

Zlﬂlno beFl b, b,

6 ? 7,y =
by na=b, n,

[ [se]

+ Bx? Z Z ! b,,hZ1:1 bllbgT

(=T 1y Ny
: ]/ by ny=b, 1,

I 2 b Dy

=

4+ Bx? log x (62)

e == > >

{65)

by D=1 b, ba

by, ny=h, n,

_(ny, ny)? = icos{ 2%

(58).
O ey p? Ny, 1)

(@ 2y — 2y ﬂg]}

o]

Xt . (m. 715)* "1_ [ 2mp (a P no]}
Si= 6 n? ,,‘;_1 non [Z cos | N1, 1) L g
5
+Bx?logx (64, 65)
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O CO 4
1 1 [ 2mn t
= a2 e ~iegos N (wy v d— oy v, d
Z Zi (vi d)* (v, d)? ; p? | Nd (e v - ]I
vs =Py, vy A28, (mod N)
(v va)==1
5
+Bx?logx
5
57) =rx84-Bx’logx ar.
Hilfssatz 8:
X 5

©6)  S= Y M J»»J udu=Bx" logx,
my =y 2 aie=1 1 Oy
@y Hy==by 1, £

co
[67) Sﬁ: Z mm, ), J dll‘_“BxZ]ng'
my, m=yx a =1 @Ay Qy
@, my=ay M,
Beweis:
Ss = B x? z !’_Zl M“ = B x? Z (_’EL'_’Z':’L (50' 59)J
my mS VX Ry Ml my ny5yx I’I%
2 1
=B x? Z d2 ! B AN .
asys Z,lfx_ v ) Py Z;/;\:
Ty Vg st
2 El
=B’ Z L _py? log x,
asys d
Ss=Bx Z mim (mh 3) =RBx Z (my, mg)? (80, 59)
My, mSYx my My

y mysyx

5
—Bx ) @ Z 1=Bx Y 1=Bx*,

d<1/ x d=y%
by uaé———- Vi

(68)

(69)

(70)

(71)

{72)

(73)
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Hilfssatz 9:

o E
S — v 1 1 f,;ecos{gf_‘l{ b _ b
! VT e = by b, N \n, n,
g, sV x b, mikbyn, S
— (f/ b, ——v,,bz]l [
[
3
=Bx"*log x,
rom N 1 ; 2my b,
Se= m R cos{—m ( —)
¢ Zl/ "y a;:l a, by f N \m, n,
iy, gV & s mby m, Ta
2%
—2 o~ agbzl}du
=Bx zlog)c
2] b
’ 1 ]chu(al aa)
Sy == n, m. . fcos —_———
! m WZ‘ P L n,;-—«‘t ay Ay 1 N \my my
i Ml a,myka,m, Ty
2 u—pa) }dn{
5
=Bx?logx.
Beweis:
o . 1
Z Z e _Bx? log x (das ist Hilfssatz 6
Yol = ablan-—bm)|
mnb ¥ a nzkb m von Tll]-
L) ‘
Z Z ! . —Bx? log x
V. ab \ an———bm!
iy X @ n=b m
(ich habe in (71) ersetzl: m, n, a, b durch n, m, b, @),
o . 1
Z \ SR . PYL logls (71, 72).

- 1/! a, b=t ablan~bm|
T oankbm
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b b, |1
s=p b 8| bt
ot ;nl 1y b, 521 by b | 0,
by nyzRby 1y
1 5
— 2 2
=Bx e —=Bx*logx (73,
7l Ny et bib, | byn, —b., 111 {
1= bm*bgn‘
m la —1
Se=B Z m R - by
ey M aFm a1 by My om
o 1S a, nzkb, m,
=) 1 3
—_ 2 2
=Bx =B x  Jog x  (73),
: om0t @by | @iy — by my |
n e a, nyzby my
S H 1
S=B Y mm, A e e
e VT alamt M@y | My om,
L= a, myza, m,
=8} 1 5
— 2
=Bx* =Bx’logx (73).
e m;glfx a, a=1 (10, [ Qy My — Ay My |

ay msRa, m,
" Hilfssatz 10;
[we)

'310= Z, ! Z 1b

PRVl CR LY oy Y T

(14)

2

(75)

: 270 /oy
u cos{=— (-1 |
] { N (m‘
ra

- 27: b1 b.,
u?cos! Z- —
f { N (n1+rz2)
Ty
——~2—7—:(m b ayb) Vdu
N 141 ) 2}

Ity

1\: (B as+ o b)}du

icm°®

(76)
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Stp= 2/ fcos {2;\/”(:111-*_%1;)

iy, ma‘{ﬁ 3
2 7
“7\}: (Brar+ By ay)

Q.
< |

— l

my my
a,; ay=1 21 Qy

5

=Bx"’logx.

Beweis:

1 (b by \—t
Sp=B ) = P s M Nt
* Z 2‘1171 b;}v (711 I~ﬂg)

P 1/"“ 2] ”»b,, b,
1y 7y

1
B Z 1Nt (’m n, )z
oy T T 0, T by by \by b,
_ 1 5
= B x* 2 (i 125) ’ =Bx2,
mony Vi

5122

S a by
m " y \
Su=2B8 Z [ S X (__.. ,}.. _._:.) -
Vil e Y by, \my
1 3 1
[xe] 7 - e
Y m 1 (myn)\? 2 2
=Bx Z = - b( ‘b“> =Bx Z my oy, =
1, a a —
my mg¥x 2 b1 21 ! g, 11,:;;_1/.!
[
i 1 [a a,\ !
B Z my m, Z L2
s ot . my
ny, mu:fg‘l/:r a, @1 G (g \ 1T 4
3
(8]
1 (mym, 2
=B Z my my Z N B Z (mymy) =
-~ . ~
by, My Vs Ay =1 al a’ a1y R ,,,aﬂ.;;l/x

77

Hilfssatz 11:

_.}._,:fxuz 4,{(.}%.,%)_;7}4) {({i~—a2)71/—}du

2

J

45-

].du !

me

Bx
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2
= x4 Bx?logx,
z g\ 11, I(Em_ ,),le
8 " nsf {< ﬁl) lefl y i NI “
3
=Bx? log x,
& _ | J(.,’i.__ )J.‘ld
@ " ”éﬂ/*mf ( ﬁ) A I Dk
s
=Bx"?logx,
80) h mlnzzfcp{(f—@l)}%}sb{(%—-@) }fzn
o mes : ,
=Bx?logx.
Beweis; 1) (53), (57), (68). (74); 2) (54), (66), (69), (75); 3) (79)

folgt aus (78), indem man i, #y, @1, By, B, %, 7, durch m,, ny.
%3, B1, By, a1, 7y ersetzt (50); 4) (55), (67), (70), (76).

Beweis von (I): (51), (77) — (80).

§ 2

Ich stelle mir zundchst die aus M benétigten Hilfsmittel zusammen
und fihre einige Bezeichnungen ein.

Sind F, ¢ und C durch (7) und (8) definiert, so gilt nach Hecke
{Lc? vgl. auch M, S, 715 — 77)

(81) Clx)=Bx logx,
2

(82) | 6] =Bx?
wan

zsz—Zb e ¥, wo

icm
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3

nesu

(63 > Ibii=Bx"
Fiir
(84) Ci(e) = f Clydo=Y cilu—n) (8
;

gilt (M (24))

-3
Zb,, n 2, (flm\ fz_u)
n==1

wo J die Besselsche Funktion erster Art bedeutet.
Es sei stets E=0 oder 1,

86) Af(u)
Wird

(85) Cy(u)==—"

=f(u-1) —f(4), wenn die rechte Seite einen Sinn hat.

len

Ms

. 47 — k]
P (#) = by 1A =y el
(87) ()=u 5 8 cos (N Vs u-+t 4)

RESS

i

gesetzt (M (39); das dortige o wird mit Riicksicht auf M (60) gleich -z—
angenommen), so gilt (M (68) uud (72) )

3
ACt[u)-:—»L(j;/—)z DBy @=1).

(88)

2

Weitere Bezeichnungen werden noch eingefiihrt.
Hilfssatz 12: Mit

(89) = 2’ m f(p{ (-}%-——(ﬁ)%}-}‘C(zz]du,
- M1 x. [(e_ 10 d
(90) Ug._”ﬁ_l/x v ) Pl(n )NJuC(u] n
ist
5 . Yo
1) S UR) = U Uy +Bxtlog x.
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Beweis
o 1 ] L ] C
U[x]::(-ﬁ—-z)NfuC(u ciu—}—f o~ mnl)l(m (B)NI () du

1

f,,,w,, o (E““)}\l,“}c[uld”-klfflfﬁIC(u)du (18, 29)

92) =B fu Cwdu-+UU-Bx?logx (89,90,81).

_n
(93](11) BuZZ|b,,[n 2(nu] 4——Bu4Z[b,,|n 4—-Bu4 (85, 83),

7=

x *

z 9
(94) J zLC(u)du:xCl(x)—fq () du=Bx* (84,93),
1 1
(91) folgt aus (92) und (94).
Hilfssatz 13: Mit
(95) Us—= 2 nzf¢l(£_p)i}Acl(u)du
m=Yx . 1 m N

(96) Up= X v.lfq;{(i—a)-ﬁ}mq(u)du

nsyE nJ n
ist
. 5
97 U=Uy+Bx2logx, U,= Uﬂ—i—Bx?logx.

Beweis:

U1 uf1

1Ac1(u]~0(u)[=1f{0(v) Cw)dv —Udv 2 | 6848
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(98) = 2 el

n<nEutt

(99) [lAClu] Cl)|du= Z c,,lfdu—BxZ (98,82).

2 X -1
N1

U — Uy =B Z mJ |AC,)—C() | du (28,89, 95)

m

5
2

:Bx.f |AC()~Cl) | du=Bx? (99),

Uy— U, =B ZV_ ’11 f | AC()—C ) | du (28,90,96)

n

X 5 -
—Bx log *. f | ACi ()—C ) | du=Bx 7 logx  (99).

Hilissatz 14: Mit
(100)

Upy = Z mst }f (“:rlz“ﬁ)_l_ u

|
m=yx s=1 N I

5 A
‘A cos(%xf?f—}——z—)du
(101)
, co
Z “1‘"st5 f&]) ( ) }u Acos(——@—l— )du
Ppravell =
ist

5 3
(102)  Uy=BU, +Bx7logx, Uy=BUy,-+Bx%logx.
Beweis:

Us=B Y mJ {(”,:{“5)}1(1}‘1’ Wdu+B Z mx® (95,88)

m=yx msV*

17, Acta Arithmetica, I 2.
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(103) . 5 e
N mf'“(*“—@)"l—lu"zbss 4Acos( Vs 4 )du—{—
msyE | N | s=1
kA
+Bx% (87)
(104) )
. ’ -3 u 1] A (~~1/ -~)d N
=B m;‘/;m;bss mf(p{(m @)NJ cos su -] -
5
+Bx ¢
5
=BUp+Bx?logx (100).

Die Vertauschung der Integration mit der Summation beim Uber-
gang von (103) zu (104) ist erlaubt, weil die s-Reihe weden (83) ab-
solut und gleichmissig in # konvergiert. Ebenso wird diese Vertau-
schung in (105) gerechtfertigt.

Us—B 2, -

9
{(,__,,) 4 @dutB Y, L x® (96 88)
n<Fﬂ nEyE B
(105) x 11 9 OO 7 4
| u r -3 T e T
— 2 L a2 b A =V —|du
Bn;ﬁ ; (l){(n a)NIu. s; s cos(N sy 4) -+
9
+Bx*log x (87)
5
=BUy-+Bx?logx (101).
Ich setze jetzt zur Abkiirzung
2%y dn
106 =277 At
(106) =N NVs
(107) A
2p r '

icm
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5~-«1 E iou
e /

~o +isyu
1=I+'=fu4 e £

(108) du

E (r=Vx).

n

Hierbei sind #, 7 und s natfirliche Zahlen, wihrend sich in (108), wie

auch in allen spéteren Formeln mit I, die oberen und unteren Vor-
zeichen entsprechen.

Hilfssatz 15: Mit

€ oo 7
)
(109) Us= Y. n 32|b1s AN
nays =1y o
[ee] (o) 7
(110) Uu= 2, 12> 16 s : =1
n=syx =1 s=1
o] o] l
(111) Us= 2, 2213 1605 " 1a1,
":)‘/'; Il r=i1 { s=i
o0 o0 _.]A
1
(112) U= 2 A2 LY ya0s * 11|
ng;/x nor=1 r s=1
is?
(113)  U()=B Uy BUyy+B Uy +B Uy + B 7 log ,
Beweis:

Auf die in (100) auftretenden Integrale wende ich Hilfs-

111:1712, Uy ==X, g(l/]:r,l)’(l{,.ﬁp)l‘..]

satz 3 an mit: .
: l\m /N

5

h(u)=u Acos( “Vsu - )

(114) 8 (1) =

Z ! stn[%fﬂ,:(ﬂm ﬁ)} o) =h ().

Ebenso wende ich auf die in (101) avtretenden Integrale Hilfssatz 3 an

mit: wy=n? uy=ux, gW)=19 {(—;—-m) L)
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i} » S
h[u]=u4Acos(%§ ;;7;4——2) , X '[1145&1{—;\/ <',7~—0)}Acos(-—- R )
5 2w 4n
(s sl =—1 2 Lain (2 (el o= hw ) 20277 ( 2 ) Jacos (47 it 7
o ;_1 rifu N 2nrifu
Ula-——»;m’;/;_mwbssw} 1_—“30,2"} ( N (n B)} exP{"_Tv*'(‘}Z_B)}')

5
Xf” 4sin{?_]"7’ (;7:,_@) }Acos (3]\7 Veu +—;5-)du (100, 52, 114}

] =l‘ 2rri U ]_ _2mri U
i 2l = B ) e | (%)})
— bs “% _1_ 4 p— =l 4
mézl/x m;| |s Z; . X(B4AGXP{ ;LUU}“{“ 4Aexp{~—"7vr‘f 1/“,})
1 2nri 4ni __
lf sm{z;:fr(—«——ﬁ)}ﬂcos( ‘‘‘‘‘ Vsu-- )tiu _Ez(ex?{ N (”’“f)’l‘ }AEXP{ ; l"Su}v
o a n [_Z'mrz(_zl_ ) T | Lo
_1 exp —B)— Aexp! —=— Vsu
116) =8 Z}/HnZ%ZMS[s i (YR 4} 1
X'f sm{ W'r(———-ﬁ)}lh:os(——~ Vsu- )du
— exp{_ g,fof(l’__@)_P_%i}A exp{iﬁl.l/g“,})
n
IR R e A N -
U= "‘nézlf'a? ﬂ;bss klzuc?o; 7 (118) =‘3‘(exp{%j;\wjtj(%—ﬁ)‘f‘il}iiexp{g%v’/ﬁ})
£ o9
Canl2Er(E_, LAY R ' N[ expd ZEIE( 2 _g) ) 4zl
XIu sm{ N(n )}Acos(N Vsu- 4)du (101, 52, 115} | ~[~\(expl N (” [3) 4IAexp{ I /sur),
=) co 1 x -51+E ) - .
@n =B ), lzigws i Uu“ 'sin.{?—]gf(_;i-p)};\cos(% |/su+q)du
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N

= ~fu +Eexp{g-%£(—li—~{i)+ﬁ—;}Aexp{é£f VEZ}du

2

X 5 . . N .
+ Uu?”exp ‘{?%ﬁ(lﬁ_@)_ﬂ|Aexpf——4£f Vsuldu| (18)

n 4] \ f

% 5
_ 3tF [27137‘1 \A f471:l' /W}dﬁ
_]fu expl Nnuf explmN VS

% 5
2 4E cri .
—|~lfu4 exp{217;/"—Lu}Aexp{——4]Vﬂ]/’SU}du
n

X5 —
= +E ipu  isVu
=\f‘* e’ Ae du
A

x 5 —
= +FE ipu — Loy
=4fu“ e Ae du
n3

(119)
=|/f+/z]  (106,108).

(120) Uy=BU;~+B Uy, Usp=DB Uy~ B Uy (116,117,119, 109—112),
(113) folgt aus (91), (97), (102) und (120).

Hilfssatz 16: Mit

S 1R 1Y, | 7
(121) U3=Zx Z "Z—- [bs|s “ 1]
E=o =y ny=l 7=t
‘ 1 \—E 1 cO 1 () __‘l_
(122) U4=2x 2 — —Z\bsls I
E= n 51/"? =t 7 os=1
ist
5
{123) Ux)=BU,+BU, + Bx7 jog .
Beweis:
1 <) 1 o0 ___l
(124) U13=Bx”</;~’7;7;mls I (109),

V

icm
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O

(125) Uu=Bx 3 =3 LNV p 57717

n=Yx =t r =

“

255

(110).

(123) folgt aus (113), (124), (111), (121), (125), (112) und (122),

Hilfssatz 17:

. |
(126) /=B Min(»‘{f;~?)x7+ﬁ fir w2,

AAAAA . \
(127) [ = BMin(]/%;]/—’; )m txfypxztE fir 5 <0 <Y2% ,

5 = e
(128) I=Bx 7 fir 0= /3x.
Beweis:

(129) 1=fu

n

%—(—E l'pu( + ioy/aFi tic]/i;)
: e e —e

x 5 a1 5
2LE- 2 4E -
fur*‘ o ke ""Hdtt=f(u— 0 + ez,,(u—s)itulfa du
n 1
S 4E — S4E
(130) = e"”‘fu4 o fuctis du4 Bx*

n?

x 5 x 5
3 — R
fu4 gt g, =fu 7 piletaVu) 4

n n*

Ve g

....,,} ) "
(131) —_ Bf uz eip(r:ixu) dll.
n
x 5 E . i-{*E
J=("— ”qu + o vt u du+Bx*

nt

du (108, 86).

(107)

(129,130)
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]f’r R —‘Z—»l-zz
(132) = B Min (51 1) J u?  eMETiy 4 By (131).
1) Es seimé’vg».
. ; 2F LR
[=Bp detEr 1B it (132)
Jole uto)
a1 +E 5 B l-—i—E .
(133) =Bx* n'4-Bx* =Bx* n.
« 24z a2 B
= 124 4 d Ez'pu—i—-_i:]/u-;-i - _ u _...... d et'pui-ial/u (129)
T ) Lp
’ L(pvzifu—i—l) g (p 2Vu )
5
2 S4e ]
4 4 S4r
=B—"—— =B~ ——=Bx' ,'  (107)
—_—— 1 — e
=z el
2 4E

(134) =Bx* nrt (106).

(126) folgt aus (133) und (134).

2) Es sei—g—<m<‘/2—;c‘

Vi 1
KRS
(135) fu 2 ko du__j + f =11,
|u+m|§ﬂ/1: 1uiu,,>1/x
z 2
]1=B<m 2+x8)xE{1fcos[pu2]du + Usin(p'zﬂ)du

wo iiber je ein geeignetes Intervall integriert wird,

} (135),

icm°®

{136)

{127)

{139)
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a1 Tag -1
=Bae’x"p 24-Bx® 4 7,
Vi 5 T
n Fol )t .
I, = —e e p ) {135)
. 2ip(nt o)
n 4_
|14 m[>1/x
s ' 21
=Bx* plx *=Bx* .
Ve 1 22 r L ANE R Y 2ie
j u? SN gy =Bw?x®p P -Bx® p Bk’

/=B Min ([1

-+ BMin

= BMin

I==BMin (1; ¢~

/o

Ve T yar
fuz

n

1

"
L
(PZ:

2
ip

p

;eip[nﬁm.)l dll«=

A4
2| 2

w? x¥ 4~ BMin

y —
P lx 2

‘5.“4 E

* 4Bx

Y x

ENY
P x? 4+ Bxt

i,”;

LY
2

L
J 2ip(eL w)

(135-137).

1 _L) Tie
p¥ip 7)x’

(132, 138)

(1086),

ip{uf-o)t

(132, 139).
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Beweis von (III):

N
Z Z*nz r }_‘ 05
B ’1:;:1/1 r=1 S:—'"ln
A1) ‘vz—-
9 o - ,
+ 1501 1/;(; 1n (s8] __;_
=B x* 1 = Min [~ 2 bl s 126
Ilg'\:_ = ln(ﬂ ' r);|él { )

r Nyt n
n;l/: ' n>Vwx
5 1
1 n
Bx* —y =
+ 4‘__2 =zt r
l/x<ng{x
5 5 k8 5
(140) =Bx2—[—szlogx—l—Bx =Bx” log x.
1 o0 (o) —
x—E = b s *|I
DY Z ; Z b s * 1
n<sV o x —
T<m<l/2x

n<1/: r=t o
=0 :
Sco 2 —_ -
—=Bx Y n'dr ZMi,,( x _'e) byl -
néﬁ ’; n r %rj' ‘Yl—l
ni
5 <=3 z
+Bx logx- 3= Y [ps ¢
r=1 r I
s>—4~—

5

S o _ 2 r —_— 3 oo %
=Bx 2 n* Y r 2Min(]/—ﬁf;]/’rl) P04+ Bx? logx Z 2
B =]

=B 7 V;‘:erVn ,Z‘}%—Bx

rz:n

5 5

(141) ::Bx-;z logn—]—Bx logx=Bx"* log® x.
nsVx

1 7

£ Y _1_2% Z b s * |

(128,107)

11
o0 S S

1 1
x ¢ 2 2

[0 S
(142) =82 Y 2N t—Bxt (&)
-V A
nzVa =t
1 181K 2 3
(143) > 2E 3 N LN Ygs 4 =Bx% logrx  (140—142).
E=0 n%l/: n =1 =
5 5
(144) Uy=Bx* logtx, U=Bx" logtx (121, 122, 143).

(I) folgt aus (123) und (144).
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§ 3.

Ich habe nachzuweisen, dass die Konstante % in (I} stets positiv
sein muss. Hierzu ist es nétig, Formen in mehr als vier Verdnderlichen
zu betrachten. Es sei £>=4,

k

Agn Ry Ry
=1

(145)

(@gn==an, ganzzahlig)

eine positiv definite quadratische Form der Determinante D). Die Anzahl
A(x) der Gitterpunkte 7 (0,...,0) im abgeschlossenen Ellipsoid Q< #
ist dann wieder durch (2), mit u statt X, gegeben. Das Ellipsoidyolumen
ist diesmal

sl R )

Drif 1y

¥ (2 .
also der Gitterrest .
R
2 13

1 ?[u >0).

1o or(E

I’(u]:Zl—-

Q=

Hilissatz 18: Zu jedem Q mit k=12 gibt es eine positive Zah!
pP=7pq. so dass

x

flﬂ Wyduzpx"'4Bx*2,

[}

(147)

Beweis: Es sei 7 eine natiirliche Zahl, Wegen £ 12 gilt dann

nach Formel (27) von Ejy fiir #<u< 741 mit einem geeigneten reel-
len e,=B

_: ko ko ko
P = - ' @)-Feu®  +Bu'
DI'(=
oo ()
nH n41 11

k
; -«f w2 (u) du + B f uk"zqa (w)du
n -D PZ (_“) n
2

n

icm
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41 nt1
+ e,? f 7/{"‘2 du--B f W du
H n
& n4-1 n;H
(148) = ————ﬂ—-—k—~ f " Wy du-- B j W'y ) du 4 B
D ( ) : :
2
-1 rzj»l
(149) WP ) dy = j @ — "N (u) du = B~ (28),
n n
n-4-1 ® n+1
P? (i) du= ——»“—k~ 2 W) du -+ Ba" (149, 150),
n D ]‘2 (;‘) n

z [#1 {2]
3 k
fl’z W du= f P? () du = ———TT f 2P W du+Bxt?
JrE e,
PR 1

S f W du+ B f u”"z{c.b’(uJ—é}dquBxk”z
12Dl.‘2 (?) 0 0

T:k

12D (%) (k—1)

B (28).

Hilfssatz 19: Es sei k=24, Q durch (145) gegeben,
(150) Qr=Q 7t
P; der zu Q; gehirige Gitlerrest, D;=D die Determinante von Q;.- Dann ist

x 3 X

x £ L k=1
(151) | Pwdu=Bx | P2(u)du--Bx *] | P2 (u)du} *+Bx
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Beweis
1= Y 14B= 1+8 (150
LeprE 0=Q55r 0=Q+n2 | <x

=) ; 1B
0y 0%Qsx—n?
k
‘;" /r.

T

— e (5 — 1) 2 P (x— 12} B + B (146)
VDT ( + 1)

2
Z (x—n2) % - Zﬁl‘(anz)—l—BVE.

VDT (g + 1) ozlnlsV s oginl=Vx
&V 3 L
(x—n?)? = (x—u)?dut+Bx?

osinisV s
T
{Eulersche Summenformel)

(i)
=V 2 2

=1

2
x * +Bx ,
I‘(Eﬂ_{_l)
2
At Lan Ay
2 2 2
Pi=— x4+ Y Pw—mtBx
Q, == VD k+1
7 Dr T—{-l 0§|n|.§1/:
2 2

PR V———~Dr(k+1+)x P

3

ljz(u] = Z _P (€ —n? B u7_

osinisYu

[u>0)r

icm

(146 mit 21 statt %),
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fPZ(u)du_fI

P (z— 12 P(z— llg] -+
”ln i/]/zz

nz|<y u

L
+B Z [P (e —n2)|u®

1 k=2,
+Bu l‘du
ozin Y u l

S

osslmlsy%
0imolzy % M""( nyi "2)

Plu—m)P(u—nY)du-t

-1

© 1
~i—-Bx fu’(u_nzudu—r—sx
o=in=yx

X 4

A
{ P2(u) du l’ﬂ(u)dulz-}-
/- f f /
e fer e
P2 () du u X
0 [1]

+Bx?
E—1

)

[E=PT=1

5 I 1
(151) fog(u)du—{-sz{sz[u]du }‘2—]—Bx
0

3}

Gesetzt nun, die Konstante % in (I) wiirde fir ein geeignetes Q
der Gestalt (1) verschwinden, Das gibe

X 5
f P*(@)du=Bx " log* x =0 (x).

0

Ich bilde nun zu diesem Q die Formen

Qr=Q+n2, Qu=Qi+n, ..., Quur=Qvu+n3.
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Durch mehrfache Anwendung von Hilfssatz 19 folgt dann fiir die
zugehérigen Gitterreste P;, Py, ..., Pyur

X

Fimnmali ol ol -ol)

0

fo},(u]¢1Izz:_—o(,v1H)—I—c>(x“g“+ ;>—[—o(x5) :«.a(xs), oo

0
Ed

f P2 (m)du=o0 (xmo) +o0 (x% ’ 120) -0 (xn) =0 (x“) ,

0

wéhrend nach (147) mit £=12

szvm (#) du=Q (xu)

0
sein muss.

Der Strich bei Summen, die iiber v; und v, laufen, soll andeuten
dass iberdies (v;, v:)=1 verlangt wird.

Beweis von (IV):

(152) YL (s i T 39)),

vy ve=1 V% V% 2
[e)

(153) o= L1 =31 i Li 1 _
0 o 4y Ay by - ==

2 N
6= dF AR ViR

= - — (17, 152)

(154) L

x 3 5
sz(u)du:(i%-l-)\o\)x +Bx’logx (20, 16, 1, 153)
. )

icm°®
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5

9 3 =
(V) =% :I}_Ej " x 4Bx? log x (154).

[ch fihre jetzt einige Bezeichnungen ein, die fiir den Rest dieses
Paragraphen und fiir § 5 dienen sollen, Ich erinnere zunéichst an die
Definitionen (21) und (24) — (26} der vier Formen Q. (0=m=3), sowie an
die zugehdrigen Gitterpunktanzahlen A, (x) und Gitterreste P, (x). h,n,u
mégen ganze Zahlen bezeichnen; hierbei sei’ =0, >0, >0 und u
iiberdies ungerade. Ich setze

(155) )= > 1 (0=m<3)
d=n

(die Darstellungsanzahl von 7 durch Qn),

(156) s= Y a
a b=n

(die Teilersumme von 7). Alle Kongruenzen sind mod 2 gemeint.

Beweis von (V): Fiir n=2"u ist nach Jacobi )
(157) ro(n)==8c(n) fiir h=0,=240(2) tir >0,

Ay (%) = Z 1o (n) (2, 155)

n=x

=8 Y at24 Y a  (157,156)
absx absix
a==1, b=l a==), h==)

=88(%1,1,2)--245(x1,2.2)  (3),
Po(x) =8 T'(x;1,1,2) +24 T(x:1, 2, 2)
(vgl. den tibergang von (10) zu (13)),
X X X
(158) fl’g(v]ci'u=2“f7'2('a;1,1,2][17}—}—2“‘~32fT”[TI;1.2,2]d’U
0 0

0

") Vgl. z, B, P, Bachmann ,Niedere Zahlentheorie. Zweiter Teil, Additive
Zahlentheorie" (Leipzig 1910), S, 353 —354,
18. Acta Arithmetica, I, 2.
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X
—}—2"~3fT(fu;1,1.2)T(@;1,2,2)d71+13.
0
OO’ 1 T
(159) vzl =2 (das ist Tr(115)),
L"ml
X1 K1 1S 1 1
'[160) vyp Vgl _;%;%- - vyy vg==l V% V% 4 vy =il VZ V% 2
vyl) vy, vyl vyl
1 _3
ey . VZ=1 vivi —‘V\Zri vzvz W=t} Vivl 2
v,;l zv,al vt el vypez0

M(1,1,1,1; 2)=~———Z d? Z g Zp cos {mp. (v — v2)}

vyy vg=1 pe=1

vyt | vadzel

[ole] oQ oo}
=LSa 3Vt
67 4= b=t =1
d£1 vyl vymsl
2 w2 el
(162) A =35_ T  ae

6728 2 6 192

21,21, 2 2)——~Z a-? 2 vitvy Z[L cos fmp (v (v, —v5)}

P 1 ’
144

o=t

) 1" & VT 2 b —2 ﬁr Vity? ( &I l o z
T e 2 ol
e e 144 ‘ L&

Vi=vy

Var vi=1 p=1
vyd==0, yyd==0

2 X 2
S

Yy, Vg5l =l

;—-2 vz—Z Z (___ 1)1L vy \‘z]

==l

(__. 1) 1ys=va)

(159, 160).

(17)

(17)

icm
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= S g R <
== 2 Z Vi V2
864 oy 1728 oy
vy vt
_ = R ST L
_— Z Vit — Z Vit = (161, 160).
864 Wt} o=t 864
vyl voual vl

21,1,1,2 2)mi~§j da ;Yj’ Vit vyt Y 272 cos {7 (v, —v,)) (17
MUy by 4y 6ﬁ2d;1 1 2 2[ cos |# | 1 2 )

(164)

Yyr Vol sl
vytle=], vyl

i co, 02 .
= Vi vz ( [L o )
A== vy==al, vy =0 p==l
1 2 2 WZ’
—— 11 (160).
6728 2 12 1152

X
ng(v)dv:{z”)»[l,l,1.1;2)+2°-32).(1,2. 1,2i2)4+27- 33(1,1, 1,2 2)} «°

V)

5
4-Bx? log x (158,16, 11)
5
»3% 2k LBx” logx  (162-164).
§ 4.

Ich habe (VI) fiir das Integral (22) nachzuweisen, v bedeute in die-

sem Paragraphen eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5.

(165)

ist

(166)

Hilfssatz 20: Mit
=Max(£-; b'-’)
2\4

5 e

Y —2
mx)=23~ X2

aV s ¢

bs ;_.,TI/x
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b : 2w\ fu 2 n
o b (R (F wan ) (2o
N IS AT / bf
nz;‘l/Z“x r, azV 2 x
vV Ve
3,
-+ Z abfq)(z u) b (u)du-[qu’ log .,
b
rz;;;J/Z“ r,
b\;‘/;
Beweis: Genau wie der von Hilfssatz 2, unter Benutzung von

—Tw="2+u Z ._.,@(").]ﬂ Z q)( )—}—Bu firuz1 (29,20,28).

Ich setze zur Abkiirzung

(e0] (o9} 1
(167) Ri=M"a Z —— (22 1).
; a, b=1 Zb
(a, 2b)==d
Hilfssat; 21;
572  na?
168 Ry=2% L %
(168) =T
Beweis: 1) Es sei n=1.
OQ [ae] 1
{169) Ri=Y" dZZ v (167)
= a, b == a* o0” :
=t [a,2b]=1d
N 2[R N 0] @,
(170) =S + | L= ROt
: le a,2b=1 mzbmx @ b
(@ 2b)=d (@, 28 =d
a=0 (mod2) :’-’?1)(mod2)
1 & & 1
@7 RY =3aa) aap (170 ich habe d, a durch 2d, 24
d=1 a, b=1
(a, b)==d

ersetzt)

(172)

{173)

174)

2) Es sei n>>1.
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O )
v 1 _™5_ 5=
= - ——-——=— (152),
=t d? E’Z,,__ 6 2 1
(a, bj=1
ATy (W] 1
(2) == 2 e
RS @y g 01
=1 0
d w1 (mod 2) (a,b) =
awsl (mnd 2)
(8] o)
1 ¢y 1 T n*
= - —-="2-" (159
VAR ;11 et 8" 4
d =1 (mod 2) (a, b)==1
a w1 (mod 2)
522 = 2z
Ry =2 170, 172, 173).

duktion n— 141 an.

Rn—l—l =

(175)

(176)

0 intg 00
—_ n ;
PIL)

(] [22] 1

Na =7 067

d=1 @, b=x1
(@, 27+ 1p)e=q

a=s0(mod 2”1 a=a0(mod2+1)

Sl 21r7+z a2 b?
(@, O) == d

2
=R{1>:§1-’;- (171, 172),
R® _-_.-_i a2 & 1
e =1 a, b==1 a* b*
(a, 2"b) = d

@0 (mod2 -t 1)

Dann setze ich (168) voraus und wende In-

o0 (@) OO0
=Ya ¥ + ) —Ro, R0,
rlgl 0T 1 a,[)Z—:t a® b* ﬂ+l+ nrt
(a,2 %+ 1 b)=ed (27 +1p) =a

L (75 ich habe d,a durch 2+14,

20+ 1q ersetzt)
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QL
Py at b2
av =

(a, 27 b)

aw==0 (mod 2 "-!—1)

(175, 167)

icm

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V.

(182)
1
e X @
d =y I/Z“v a :>1/2“x
(183)

o

— B i logx
Vs 4z Vs @ e
_ 1 1 & 1
= =B P
Z_ b BRI N @ ,,_Z &b
o=1 d:'_:f]/z"x )/x =1
(a, 2 b)==d '1>T

_EY i_l

Vx 45V7x @

[ele]

log X
Vi

271

& < 1 d d h znd 1 1
=Rn"“2 22 4g? 22;‘:;-5“;;2' (ich habe a urc 2 a
=1 aT=1
o =a ersetzt)
2
ter) =Rn—iugl=i%l1~ (169, 168, 174).
Rop=3Ep LEUE 5 17)
Hilissatz 22:
178 _~§:1 M N wl
(78) " 3 ab &, mn
;zlfﬂ 2¥mb=na
5
(179) =6 ”{;33;) %54 Bx  log x,
Beweis
y — 2 8 __p8 v Y2
=222 HBorl@2BP e g
9 =V W@ 2'ab
b=V
1 (a, 2° b)® 1 rh(a, 2“17)
180 = x3 Bt SRS NN R A bt oot 2
s0) 36 “5-2‘/5 atb? 36a§/3g a* b*
bﬁlfx b;;-;l/x
v 2
(181) Y, ez 3 ¥ L.
aglfg:x a*b dgl/z“x a;-’;]/}ix a? b
bél/x bgl/x
(@ 2b)=4d
1 1 {1 <
2 2 I b e NV 2
¥d Z_az Z_ B »‘_d Zdzaz . b
asVrx  a=Vor by aVoxe =1

@b =d

X

[se]
@28 N B ey 1
;r e Ry a d>;;:; P (da) (dby
b= Vi
—p_fif’é—’i (181 —183)
Vx
Blogx 5z*, vz’ | Blogx (
=R L 208X 2%, VT 167,168).
(184) R+ Vx 12 4 + £3
Y A2y Y @@y
a;;l/;}'*‘;!bz - a b=V x a*b?
buyYx
—B at (a, b)® (165)
ab;gﬁ;:v a?b*
. dd 4
—2 T sy 3o 3 2
awpeVoy O asVrx bglf}d_”f
5 s
U85) =B ), at ., a=Bx’ D, L —BxTlogx.
asVix oV ik agVm @
d
x? (572 %
Ju=~—( +———)—]—Bx logx (180, 184,185)
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A, Walfisz,

o

B30 s By Tiegx

(179) 432

Hilfssatz 23:

(186) 2, abm >, -~ Ucos{zm .fg”f+ ’b)}u du|=

a<]/2“
b=yx
b »
(ORI WS
a 51/2“ a mou=1m~n

jcos { 2nu ( 2“/n__|_Z) } ndn

a

b=yx ™
f N 2 1
a > N n
188 i —_ 2% u| uwdu|=
( )angz{v} b m’m‘mn.fcos{ ( a +b>]
byF rv

5
2
=Bx

icm

=Bx' log X,
log x,

5
=Bx’ log x,

[¢9) x
(189) Z ab Z J—‘Jcos{Zﬂu(gﬁ-}--ﬁw)]du
wsVry mEimn a b/
s yE v
Beweis: Genau wie der von Hilfssatz 10, Fiir die linken Sei-

ten von (186) — (189) bekommt man ganz #dhnliche Majoranten wie fiir

die dortigen Summen S;, — Si,.
Hilfssatz 24:

5

o)
b Y
(190) ) LN L it
agViry @ mor=t min
= — ¥mb=na
bsYx
Y & 5
(191) D YPEED M SRy S
asVoas g =t mn
X mb=na
bsYx
(%]
{192) x Z ab —»-—Bx log x,
a§1/'2‘7 vm,n:l mn
bg;/? 2 mb=na
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Beweis: Fir die linken Seiten von (190) —(192) ergeben sich
dieselben Majoranten wie bei den Summen S; — S; von Hilfssatz 8.

Hilfssatz 25:

(193)
o0 X
ZW _} Z 1 ‘fcos]Zﬂu(-2~~—’ll—‘-'n >]u~dzz -Bx log x,
as 1/2“ mo=1 MH l a b }
o 1/,’ 2“ mb=na rv
(194)
b 5
Z i )fcos{ZTtu(—-— ——-«)}udu =‘—B)€210g2€?,
= n.—i
afﬁfzva 2V’Zzb=l=nn e
=V«
(195)
o x 5
i3 Z L fcos!Znu(g—”—l———ﬁ—)]udu =Bx " logx,
w0 zm,zzt mn a b/
b Y b @ "
bsya
(196)
% 5
Z ab L fCOS Znu(g_"_l_n_ll_ ‘du =szlogx.
eV , nz,bri:i mn a b I
=742 v mbskna rv
b=V
Beweis: Durch einen kleinen Kunstgriff lassen sich die Summen

(193) —(196) auf ganz dhnliche Majoranten zuriickfiihren wie S; —S,
des Hilfssatzes 9. Z, B, ist die linke Seite von (193)

00
1 m no|t
o X LS m
Vs @b mi= mn|a 26
a= ,ﬂx 2mbgEna
bng‘g]/x
1 1 im n ;
— B x? Z . e | =Bx*logx (73)
_ab - mn|a b
”/ mon==4
o b=tV x mb==na

(ich habe 26 durch &’ ersetzt, auf b= 0 (mod 2¥) verzichtet und dann
wieder & fiir &' geschrieben).
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Hilissatz 26;

x 5
. L (e (2 g = B30 2
(197) 2 Zﬁ_abfq’(a )q»(b)zz du= " +Bx? log x,

bVx
X 5
b 2u u 2
1) Y ——fq)(—)ap(——)udu::Bx log %,
e AL
b‘_J/x
k3 5
a 2’ u 2
(199) Z ~—fnla(———)¢ (—-)udu:Bx log x,
a§1/2"x b r, ¢ b
bV x
5
(200) fap (2 ”) ( )du—-Bx log x.
\V,2" r,
b“‘/.x

Beweis: Genau wie der von Hilfssatz 11,

kitrzung )
DM IDIW f w fiir
Z ' § ' i ; f fx 2nu(~_”_’_|__i)'
eV 7y s M=l mast omps a —b

)
="

Schreibt man zur Ab-

2 mb=na 2’ mbzkna

so lassen sich durch Anwendung der Hilfssitze 3 und 22 — 25 die linken
Seiten von (197) —(200) in die Gestalt setzen

i _1_( LI

" Eab \Zimnfu du -+
g _1_.. 2 = 1 9 +
+22mnfu cosw ‘wr_Zaﬂf” coswdu)

5
5439
=BT s bt log (179,193, 186),

icm
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1
— ludu -
27c~ ( 1mnf 8
- du— —
2m sz”wsw ¢ Z3m ”fucoswdu)
5
= Bx® logx (190, 194, 187),
....... L du
2 1:‘ (Zl m Ilf +
1 — 1 +
_}_Zzzﬂgfucoswdu ~Zsﬂfu coswdu)
5
=Bx’logx (191, 195, 188),

1
2 ( 1mlzf Z”“‘fccswdu Z fcoswdu)

=Bx" logx (192, 196, 189),

Beweis von (VI): (166), (197) — (200).

§ 5.
Es verbleiben (VII), (VIII) und (IX). Ich erinnere daran, dass jetzt

i eine ungerade natiirliche Zahl ist. Auch v sei eine ungerade natiir-
liche Zahl. n, &, @ bedeuten gauze Zahlen; hierbei sei n°>0, A=0.
Stetige Verinderliche bezeichne ich wmit #, 2, x, wobei nach wie vor

X222 ist. Ich setze zur Abkiirzung
wt i
(201) MR=X(=1" > (=1’ o=)jw.
5N [T L nSX

Schliesslich erinnere ich an die Definitionen (155), (156) von r, (%),
rs(n), ry(n) und o(n) und an die Definition (19) von S(x).

Hilfssatz 27 (Liouville): Fiir n==2"u ist

(202) 7, (1) = 40 () fiir 0 = u, =80 (1) fiir n =24, =240 () fir k>1;
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(203) ry(n) =20 (u) Hir n=u,=4c(u) firn=2u1,=8c (4) firn=4uy,
=240 (4) fir h>2;

to (M=o (@) +j (@) Firn=u,=20(u) firn=2u,==40¢ (1) Fir

204
204 n==4u, =8q(u) firn=_8u, =240 u) fir h™>3.

Beweise: Bei Bachmann 1. c.7), VIII Kap. ,Untersuchungen von
Liouville”, §§ 20— 22%),

Hilissatz 28:

(205) Adx]-48[x)—4$( >+ss(‘--)__325(;“)

(2u6) 4, (0 =25x) ~-2s(—§—)+85(§«)—~325 (fg),

(207) As(x)v—:S{x]——.( )+85(mg)-—325( )+M(x)

Beweis: Es sei n=2"1; alle Kongruenzen seien mod 2 gemeint,
Der Strich bei a-Summen bedeutet, dass tiberdies a==1 sein soll,

A=Y r=1>0W-+8 Y o()+24) o) (202)
n=x n=xy nig

= n==i n=2u 1151
=4 o(u)+4 Z (u)—{—1625:c[a]
nsx dnsx
=* agéx ¢ + 42a;x ¢ + 164nbz<x ¢ (156j

8) Die von Bachmann beim Beweise von (204) herangezogene Identitit

i—1
Z(_ 1) 2 iqﬂ—Hs’ - Z (_l)zqz‘-f-dx’+4y"+dz“

(i >0 ungerade; s, x.k ¥, 2 beliebige ganze Zahlen)

l4uft auf die bekannte Beziehung zwischen den Thetanullwerten
1
&a O] “}a (O) '3'4 0) =:‘ '&'1 (0),

in der Bezeichnungsweise von Tannery-Molk, hinaus.

icm
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(208) =1 Z +4 Z a—[—16 Z .

ab; X

277

l.’s

i

2z 4
a== 2a=2 a==25 (=
Hz 2;2 Z 2 ( )
s ab: -;
(209) da=3 a—--Z cz-—S(z)—-zS(-~~)
ab"z abr-z abzz
az0

A —4 {S ) —2 S(»g_)} +4 {s(_’z‘_) 2 s(%)}Jr

16 {S (-z) 28 (-§~) } (208, 209)

(205) ——4S(:c)~—4S( )+88( )——325(—;“-).
Ay (¥) = Z 7 (n)_.zz o (1) -4 Z S(@)-+8 ) o(n)4-24 Z o (1) (203)
aan e i
=2 Z (u]+zlc(zz]+425(u]—f—16 Zc(u)
=2 ) a2 Z a4 Y at16 Y a (156)
by 2absx dabzx Babsx
——22 at2 Y ata Y at1e e
v abz; . absy abs -
2 4 B

ol s3] 2]t f-sst

fffsfzl]

(206) =2$(x)——25(~§~)+85(“§)“323(%) '
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A0 — M) =) o ()42 Z o (1) +4 Z o(u) -8 T o (1) -

n;u 71$2rl 11—-411 A== Bll
424 o) (204,201)
/:l:::
= Yo+ Z () +2 Z o (1)} 4 Z o(w)+16 Y o)
nsx prES e 160 .%
=Y"at Y a+z; a+4 S atte Y a (156)
absx 2absx bz 16ab;-x
at+ > a+2 Y a4 Y ati6 L a
abss abg—;‘— ab= :’: abs : abs; A{é

:S(x]—zs(g')“w(z}“zs( )+2{ (4) 25(8”

EAWPRIEAY 5,{?_),,... S x)\
+4{S(8> 23(16>I+16{ (16 ? (321
— S —s[X x\ 5( )
(207) = S(x) 3(2)+ss(1) 328 (%
Hilfssatz 29;
5
(210) Mx=Bx'
Beweis:
— () + 2 '
M= Y (=1 o (200)
oS
-1 vt
= (=10 o= (=1’ (-~ 1)
'(l"+;§x vglf}" 0wz 21/&_2,7.
= LY e BT R
22 [__1)2 (y.[—_n[z ]______Z(_nz [2 ]
eV L o wsVx

(209)

Uber Gifterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 279

Vi vl [y
— f‘ di Z (__ 1] 2 [2 ]
0 vy %
7 Baz=

ey = Y (-0 fa Y

€x==1 und 3 0 Ly

(212) T x

an und benutze den folgenden van der Corputschen Satz?):

Es sei a—-—;—- und b-—é« ganz, a<b, f(2) im Inlervall a<z<b

zweimal differenzierbar, f”'(2) dort monoton und stels =r oder<—r,
wo r eine posilive von z unabhédngige Zahl bezeichnet,

Es habe die reelle Funktion 7 (2) die 'Periode 1; es sei v (2) absolut
<1, im Intervall 0< 2<C1 monoton, und

1

f'z[z)ziz:o.

0

Dann gibt es eine absolute Konstante ¢ mit der Eigenschaft

> )< f ViF@as s

(213)

a< meb

Das wende ich an mit

(214) - [l‘ 4 F] g b l‘y’éE* 9.]__ 1,

@18 fl@)= ] x4zt o, r=x Y aE=(—1

Dann ist alles in Ordnung, denn es gilt
L G van der Corput ,Zahlentheoretische Abschétzungen mit Anwendung auf
Gitterpunktprobleme® [Mathematische Zeitschrift 17 (1923), S, 250—259]. Satz 5 mit k==2.
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280 A, Walfisz.

T 11—-3 ,__3/
a- [ 4 l 5 <0 (212),

i 1 et
2

f"(lz)=~4x{x—‘(4zm|_€)a} 2”‘*’-—4,{ —

Zugleich ergibt sich

1 b

a

1 gpte L RS .
=Bx3f (x— 2% zciz::Bxaf(x——z"'] *dz
dape 0
L1t _1 L
(216) =Bx3f[1-z2) *de=Bx?,
) 0
i L A
217) 3 alfml=Bx’+ Bx"=Bx" (213, 216, 215),
a<m<lb
[ viamrar -
D M = > #fm}+B=Bs
R f:‘j::m§ —t a<m<b
4
(214, 215, 217).
et V¥
2 Ql
M(x)= Z (—1) fdzf L +Byx  (211)
f=t und 3 1" =t e -:‘E'LE
1 1 5

2

=Bx" '+Byx=8x° (as)
Hilfssatz 30;

(219) P, () =4T(x)—4 T(—fﬁ—)-}—sT(iﬁ) —32T(fi) ,

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, V, 281
(220) Py (%) =2 T(%) —2 T(’G)»|-»sr(’€) 3 T(ﬁ)
2 8 16
s
X X X 6
221 Py (X)=T(x T( ) BT(—— )-32]‘( _____ .
e21) W) =T T(7)+87(% Z)4

Beweis: (205), (206), (207), (210).

Beweis von (VII):

8x x
27T | PlR)dz=2"" [ P*(82)d 2=
rrace=]
= [162)~ Tz 2700 —2 )itz 5 (219)
0
= | I*B2)dz+ 'T2(4z)dz+22 T*22)dz--2° | T?(2) dz
Jreacs] / /

—~2fT(8z) T(4z)dz+2"fT(8z) T(22) dz-24fT(8z] T(2)dz
0 Q [}

—2) [ T(42)T(22)dz+24 | T(42) T(2)dz--2° T(22) T(2)dz -+ B
/ / /
=23V (8X) 22V, (dx) 2 V, (2%) -2° V, (%) —2~1 V, (4 %)

T2Va@x) =20 Vy (W) —2 Vi (2%) -2 Vy (%) — 2 V, () + B (22)

5
“‘“2; -2+ Bx “logx (VI),

x 5
27(;2 x\8 7
Pl2)dz==215"0 2 -Bx “ log x
af {R)dz==27y (8) B g

5

(vin) = Z: W LBx logx,

19, Acta Arithmetica, 1, 2.
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282 A, Walfisz. Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, V. 283
i n (VII): * ~ u
Beweis vo ) fPaz(z)dz=J [ 75— T(—»5)+8T(Z)—3zr( )1 dz+Bx*
t6x . ] : | 2 16 32/
- 2 — 22 (16 2) dz ==
2 Gf P2 (z)dz =2 fP. (162) i} (221, 223),
0 0 *
—Sfp [z)dz—_fP., (322)dz = fT2(32z
* a
—[{rten—TEa+arCI—16 70 |aetB @20 | "
g ) . . +fT2(16z]dz—l—z“fT?[ZZ)dz—]—z“’fTz(z]dz
x ey
=f79(16z]dz+fT2(8z)ztz+24fT“(2Z)dz+2’*/ T*(2) dz 6 ¢ G
0 0 0 ’

. : —2fT(32z)T(16z]dz +24f T(322) T(22) d
—2 fT(le] T(8z)dz+2“f7”[16z] T(2z)dz—~2“j T(162) T(2) d2 ; U
] 0

0

; -——2“]7"(322]T(z]dz——z‘ffT(Mz] T(22)dz
-23f7[8z) T[2z]dz~|—2"’fT(SZ)T[Z]dZ'WZTfT[zz) T()dz~+B 0 ]
[1}

X
¥ 0 1

2° | TU62)T(2)de—2° | T(22) T(2)dzLBx °

=24V, (16x) 4272V, (8%) +2° Vo (2 %) +2° Vo (%) —2 2 V; (8 %) * 'uj reare f R
+22V, 2x)—2° V() =22 V,2%) +2° V(%) - 2"V, (x) B (22) =27V, (322) + 274V, (16 X) 4-2° V, (2 %) -2 V, (x) — 2 — V1 (16 x)
=2%12~x2+3x210gx (vI1), +20V, (2%) —2°V, (x) — 28 V, (2.%) - 2 Vi) =2V, () +Bx " (22)

17

5 = 2% s iBx (v,
28T x\? 7 3

f?g(z jaz=2 22 (16) 4-Bx log x ]

5 ‘[Paz(z)dz* 2° Eil (32) +Bxl6
(VIII) =" 001 Bx " log x. p

' - ———gx“—l—Bx
Beweis von (IX): 9 ,
X 5 1 .
7 IX :—«__.(\‘3 BX 1 2 l.
0=v=5) ﬂ ( )z dz=B {ng(z]dz fzaciz,r (x) Pt ogfx (1)
0

Rados¢, den 11, August 1935,
5 (3+3.) '162 (Eingegangen am 20, August 1935.)
(222) =Bx == Bx vy,
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