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En tenant compte du fait que les continus péaniens plans cou-
pant B, en un nombre fini des régions coincident avec les continus
plans localement conectractiles ®) et les continus plans ne coupant pas R,
avec les rétractes absolus 7), on peut formuler notre théoréme comme

il suit: :

Tout continu plan localement contractile est une somme de deux
rétractes absolus. : '

Le théoréme analogue pour les continus péaniens plans 8) arbi-
traires ainsi que pour les continus localement conectractiles non
plans ®) serait en défaut.

6) Le continu P est dit localement contractile lorsque tout entourage U de
chacan de ses points p contiont un entourage de p qui se laisse contracter dans U
c. & d. un entourage U, pour lequel il existe une fonction f(,?¢) continue par
rapport aux deux variables e Uy ot 0<Ct<1 & la fois et telle que f(x, 0)=uw,
f(z,t)e U ot f(x, 1) = const. quels que soient weU, et 0<<t<<1. En ce qui con-
cerne la caractérisation des continus pésnieos plans qui coupent R, en un nombre
fini des régions par la contractilité locale, voir Fund. Math, 19 (1932), p, 240,

") L'ensemble 4 est dit rétracte absolu, loraqu’il existe pour tout espace mé-
trigue séparable £)A une fonction continue f transformant B en A de maniére
qae f(x) = pour tout = A.

§) Cf. Fund. Math. 22 (1934), p. 287.

%) Cf. la note de M. 8. Mazurkiewicz et moi, C. R. 199 (1934), p. 110.
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Uber exponierte Punkte abgeschlossener Punkt-
mengen.

Voo

Stefan Straszewicz (Warszawa).

Zu den Grundbegriffen der Mink o wski'schen Theorie der kon-
vexen Korper gehort der Begriff des extremen Punktes einer kon-
vexen Menge. In der nachfolgenden Mitteilung wird der engere
Begriff des exponierien Punktes eingefithrt, der in den Anwendungen
#hnliche Dienste leistet und den Vorteil bietet, direkt fiir beliebige
abgeschlossene Punktmengen definiert zu sein.

1. Im Folgenden wird mit M eine abgeschlossene und beschrinkte
Punktmenge im n-dimensionalen euklidischen Raume R, bezeichnet.
Eine (n— 1)-dimensionale Ebene des R, wird kurz ,Ebene“ ge-
nannt. Eine Ebene E heisst Stifzebene von M, falls 1) EM =0
und 2) M gaoz in einem der von E bestimmten abgeschlossenen
Halbriume des R, liegt. Die Menge M hat dieselben Stiitzebenen,
wie ihre konvexe Hiille H(M).

Definition, Ein Punkt a der Menge M heisst exponierter Punkt
von M, falls es eine Stiitzebene von M gibt, die mit M nur den
Punkt a gemeinsam hat.

2. Die Verteilung der exponierten Punkte in M wird durch
folgenden Satz charakterisiert:

Jeder offene Halbraum, welcher Punkte von M enthdll, enthilt
auch exponierte Punkte von M.

Beweis. Zu jedem Raumpunkte p gehort eine kleinste n-di-
mensionale Kugel vom Mittelpunkte p, welche die Menge M enthalt.
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Thre Oberfliche S, hat einen nichtleeren Durchschnitt mit »
und jeder Punkt von M S, ist offenbar exponierter Punkt von M,

Es seien nun: K eine Ebene, @, und @, die von ihr bestimmten
offenen Halbriume von R, und p ein Punkt von MQ,. Der Ab-
stand des Punktes p von Z heisse # und der Durchmesser von M
sei 4. Durch p legen wir die Senkrechte zu £ und tragen auf
dieser Geraden von p aus in der Richtung nach dem Schnittpunkte

?
mit & die Linge %— ab, bis zum Punkte g. Die Oberfliche S, der

kleinsten Kugel vom Mittelpunkte ¢, welehe M enthilt, wird durch &
in zwei Teile zerlegt: S, = S, Q, -+ 5, ;. Die Menge S, @, enthalt
gicher keinen Punkt von M, denn ist sie nicht leer, so ist die Ent-
fernung eines jeden ihrer Punkte von p grisser als 8, wie eine
elementare Rechnung ergibt. Folglich enthult S, @, mindestens einen
Punkt von M, der, wie oben bemerkt, ein exponierter Punkt
von M ist.

Beachten wir, dags der Durchschnitt aller abgeschlossenen, M ent-
haltenden Halbrfiume die konvexe Hulle H(M) von M ist, so kén-
nen wir dem obigen Satze die Form geben:

Die Menge A(M) der exponierten Punkte von M hat die gleiche
konvexe Hille, wie M selbst. In Zeichen

1) H(M) = H{4(M)).
Fiir eine konvexe!) Menge K ist also
@) K= H(A(K)), d. h.

) Jede konvexe Menge ist konvexe Htlle der Menge ihrer expo-
nierten Punkte. Konvexe Mengen mit den n&mlichen exponierten
Punkten sind also identisch.

3. Enthalt M k41 Punkte (k<n), die Ecken eines %-dimen-
sionalen Simplexes sind, so folgt aus 2, dass auch A(M ) k41
solche Punkte enthalt, Diese Tatsache konnen wir. benutzen, um
eine einfache Eigenschaft Jordanscher Kurven herzuleiten.

Ein innerer Punkt a eines einfachen Jordanbogens I heisse ein
Konvezitdtspunkt von I, falls es eine Umgebung U von a gibt der-

1) Unter konvexen Mengen werden hier stots abgeschlosaene konvexe Men-
gen verstanden.
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art, dass a exponierter Punkt von I.U ist. Aus der obigen Bemer-
kung folgt der Satz:

Ein innerer Punkt von I ist entweder Huufungspunkt von Kon-
vexititspunkten, oder innerer Punkt einer geradlinigen Teilstrecke
von I

4, Hilfssatz st E eine Stitzebene von M, so gilt
3) H(ME)= H(M)- E*).

Einer besseren Ubersicht halber mige hier der Beweis ausein-
andergesetzt werden,

Beweis. Die Beziehung H(ME)(C H(M).E ist evident, es
braucht also nur die Inklusion H(M).E C H(ME) bewiesen zu
werden. Es sei p ein Punkt, der nicht zu H(M E) gehort; wir zeigen
diss er auch nicht zu H(M)ZE gehoren kann. Der Punkt p lusst
sich in £ von der konvexen Menge H(ME) durch eine (n —2)-
dimensionale Ebene @ trennen. Das System der Koordinaten 2, x,,..., 2,
sei so gewihlt, dass folgendes gilt: @) £ hat die Qleichung x, =0,
#) G hat die (leichungen #; =0, x, =0, y) H(M) liegt im Halb-
raume x, =0, d) fur Punkte von H(ME) ist =, =0, z, >0,
¢) die Koordinaten von p sind p, =py =...=p,=0 und p, <<O.

Wir betrachten nun diejenigen Punkte von M, fir welche das

Verhiltnis l=% positiv ist. Nach y) ist fiir solche Punkte 2, <0,

2, << 0. Die untere Grenze A, dieser positiven Werte von 4 ist sicher
positiv. Wire n#mlich 2,=0, so misste die Menge M, da sie be-
schrinkt ist, Punkte enthalten, fir welche », absolut beliebig klein
und z, <0 ist. Wegen der Abgeschlossenheit hitte dann 3/ auch
Punkte mit #, =0, z, < 0, was nach d) unmdglich ist. Also ist 4,>0.
Wir konstatieren demnach, dass fir keinen Punkt von M

4
)
im Halbraume 2, — % z, = 0. Der Punkt p befindet sich aber nach

2, >0 sein kann. Es liegt also J/ und somit auch H(M)

%y

¢) ausserhalb dieses Halbraumes, gehért also der konvexen Hiille
H(M) nicht an w. z. b. w.

% C. Carathéodory, Uber den Pariabilitatsbereich der Fourier’schen
Konstanten von positiven harmonischen Funktionen, Rendjeonti di Palermo Bd. 32,
§. 199 (1911). Auch 8. Straszewicz L ¢ in Anmerkung ¢).
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B. Eine abgeschlossene und beschrinkte Menge M hat die gleichen
exponierten Punkte wie ihre konvexe Hiille. D, h.

@ A(M) = AH(M)).

Beweis. Ist a exponierter Punkt von H(¥), so gibt es eine
Stiitzebene £ von H(M), fur welche H(M) E = {a} ist; dann ist
nach (3) auch M E = {a}, also ist a exponierter Punkt von 27

Wenn umgekehrt a exponierter Punkt von M ist, und Z eine
Stitzebene an M [und daher auch an H(M)] mit M E = {a}, so
folgt wieder aus (8) dass H(M)E = {a} ist, und das bedeutet, dass a
exponierter Punkt von H(M) ist.

"Folgerung. Abgeschlossene und beschrdnkte Punkimengen mit
derselben konvexen Hiille haben dieselben exponierten Punlkte.

Und weiter:

Unter den abgeschlossenen und beschrinkien Punkitmengen mit ge-
meinsamer konvexer Hille K gibt es eine kleinste: es ist die abge-

schlossene Hiille A K) der Menge A(K) der exponierten Punkte von K.
Denn ist H(M)=K, so folgt nach (4): A(K)=AM)C M
somit .
AE)C M
Andererseits, da H(A(K)) = H(A(K)) ist, so liefert (2):
(6) H(A(K) = E. |

6. Nach Minkowski %) heisst ein Punkt einer konvexen
Menge K ertremer Punkt von K, wenn er nicht innerer Punkt
einer zu K gehorenden Strecke ist. Jeder exponierte Punkt von K

ist zugleich ihr extremer Punkt (aber nicht umgekehrt; Beispiel:

die sussersten Parallelkreise der konvexen Hulle eines Torus im R,).
Demnach folgen aus den Sitzen von 2. entsprechende Satze fur
extreme Punkte. ‘

Bekanntlich ldsst sich die konvexe Hulle einer abgeschlossenen
und beschrénkten Menge M in der Weise erzeugen, dass man die
Verbindungsstrecken je zweier Punkte von M mit M vereinigt,
auf die erhaltene Menge die gleiche Konstruktion anwendet und so
fortfihrt, Nach einer endlichen Anzahl von Schritten, die =< der

3) Ges. Abhandlungen Bd. 11, § 12.
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Ziffernzahl in der dyadischen Entwicklung der Dimensionszahl n
des Raumes ist, erhilt man H(M)+). Die Punkte, die jedesmal zu M
hinzugeftigt werden, sind sicher keine extremen Punkte von H(M),
also muss M die Menge der extremen Punkte von H(M) enthalten.

Mit Rucksicht auf (5) folgert man:

Die Menge der extremen Punkte einer konvewen Menge K ist
enthalten in A(K). Oder auch:

Die Menge der exponierten Punkte von K ist in der Menge der
extremen Punkte von K dicht.

Es sei bemerkt, dass keine dieser beiden Mengen abgeschlossen
zu sein braucht. Beispiel: konvexe Hiille der Menge M von R,
bestehend aus der Kreislinie (z, —1®+a2=1, z,=0, und den
Punkten (0, 0,1) und (0, 0, —1).

7. Dual zum Begriffe des exponierten Punktes ist der Begriff
der erponierten Stitzebene einer Menge M : es heisst so eine Stiitz-
ebene Z von M, wenn es auf E einen Punkt peM gibt derart,
dass B die einzige Stiitzebene durch p an M ist. Eine exponierte
Stutzebene einer konvexen Menge K ist zugleich eine extreme Stiltz-
ebene von K (im Sinne von Minkowski, I e. § 13), aber nicht
umgekehrt (Beispiel: Rotationskdrper eines Kreisabschnitts um seine
Sehue).

Es lassen sich ither exponierte Stiitzebenen Sitze aufstellen, die
denjenigen fiir exponierte Punkte analog sind,

4 H. Bruon, Uber das durch eine belicbige endliche Figur bestimmte Eige-
bilde, Boltzmann-Festschrift, 1904, 8. 94. 8. Straszewicz, Beilrdge zur Theorie
der konvexen Punkimengen, Inauguraldissertation, Ziirich 1914.
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