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(@)=, @z —1427) pour 1 - 27 o <1 — 274 2,
i = 17 21 31 4:
YPy(2) =8 —1-42"%) pour 1—-2<2x=1;
dans le reste de Vintervalle 0 <<z = 1, définissons 9, (z) d’une telle
maniére que ;(x) e 4. Ceci est possible; pour le voir, il suffit de
remarquer que
1—27 42721 — 270 | 24 L 251 — 275,
On a '
Pie)=2""x+ 2" —1) pour mn=1,2,...;

on le voit aussitdt par induction,

Soit maintenant ¢ un nombre entier, 1 =i <4, 052 <1;
alors on a -

@) =2"@+2 —1), done 1—27<vi(x)=<1,

d’'old
va YA = 8(¥i(e) — 1 + 29 =1,
v, Ph(e) = 2-'[-;5 42— 1] =941 — 2~
donc
1— 2S¢l o, vi(e) S 1 — 27 4 2+,
d’ott enfin

Y2 91 ¥s ¥i(2) = @i(2¥ (¥ ¥ i) — 1+ 27) = gu(a),

ce qui achdve le démonstration.

Démonstration du théoréme 3¢, Posons f,(x)=0. fy(x)=1
pour 0 <z =1. .Supposons qu’il existe une fonetion @(z)e A et
deux nombres entiers et positifs #, m tels que I'on ait pour tous les zel

h@)— @I <4 AR —e @) <t
@) <4 9"@)>4.

.Sl lou avait n==m, on aurait § <} — contradiction; si l'on
avait # <m, on aurait pour 0 S <1

Pr@) =9¢"p" () <
— contradiction ; si 'on avait # > m, on aurait pour 0 Sz =<s1

P @) =" " "(x) > }

c'est-a-dire

— contradiction.
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Sur les suites infinies de fonctions définies dans
les ensembles quelconques.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer ce

Théoréme I: f,(p), fi(p), fo(p),... éant une suite infinie de
fonctions définies sur un ensemble infini E (formé d'éléments quel-
conques), dont les valeurs sont des éléments de E, il existe deuz fone-
tions de méme nature, tellés que toute fomction de la suite infinie con-
sidérée est une superposition (finie) de ces deux fonctions.

Nous démontrerons d’abord le théoréme I affaibli qu'on obtient
lorsqu'on remplace, dans le théoréme I le nombre deux per le nombre
trois 2).

Soit £ un ensemble infini donné. Comme on sait, E est une
somme d’une infinité dénombrable d’ensembles disjoints, dont chacun
est de méme puissance que K, soit

(1) E=FE + B+ By +...

Soit @(p) une fonetion (définie dans £) qui transforme d’une
fagon biunivoque I'ensemble Z en l'ensemble E;, et soit ¢~'(p) sa
fonction inverse (définie dans F).

Soit (p) une fonction définie dans £ et qui, pour tout n naturel,
transforme d’une fagon biunivoque I'ensemble E, en I’ensemble £,
et soit, pour n=1,2,3,..., ¥™"(p) la fonction (définie dans l'en-

1) C'est ce théordme affaibli qui dtait trouvé par moi d’abord, et c'est la mé-
thode de MM. Jarnik et Knichal (voir ce volume, p. 208) qui a permis d'en
déduire notre théordéme I,
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210 W. Sierpinski:
semble &, 4 E,,,-...) inverse pour la fonction ¢"(p) (n-idme
itérée de la fonetion (p)).

Soit enfin d(p) une fonetion définie dans £ de la fagon suivante.
Soit pe E: daprés (1), les termes de la série (1) étant disjoints, il
existe un nombre naturel »(p) bien déterminé (par p), tel que pe E,
Nous poserons

@) o) =Lon o™ P (p).

Soit maintenant p un élément donné quelconque de E et soit »
un nombre naturel donné. D’aprés la définition de la fonction ¢(p),
on a ¢(p)ek,;, done, d'aprés la définition de la fonction ¢, p"'p(p)e E,,
d'olt » (¢ p(p)) =n et, daprés (2):

QY p(p) =/fu 97 ¢ @ (p) = f1(p).

On a donc pour tout élément p de Z et tout nombre naturel n
la formule

(»)»

f+(p) = 39" 9(p)
et le théordme I affaibli est démontré.

Lemme. fi(p), fa(p) et fo(p) étant trois fonctions définies sur
un ensemble infini E (formé d’éléments quelconques) et dont les va-
leurs.sont des éléments de E, il existe deux fonctions @(p) et @(p)
de méme nature, telles que chacune de fonctions fi(p) (i=1,2,3)
est une superposition (finie) de fonctions @(p) et w(p).

Démonstration. Soit (1) la méme décomposition de Ien-

semble E et soit ¢(p) la méme fonction que dans la démonstration
du théoréme I affaibli.

L'ensemble B = E, +4- E; ... est évidemment de méme puis-
sance que K, donc aussi que E, et il existe une fonction g(p) dé-
finie dans Z, et qui transforme d'une fagon biunivoque Z, en R:
soit g~(p) sa fonction inverse (définie dans R).

Définissons maintenant la fonction g(p) dans E de la fagon
suivante :

8i pek, p(p)=fiyv2g(p),
Hopel, p(p)=fiv 29y (p),
sipely, @(p)=rfiw 3gy(p),
f peR, o(p)=g(p)
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Soit p un élément de E. D’aprés la définition de la fonction
y(p) on a Y3(p)e K, donc (la fonction g~(p) transformant B en E,):
ey (p)=g ' Y*(p)e By, dot (vu la définition de la fonction 1)
popi(p)ekE, et Y2oywi(p)e Ly, done, vu la définition de la fonetion ¢:

P2Yi(p) =@y ¢t (p) =11y 299 3 (p) =/, (p),
Yo (P) =Yg Y3 (p) =Ly Sgy Y g ¢ (p) = £, (p),
PP e (p) =@y g Yi(p) =Ly Sgy Y3 g~ w3 (p) = f;(p).
On a donc pour p ¢ E les formules:

L) =9 (p) fi(P)=09voui(p) fi(p)= v pyi(p)
et notre lemme est démontré.

Le théoréme I résulte tout de suite du théoréme I affaibli et
de notre lemme,

Nous allons maintenant & démontrer que le nombre deuz (fonctions)
ne peut pas étre remplacé dans le théoréme I par une.

Nous pouverons notamment ce

Théoréme I1. E étant un ensemble infini donné quelconque, il
n'existe aucune fonction @(p) définic sur E et dont les valeurs
appartiennent & E, telle que les fonctions f,(p)==p pouwr peE et
fs(p) = Const. soient des itérations de la fonction @(p) (c'est-a-dire
quil existe des nombres naturels m et u, tels que f;(p) = @™ (p) et
fa(p)= ¢"(p) pour p e E).

Démonstration, Comme on voit sans peine, les itérations
(dordre 1,2,3,...) d'une fonction & valeurs distinctes (définie sur Z,
dont les valeurs appartiennent & E) sont aussi des fonctions i va-
leurs distinctes, et les itérations d’'une fonetion qui n’est pas & valeurs
distinctes ne sont pas également i valeurs distinctes (puisque, si
f(p)=f(9), ot p==g, on a aussi f*(p)=f"(g) pour n=1,2,3,.)

La fonction f,(p) =p étant & valeurs distinetes, et la fonetion
fa(p) = Const. n'étant pas & valeurs distinctes (sur l'ensemble
infini &), il résulte tout de suite de notre remarque que les fonctions

f1(p) et f3(p) ne peuvent pas é&tre itérations d'une méme fonection.

Le théoréme II est ainsi démontré.

M. Jarnik m’a communiqué une démonstration du théordme I basée sur la
remarque 8i @(p) est une fonction (définie sur un ensemble E contenant plus
qo'un élément), telle que .p(E)==E pour n=1,2,3,., on a auesi ¢*(E)=E
pour n=1,2,8,.., et si p(p) est une fonction telle que @ (p)==p, pour pe E, on
a aussi p”(p)==p, pour pe E et pour n=1,2,8,., Il suffit donc de prendre pour
fi(p) une fonction, telle que fy(E)==E et pour f,(p) une fonction telle que f,(8) .
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212 W. Sierpinski.

La question se pose encore: ‘mofre lemme, est-il vrai pour les
ensembles E finis? C'est, comme on voit sans peine, le cas pour les
ensembles formés de deux éléments (En effet, E étant un ensemble
formé de deux éléments 1 et 2, nous n'avons que 4 fonctions
définies -dans £ et dont les valeurs appartiennent & £, notamment les
fonetions f,(z) (i=1,2,3,4), ob /(1) =/i(2)=1, fi(l)=2, £,2)=1,
AD=f@ =2 at 1) =1, £&) =2, et on & f(z) =/ f,(2) et
fu@) = f3(x) pour z e E).

Or, comme 'a démontré M. S. Eilenberg, notre lemme est
faux pour les ensembles finis contenant plus que deum éléments,

En effet, soit » un nombre naturel >3 et soit £ l'ensemble
formé des nombres 1,2, 38,..., n. Définissons dans E trois fonctions

Jfufe et f; comme il suit:
fHh =38, A@)=2 fiB)=1 filk)=Fk pour 4<k<n,
A0 =1, £i(@)=38, £8)=2 flk)=Fk pour 4<k<n,
i) =1 pour 1<k<<n.

Admettons qu'il existe deux fonctions ¢ et y définies sur K et
dont les valeurs appartiennent & E, telles que chacune des fonctions
Jfur /o et f; est une superposition (d’an nombre fini) de fonetions ¢
et . Les fonctions f, et f;, en tant qu'étant & valeurs distinetes

. sur E, ne peuvent pas étre.des superpositions que des fonctions
3 valeurs distinctes sur &, et la fonction f;, en tant que n'étant
pas & valeurs distinctes sur K, n'est pas une superposition de
fonetions 4 valeurs distinctes sur £.

Il en résulte qu'une de fonctions ¢ et vy, soit ¢, est & valeurs
distinctes sur E, et l'autre, t, n’est pas & valeurs distinctes sur E.
Donc, les fonctions /] et f; sont (sur £) des itérations de la fonction ¢,
soit fi(x) = @”(x) et fy(x) = ¢’(w) pour z¢ B, d'on

faSil@)=/f fi(x) pour =k,
ce qui est impossible, puisque f; /,(1)=2 et £, f,(1) = 3.
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Das Anfangswertproblem einer quasilinearen hyper-
bolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung in
beliebiger Anzahl von unabhingigen Verinderlichen.

Von

J. Schauder (Lwéw).

Das sgu. Cauchy'sche Anfungswertproblem fitr. eine partielle
Differentialgleichung %-ter Ordnung
dz *te

(1) F(xl,:r,,...,a'-,,, 2,..-9—.r;,.-.m...)=0

besteht bekanntlich in ‘der Liésung von (1), falls die Werte von 2
und deren Ableitungen bis zur Ordnung %— 1 einschlieBlich auf
einer # — 1 dimensionalen Maanigfaltigkeit M, ; vorgegeben sind.
Der Existenzbeweis wird mittels der Cauchy’schen Majoranten-
methode gefiihrt, die aber stark einschrinkende Voraussetzungen
erfordert. F, die Anfangswerte, sowie die diese Anfangswerte tra-
gende Mannigfaltigkeit 3, ,, mtssen in den in Betracht kommenden
Variablen analytisch sein. Nun gibt es fir partielle Differentialglei-
chungen erster Ordnung aunch andere Methoden, die keine Analytizitt
erheischen, und sich auf Voraussetzung der Differenzierbarkeit ge-
ntigend hoher Ordnung beschrinken. Fur das Folgende moge nur
die Charakteristikenmethode genannt werdes. Das Bestreben, sich-
von der Analytizitit zu befreien, ist nicht nur vom mathematischen
Interesse. Fiir normal hyperbolische ) Differentialgleichungen, mit

1) Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung F(x,,..., Zx, 2y... Dipor- 7)) =0
wird normal-hyperbolisch (kurz hyperbolisch) genannt, falls die in den Hilfsva-

n—1

riablen §; quadratische Form If",.M &/ & sich in die Normalform ,’-‘ﬁ.—-—’z £ tber-
Lk =1

fithren 1d0t.


Yakuza




