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La question se pose encore: ‘mofre lemme, est-il vrai pour les
ensembles E finis? C'est, comme on voit sans peine, le cas pour les
ensembles formés de deux éléments (En effet, E étant un ensemble
formé de deux éléments 1 et 2, nous n'avons que 4 fonctions
définies -dans £ et dont les valeurs appartiennent & £, notamment les
fonetions f,(z) (i=1,2,3,4), ob /(1) =/i(2)=1, fi(l)=2, £,2)=1,
AD=f@ =2 at 1) =1, £&) =2, et on & f(z) =/ f,(2) et
fu@) = f3(x) pour z e E).

Or, comme 'a démontré M. S. Eilenberg, notre lemme est
faux pour les ensembles finis contenant plus que deum éléments,

En effet, soit » un nombre naturel >3 et soit £ l'ensemble
formé des nombres 1,2, 38,..., n. Définissons dans E trois fonctions

Jfufe et f; comme il suit:
fHh =38, A@)=2 fiB)=1 filk)=Fk pour 4<k<n,
A0 =1, £i(@)=38, £8)=2 flk)=Fk pour 4<k<n,
i) =1 pour 1<k<<n.

Admettons qu'il existe deux fonctions ¢ et y définies sur K et
dont les valeurs appartiennent & E, telles que chacune des fonctions
Jfur /o et f; est une superposition (d’an nombre fini) de fonetions ¢
et . Les fonctions f, et f;, en tant qu'étant & valeurs distinetes

. sur E, ne peuvent pas étre.des superpositions que des fonctions
3 valeurs distinctes sur &, et la fonction f;, en tant que n'étant
pas & valeurs distinctes sur K, n'est pas une superposition de
fonetions 4 valeurs distinctes sur £.

Il en résulte qu'une de fonctions ¢ et vy, soit ¢, est & valeurs
distinctes sur E, et l'autre, t, n’est pas & valeurs distinctes sur E.
Donc, les fonctions /] et f; sont (sur £) des itérations de la fonction ¢,
soit fi(x) = @”(x) et fy(x) = ¢’(w) pour z¢ B, d'on

faSil@)=/f fi(x) pour =k,
ce qui est impossible, puisque f; /,(1)=2 et £, f,(1) = 3.
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Das Anfangswertproblem einer quasilinearen hyper-
bolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung in
beliebiger Anzahl von unabhingigen Verinderlichen.

Von

J. Schauder (Lwéw).

Das sgu. Cauchy'sche Anfungswertproblem fitr. eine partielle
Differentialgleichung %-ter Ordnung
dz *te

(1) F(xl,:r,,...,a'-,,, 2,..-9—.r;,.-.m...)=0

besteht bekanntlich in ‘der Liésung von (1), falls die Werte von 2
und deren Ableitungen bis zur Ordnung %— 1 einschlieBlich auf
einer # — 1 dimensionalen Maanigfaltigkeit M, ; vorgegeben sind.
Der Existenzbeweis wird mittels der Cauchy’schen Majoranten-
methode gefiihrt, die aber stark einschrinkende Voraussetzungen
erfordert. F, die Anfangswerte, sowie die diese Anfangswerte tra-
gende Mannigfaltigkeit 3, ,, mtssen in den in Betracht kommenden
Variablen analytisch sein. Nun gibt es fir partielle Differentialglei-
chungen erster Ordnung aunch andere Methoden, die keine Analytizitt
erheischen, und sich auf Voraussetzung der Differenzierbarkeit ge-
ntigend hoher Ordnung beschrinken. Fur das Folgende moge nur
die Charakteristikenmethode genannt werdes. Das Bestreben, sich-
von der Analytizitit zu befreien, ist nicht nur vom mathematischen
Interesse. Fiir normal hyperbolische ) Differentialgleichungen, mit

1) Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung F(x,,..., Zx, 2y... Dipor- 7)) =0
wird normal-hyperbolisch (kurz hyperbolisch) genannt, falls die in den Hilfsva-

n—1

riablen §; quadratische Form If",.M &/ & sich in die Normalform ,’-‘ﬁ.—-—’z £ tber-
Lk =1

fithren 1d0t.
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denen wir uns weiterhin beschiftigen werden, steht das sgn, Huy-
g hens'sche Prinzip bekanntlich mit den Analytizititsforderungen im
Widerspruch und kann nur im reellen Gebiete auf Grund gewisser
Differenzierbarkeitsannahmen erkliirt werden.

Ftr partielle Differentialgleichungen von hoherer als erste
Ordnung ist heutzutage keine allgemeine Methode bekannt, die nur
mit Differenzierbarkeitsvoraussetzungen arbeitet. Zwar gibt es nach
Beudon, Goursat, Hadamard®) eine Charakteristikentheorie,
doch man weif nicht, wie man diese zu Existenzbeweisen aus-
nutzen soll.

Einen groflen Schritt vorwirts verdankt man diesbeatiglich
H Hans Lewy?). Dieser zeigte, daB die Ltsung des Anfangs-

wertproblems ftir eine nichilineare hyperbolische Differentialgleichung
zweiter Ordnung

@) F(my,2,p.qm81=0 ,

in zwei unabhi#ngigen Variablen auch dann moglich ist, wenn man
die Analytizitdt fallen laBt. Ja sogar mehr: die Lisung des Problems
wird mittels der Charakteristikenmethode erhalten. Zu erwthnen
wiire noch, da K Friedrichs und H. Lewy#) in einer ge-
meinsamen Arbeit dieselbe Methode auf hyperbolische Differential-
gleichungen hgherer Ordnungen in zwei unabhingigen Veriinder-
lichen angewendet haben. Die Ubertragung dieser Methode auf Dif-
ferentialgleichungen in mehr als zwei unabhingigen Variablen ist
nicht gelungen.

Fur lineare hyperbolische Diﬁ'erentialgleichungeu

ZAu(xn X)) 5 Qz 9z, +ZB_1(¢1, 97,.) 9z +C(‘”w @) U=F(,,..2,)

L=l

bei beliebiger Anzahl von unabhanglgen Variablen entwickelte Herr
J. Hadamard eine Theorie ?), die nicht nur das Cauchy’sche
Problem, aber auch viele andere 15st. Sie beruht auf Konstruktion
einer Grundlgsung und Benutzung einer Reihe von anderen ihm

%) Vgl. J. Hadamard, Le probléme de Cavchy et les dquations aux deriveds
partielles lindaires hyperboligues, Paris (Hermann) 1932, .

3) Math. Ann. 98 (1928), 8. 171—191.

¢) Math. Ann. 99 (1928) 8. 200—201. Dasselbe Problem (auch in zwei unab-
h#ngigen Variablen) wird von F. Rellich nach der Rismann'schen Integrations-
methode behandelt [Math, Ann. 103 (1930)].
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eigentimlichen tiefliegenden Hilfsmitteln, z. B. der sgn. partie finie.
Eine andere Methode zur Losung des Cauchy'schen Problems bei
hyperbolischen, linearen Gleichungen findet man in der gemeinsamen
Arbeit von R. Courant, K. Friedrichs und H. Lewy %) tiber
Differenzengleichungen der mathematischen Physik. Kine entschei-
dende Rolle spielen dabei gewisse Abschitzungen, die schon frither
verwendet wurden ¢).

In der vorliegenden Arbeit wird daz Caunchy’sche Problem
fir hyperholische quasilineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung bei beliebiger Anzahl von unabhiingigen Variablen gelost, falls
nur die in Betracht kommenden Funktionen gentigend hoch diffe-
renzierbar sind. Es sei bemerkt, daf H. Friedrichs bereits im
Jahre 1930 einen fiir die allgemeinste hyperbolische Differentialglei-
chung geltenden, mit Differenzen operierenden Beweis signalisierte.
Eine Verdffentlichung blieb aus 7).

AulaBlich meiner Vorlesungen tiber hyperbolische Differential-
gleichungen im Wintersemester 1933/34 suchte ich also den Beweis
selbst in Angriff zu nehmen und aus den diesbeztiglichen Uberle-'
gungen ist die vorliegende Arbeit entstanden 8). Die Durchftihrung
aller Einzelheiten gelang nur bei quasilinearen Differentialgleichungen
und die Erledigung des allgemeinen Walles ist weiter erwinscht.

Ich komme nun zu einer kurzen Inhaltsangabe.

Ich war darauf bedacht, im Gebiete der Differentialgleichungen
zu bleiben. Bei Anwendungen der ,& prori Abschitzungen fir
lineare Gleichungen ergab sich gleich am Anfang eine Schwierig-
keit. Die Schranken fir hohere Ableitungen, so wie sie sich durch

5) Math, Ann, 100 (1928), 8. 32—74, Uber partielle Differenzengleichungen
der math. Phys.

6) K. Friedrichs und H,Lewy, Uber die Eindeutigkeit und das Abhdn-
gigkeitsgebiet der Lsungen beim Anfangswertproblem linearer hyperbolischer
Differentialgleichungen, Math, Ann, 98 (1928). Solche Abschitzungen wurden vom
etwas mehr physikalischen Standpunkte im Falle der Maxwell'schen Gleichungen von
A.Rubinowicz angewendet, Phys, Zeitschr. 27 (1926), Math. Ann. 96 (1927),

7) Wie mich H. Friedricha bei unserer Zusammenkunft withrend des
Ziricher Kongresses (1932) informierte, sollte der Beweis Abschiitzungen obiger
Art [vgl. FuBnote %)] stark ausnutzen. Vgl. auch K, Friedrichs und H. Lewy,
Uber fortsetzbare Anfangsbedingungen bes hyparboluchm thfsrmtmlgleochungm
in drei’ Verdnderlichen, Gutt. Nachr, 1932, 8, 185—148.

%) Die Hauptresultate wurden in der Sitsung vom 18,1 1984 der Poln, Math,
Ges, (Abt. Lwéw) mitgeteilt,
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robe Differentiation erzielen lassen, sind nicht scharf genug. Bertick-
sichtigt man nimlich nur diese Schranken bei nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen, so fill man gleich ans der Funktionenklasse
heraus. Dies ist eine bekannte Erscheinung, die sebr oft zutrifft,
wenn man bei partiellen Differentialgleichungen z B. mit sukzessi-
ven Approximationen arbeitet. Im Kapitel I wird nun in dieser
Hinsicht gezeigt (§§ 5—7), daB sobald man zur Abschitzug gens-
gend hoher Ableitungen kommt, man tiber die diesbeztiglichen GriBen
(Koeffizienten) Voraussetzungen machen muB, die weniger einschrin-

kend sind, als dies zu vermuten wire. Zwischenbetrachtungen tiber °

lineare Gleichungen mit analytischen Daten ist Kapitel II gewid-
met. Im Kapitel III wird zur Behandlung nichtlinearer Differen-
tialgleichungen geschritten. Um ein ,Herausfallen aus der Klagset
zu vermeiden, war auch hier Vorsicht geboten. Inshesondere mufte
das Definitionsgebiet der Funktionen 2, sowie die zur Konkurrenz
zugelassene Funktionenklasse sorgfultiz gewihlt werden.

ERSTES KAPITEL,
Abschiitzungen fiir lineare hyperbolische Differential-

gleichungen.
"§ 1. Sei W,9) ein n—dimensionaler, etwa durch die Ungleich-
heiten o, <<#,<<a (i=1,2,..., n) ndher bestimmter Quader, b,_,

seine untere, der Glleichung #,==a, entsprechende Basis, Sy, @3y )
eine in W, erklirte und dort wenigstens #-mal stetig differenzier-
bare Funktion, D, f das Symbol fiir irgendeine partielle Ableitung
k-ter Ordnung von f. Wir wollen mit einigen Hilfssiitzen beginnen,
deren Beweis keine Schwierigkeit bereitet, die aber im Folgenden
wiederholt benutzt werden.

Hilfsatz I Aus der Voraussetzung

) f.../[D,f]'dzl.., do, <<M2, (k=0,1,... n) )
folgt im 'ganzen w, -
@) If(P)|<<C- M,

*) Die Formeln und Paragraphe werden in jedem Kapitel neu numeriert,
Falle au eciner Stelle die Formeln aus vorhergehenden Kapiteln bemutst werden,
80 wird das immer vermerkt, :

%) Diese abgektirste Schreibweise soll fol

gendermafen verstanden werden:
Alle ftir festes k(k = 0, 1

) sich ergebenden partiellen Ableitungen Dy f sollen
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wobei C = ji11 ( 1 — -+ VZi,— a,) und P einen Punkt aus W, be-
f=1 Vaz—' a;
zeichoet. )
Der Beweis ergibt sich leicht aus der Induktion nach n (Anzahl

der unabhingigen Variablen), indem man beachtet, dall in jedem
Querschnitie z; = Const. von W, eine zu (1) analoge Ungleichheit
z P
bestehen mufl mit der Konstante (VTLT'H/‘—H‘”"I) M* statt M2,
4y —a
Die in der Formel (2) ausgedriickte Behauptung hat den Nach-
teil, daB die Abschitzungskonstante C unéndlich groff wird, falls wir
wenigstens eine Seite @,—a, Null werden lassen. Man kann aber
ebenso leicht beweisen 1) . '
Hilfssatz I'. Wird neben der Ungleichheit (1) die Ungleichheit

(4) f(P)<p;  Pebuy
als erfiillt voraugesetzt, so gilt fir PeW,

n—1
1 e\ —
(5 P < et |a,—a,) i+ Va,—a,) M; PeW,.
® I )'\,]_,I(Va,—a, A
Die rechts in () vorkommende Konstante .

n—1
o= JI (=, +o—a) et Vo=a
i1 a;—ay
bleibt endlich, wenn die Basis b, ; festbleibt (und avech u) und nur
die Hthe A =a, — a, nach Null konvergiert. :
Hilfsatz IT 12). Sei r eine gegebene natiirliche Zahl, Es gibt
dann eine natiirliche Zahl ¢
(6) g= ), r<y,

der in Betracht kommenden Ungleichheit geniigen.

Zf...f[u,f]a dev,... dotx
w

eine Summation iiber alle muglichen Ableitungen der Ordnungen von Q bis s
Demgegeniiber benutzen wir das Zeichen

T da, ... day
wa /[D,,f 2

fir eine Summation der festen Ordnung k. .

11) Die Wichtigkeit des Hilfasatzes I’ wird uns erst im Kap, III klar. ,

13) Nar einen solchen Hilfsgatz brauchen wir, Aus den bekunnten ’l‘lo n.ellx stfhen‘
Untersuchungen (Sulla rapprasentazione analitica delle funzioni di piu voriabli

Weiter bezeichnen wir mit
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die folgende Eigenschaft besitzt: Jede in W, g-mal stetig differen-
zierbare Funktion u(zy, y,...,%,) 148t sich als Grenze von Poly-
nomen p,, derart darstellen, daB fur j<Cr die Grenzberginge

4 lim D, p, = Dyu;

n—00

J=0,

in W, gleichmibig geschehen.

Auch hier tiberlassen wir den einfachen Beweis dem Leser. Es
wird wieder Induktion nach n angewendet und zuletzt vom Weier-
straB'schen Approximationssatze stetiger Funktionen einer Variablen
Gebrauch gemacht.

Die folgende Bemerkung zum Hilfssatz II wird noch
benutzt %) Falls die zu approximierende Funktion u sowie ihre
Ableitungen bis zu Ordnungen » einschlieBlich sich auf der Basis b, ,
zu Polynomen in den Variablen &, zy,..., z,, reduzieren, so kann die
Approximationsfolge der Polynome p,, so gewthlt werden, daB auf &,

(8) Dj p,,,(xl e Dj (xli Loyeres Tponyy an);

m=1,2,.

(] xn—li )
iI<r—1
wird.

§ 2. Zu dem Inhalte des § 1 machen wir nun die folgende
generelle Bemerkung. Sei &, ein regelm#figer Pyramidenstumpf 14),
dessen untere grofere Basis ein in der a,=2f, Ebene gelegeuner (n—1)-
dimensionaler Wtirfel ist. &, kann durch analytische umkehrbar
eindeutige Abbildung sofort in einen Quader W, tbergeftihrt werden.
Sei n#mlich ¢ die Kantenlinge der groBeren Basis b, ,, « der
Neigungswinkel der Mantelfliche zu b,.;. Die Abblldung 148)

9 Ty = &,
Z;

x,=a ; ikn

7 (z, —a}) sin e

leistet das Verlangte. Dabei geht jjede Ebene x, = Const. in sich

reali, Rend, del. Circ. Math. di Palermo XXIX (1910)) itber Approximation (durch
Polynome) von Funktionen mehrerer unabhingigen Verinderlichen liefien sich
fast sicher genauers Approximatioﬁul&tzo gewinnen.

13) Vgl. Kap, II § 8, Abschn. 29,

) D, h, alle Beitenflichen sind zur Grundfiiche gleich geneigt, Die obere
Basis verliuft zu der unteren parallel. Die Wahl der Figur ist im hohen MaSe
willkiirlich. Ein Kegel wiirde dieselben Dienste leisten.

14} Der Basismittelpunkt habe die Koordinaten 0, H

0y 0, B

0,.
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tber und wird nur gestreckt. Die Hilfasiitze I, I, I (und Bemerkung)
bleiben also richtig, wenn man in ihrem ganzen Wortlaut tiberall W,
durch &, ersetzt, die Voraussetzungen beibehilt und die entsprechenden
Behauptungen wie folgt ausspricht:

Hilfssatz 115), Es gibt eine Konstante C so, dafl

(10) IfP)<C-M; Ped.

Die Konstante C wird wunendlich grof, falls die Dimensionen
von &, nach Null konvergieren.
Hilfssatz I'. Es gilt dann

(11) fPI<(C+w¥; Ped,

Wird die Grundfliche 4,_, und der Neigungswinkel a der Mantel-
flache zu b, , festgehalien, so bleibt O’ beschrinkt 1%), wie klein
wir auch die Hohe von &, annehmen.

Die anderen Hilfssitze bleiben ungesindert (nattrlich nach Er-

‘setzung von W, durch &,). All dies ergibt sich durch Anwendung

der Transformation (9).
§ 8. Vorgegeben eine normal-hyperbolische Differentialgleichung
in n- Vemnderlichen

(12) Zﬁm(%’ P)

k=1

ax 9&7 +231mh 75'7)3 -+ C(@y oy T 4 ==
=I(m1,...,:b,,).

Wir erinnern in diesem Paragraph an eine wichtige Abschitzung,
die man K. Friedrichs und H. Lewy 7)) verdankt. Zu diesem
Zwecke miissen wir aber zuerst genau die Voraussetzungen prizi-
sieren, unter welchen diese besteht.'

Voraussetzung:

[a'] Aa, B, C sollen in einem Pyramldenstumpf &,  — von der am
Anfang des § 2 erklirten Art — stetige Ableitungen erster

15) Wohlverstanden, jedesmal kommt dis entsprechende Voraussetzung hinzu
(vgl. Seite 216 Zeile 29—30 und Seite 217 Zeile 13—15).

16) Die Konstante ¢/ kommt erst im Kap. III vor.

11) Es folgt daraus der Eindeutigkeitsbeweis fiir eine beliebige nichtlineare
hyperbolische Differentialgleichung, Denn sind z,, 2, zwei Losungen mit denselben
Cauchy'schen Anfangsdaten, so genilgt 2, — 2, einer linearen, homogenen Qlei-
chung mit den Anfangesdaten Null,

19) Zum Inhalte des § 3 und im wesentlichen anch des § 4 vgl. die Fugnoten ©)
und 7).
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Ordnung besitzen. Dabei mdgen die genaueren Abschitzungen
(18)  |Aul< My, |BISMy, [CISM;, D Ax <M,

bestehen. F' sei stetig.

(3] Im Mittelpunkte O der groBeren unteren Basis b, , von &,
sollen weiter (der Einfachheit halber) A,(0) sich auf

(14) 44(0)=0 fur ik, A4,,(0)=1,
reduzieren,

Uberdies moge die Losung von (12) in &, wenigstens als 2-mal
differenzierbar angenommen werden,

‘Behauptung Sobald die Seitenlinge ! der Basis b, , kleiner
als eine passende Zahl /,(M,), der Neigungswinkel ¢ der Mantel-
fiiche zu b, , kleiner als ein entsprechendes @,(M;) und die Hohe k
des Pyramidenstumpfes &, kleiner als h,(M,) werden, in Zeichen:

(16) ISLM); a<<ag(My); h<Sho (M) 1)
bestehen in &, die Abschitzungen

19 f@ fg‘ (%%)'dxl...dmn<
(M) f f [ ( )-}—u’]dxl Jdz .+ f f P dx,.. dx,,}

Fiir die obere (klemere) Basis b,_, von &, gxlt

f fz (9u) @y... dz,, rechte Seite in [1'],
bpy

unter C;(M;) eine nur von M; — vgl. Formel (13) — abhingige
Konstante verstanden.

Bemerkung. Die Abschitzungen [1!] [21 gelten auch fiir
jeden kleineren Pyramidenstumpf &;( &,, der ,parallel“ zu &, liegt.
In den Formeln [11] [2!] mussen dabei &,, b,_, ete. durch entspre-
chende GrtBen von & ersetzt werden.

§ 4 Wir wollen nun aus diesen Friedrichs-Lewyschen
Ungleichungen weitere Schlisse ziehen. Zunsichst ist es klar, da8

%) Die drei hier eingefiihrten Funktionen 1,(M,), «,(M,), h,(M,) kommen
weiterhin erst im Kap, IIT vor.

4,(0)=—1 fur ikn
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men durch Differentiation von (12) und Benutzung der oben ge-
nannten Abschitzungen die Schranken auch fir hthere Ableitungen
bekommt. Es erweist sich aber. daf man dabei bescheidenere Vor-
aussetzungen Uliber die Koeffizienten machen muf, als es auf den
ersten Blick zu erwarten wire. So z. B, geniigt es, um ein Analogon
der Formeln {11] [21] auch fur die zweiten Ableitungen zu erhalten,
die Koeffizienten folgenden Bedingungen zu unterwerfen:

(a?] Alle Koeffizienten und Z' sind einmal stetig differenzierhar
and tberdies: '

(16) [Aik|<]’[1’ |Bj\<Mu |O|<1Wn IDlAlklgM
(1%) ID,B|<M, |DC<HN,
|5%] Identisch mit [b'] des § 3.

Uberdies moge u dreimal stetig differenzierbar sein.
Behauptung.

[12]2'f f(c'-)x,a:r,,) day.. d, < C, (My, M) {f f[ (Du)p+

Lkal

+2(Dgu)’+u2] dxl...dz,,_l—{-f,,_f [F' +2(D1F)‘4]}
8,
[2%] 2/"'/(1)2 u?dz, ... dx, , << rechte Seite in [11].

9 : . .
Setzt man nimlich 3= bw 80 brancht man nur die Frie-
X

drlehs-Lewy sche Methode auf das durch Differentiation von (12)

nach allen Variablen z,,..., z, entstehende System anzuwenden. All-

gemeiner kommt man &uf diese Weise zum folgenden Ergebnis:
Voraussetzung:

(ae*] Ay, B, C, F sind ¢-mal stetig differenzierbar, wobei die
Ungleichheiten (16), (17) bestehen. Uberdies besteht:

(18) |D, 44| <M,, |D,B|<M,, |D,CI<M, fur 2<s<e.
[betY] Identisch mit [b'] des § 3.
Die Lisung ist o -~ 2-mal stetig differenzierbar.
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Behauptung. o
e f f[ (Dy)?|dasy... da, <
im0
et
9+1(M1aM2 f f[ D;.u Jd¢1---dxn—x+
1 Aot
+f /[ D,,F)z] dz,... da',,}.
LT
etl
[2¢+1] f f [2 (Dh'“)l] day... dz,_y < rechte Seite in [1e+],
Tn—l h=0 '

§ 5. Die in den Formeln [1¢+'] [2¢+'] vorkommenden Konstanten
Cora(My, M;) héingen auch — wie dies angedeutet wurde — von
@+1 ab, d. h. von der Ordnung der zu abschiizenden Ableitungen
von u. Dagegen ist der Bereich, in welchem diese Abschitzangen
vorgenommen werden, d. h. der Pyramidenstumpf &, von ¢ unab-
hiingig. Mit anderen Worten: Wird die Kantenlinge der Grund-
fliche b, ;, der Neigungswinkel ¢ und die Hhe 4 der Beziehung (15)
unterworfen, d. h. nur als von A4,, B, C selbst und deren ersten
Ableitungen [vgl. (13)] abhiingig angenommen, so braucht &, weiter nicht
mehr gedndert 2u werdey. In demselben in § 3 nher erklirten &, gelten
dann ohne weiteres auch die anderen Abschitzungen und Formeln
[let!] [2e4!], Diese Tatsache ist von grofier Wichtigkeit fir die
folgenden Betrachtungen, insb. die des Kap. Il und III Fir diesen
Tatbestand wollen wir manchmal die Schreibweise &, = &, (M,) be-
nutzen. Endlich besteht die am Ende des § 3 gemachte Bemer-
kung in derselben Fassung auch fir die Formeln [1¢+], [2¢+1],

§ 6. Auf die in § 4 skizzierte Weise werden die Ableitungen D, u
nur bis zu Ordoungen j<Cn -2 abgeschitzt. Es ist nun fur das
Folgende wichtig zu wissen, daB sich die notigen Differenzierbarkeits-
voraussetzungen iiber die Koqfﬁzwnten noch weiter einschranken lassen,
wenn es sich um hGher e Ableitungen handelt. Es gentigt dann nitmlich
fr gewisse Ableitungen der Koeffizienten keine Abschitzungen der
Form a¢ [vgl. § 4] vorauszusetzen, sondern nur solche, die die Beschrin-
kung gewisser Integrale aussagen. Wir wollen uns priziser ausdriicken,
Es handle sich z B. um eine Ableitung der Form Dyyou mit 0223
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(n ist die Anzahl der unabhingigen Variablen). Differenziert man (12)
n-4¢—1 mal, so erhilt man *?)

n ot 9
19) 3 ugmg Prves it JDiAug, [Dryea +

=
a a
+ 2, BJ'E{.[DHQ—”‘] =0, s=12,.., Spyp
J

Dabei ist (25‘1 eine Summe der Gestalt

1 ntp-1
(20) @,= 2 Dy A Dypypprsu+ 2 Dy A Dysgprnte—+
nt1 o1 he=ntd b

+ 3 D.B .U,,,,_(,_,,u—}—z,' D, B Dy +2'D,,C Dypprstit
=1 B2

nto—1

+ Y DyC-Doypr s+ Dy F.
Ben4-2

Die Schreibweise in den Formeln (19) (20) bedarf noch einer
Erlauterung. (1Y) ist ein System von Differentialgleichungen fir die
verschiedenen Ableitungen D, yu der Ordnung #+- ¢—1. s durch-
luuft hier also alle natiirlichen Zahlen aus dem Intervall 1,..., S,y, .,
unter S,,+‘,__, die Anzahl der Ableltungen [einer Funktlon von n
Vertinderlichen] (- ¢ — 1)-ter Ordnung verstanden. Wenn weiter
bei einer Ableitung kein Index oben hingeschrieben wird ), der
diese Ableitung niher kennzeichnen wiirde, so bedeutet dies, dal
eine solche priizisere Festsetzung belanglos ist. Endlich ist eigentlich,
wie dies aus der Leibnizschen Regel folgt, jeder Faktor in @,
[vgl. (20)] der Gestalt D, 4,. D,u ete. mit einer ganzen Zahl als
Koeffizient zu versehen. Auch dies haben wir der Bequemlichkeit
halber unterdrtickt, da man sich die Summation entsprechend oft
wiederholt denken kann.

Man setze jetzt voraus:

[a] Identisch mit [a"+?] des § 4.
(€3] f f (D A+ (D BY + [ O} dy... da, < My
I 2gm<Ceo— 1L

%) Eigentlich sollte tiberall @, 8=1,8,..., Sipo-1 (statt &) geschrieben
werden,
*) 2. B, D, di, Dy, etc.
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Uberdies mége die Lsung u von (12) n -+ ¢ 1-mal differen.
zierbar und zugleich Formel (14) erfullt sein, die uns den hyper-
bolischen Charakter von (12) sichert.

Behauptung ).

[Te] f...f[D,,ﬂ it do... da, <
e
< T, M,){i; f f (D s da,... dony +

J=0 "ty g
nto~1

+3y / f (D, F}? day.. da:,,}

J=0

{II¢] f f (Dnyou]*da, ... dw, o < rechte Seite in [I¢].
L=
Beweis. Es gentgt nach dem Ergebnis des § 3 zu zeigen,
dad f f (@,)*dw, ... dz, — vgl. [1!] — eine passende Abschtzung

besitzt. Diese Abschitzung wird nun mit Benutzung von [a] [¢b]
durch Induktion nach ¢ gewonnen. Man setze zu diesem Zwecke
P,= DY 4 !D"?),* wobei [vgl. (20)] '

ntl n4l

@1y 8P= ¥'Didu: Dupprrsts+ Y DiBy Doppsti+

k=3 Bl
ntl

+2 D, O’Da-{-‘,—l—h“ +Dn+(>—-l F,
© k=m0
nto—1 "+Q—'l
(21), o9 —2 D, Ay D ntoH1—h U + 2 D, B;-D nto—n U +

h=nia Amni2
nt+o—1

+2 D,C. D..+9 <1—n Y

A n-f-2

*) Enst mittels der Ungleichheiten [I¢] [II¢] und [Be] der §§ 6, 7 ist es mir
gelungen den Beweis fir quasilineare Gleichungen durchzufithren, Meine Bemii-
hungen diese Ungleichheiten so zu verschirfen, daB auch die Erledigung des
allgemeinsten Falles ermiglicht wird, blieben erfolglos,
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ist und bemerke, daB wegen der Voraussetzung [a] = [a"t?] die Ab-
schatzungen [1*1%] des § 4 bestehen, d. h: '

(22) f f [ (D,,u)'] adzy... do, <

k=0

< T, iy) f S [ (Dhu)-] doy... doyoy
+ f f [Z(D,,F)]dxl dx,,}, |

=0
. n42
und eine #hnliche Abschitzung ftr f f [Z(D,,u)’J dz,...dz, .
P ) '

n—1

Nach Hilfssatz I folgt aus (22)
(28) Max [u] + ¥ Max | Dyu] + ¥ Max|D,u| < rechte Seite in (22).
G, g, & '

Wir konnen nun mit der Induktion beginnen. Wir setzen zu-
niéichst ¢==3 in D, u [die niedrigeren Ableitungen sind wegen (22)
bereits abgeschitzt worden] und betrachten @{’: vgl. Formel (21),.
Alle dort vorkommenden Ableitungen der Koeffizienten: |Dy4,],...
|Dynys C| 8ind wegen Voraussetzung [a] des § 6 < M, -} M,, wihrend
die entsprechenden Ableitungen Dyu, D 4,..., D,au den ,Integral-
bezichungen® (22) geniigen. Somit 23)

@24) f f (OPP da .. do, < O, M) f f Z(D,,u)'
) 2 k=0
+ f S 2 @7y}

k=0

Demgegentiber ist in (Dg” fur die Ableitungen der Koeffizienten
nur eine Integralabschitzung vorhanden — nach Voraussetzung [3]
dieses Paragraphen, — wihrend die Ableitungen D,u, D;u, 4 = Dyw

nach (23) eine , dbsolutabschitzung® zulassen. Man erhilt

M) Von pun an wollen wir Ofters die Integrationsdifferentiale unterdricken,
da tiber &, nur ein n-maliges und fiber by1, 3,...; ein (n — 1)-maliges ' Integral

. su erstrecken ist,

Fand ta Math ticae, T. XXIV. . 156
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nts
(25) f...f[qj@]n da,.... dw, < C(M,, M) ‘f...fZ(p,, L
&, by g ko

n+42

+f...f2‘(p,,p)a}.
&; k=0

" Wird nun die Abschitzung [1!] und [2!] des § 3 auf die Glei-
chungen (19) mit ¢ =3 angewendet und dabei (24) (25) benutzt, so

ergeben sich unmittelbar die Formeln [I%], [II8].
Jetzt setze man ¢ =4. Nun erweist sich, daf in &P alle Ablei-
tungen der Koeffizienten: D; 4, ete. (j = 0,1,...,7n-1) eine Ab-
solutabschitzung und die Ableitungen D, s%,..., D, % — wegen des

eben bewiesenen Falles ¢ = 3 — eine Integralabschéitzung zulassen;

daraus folgt eine Schranke fiir f e f [@}]*. Dagegen bekommt man

bei Betrachtung von @ fiir D,,_,_;A,,, eevy Dyyy Ay etc. eine Integral-
abschiitzung wegen Voraussetzung [45], wihrend umgekehrt |Ds uf,
|Dyul, [Dyu|, |u| nach Hilfssatz I und der bereits fir o — 3 ge-
wonnenen Abschitzung eine leicht bestimmbare absolute Abschitzung
zulagsen. Auch fir f e f [@P]1 folgt also daraus eine Abschitzung,
7,
Im Ergebnis gelangt man zu [I4], {II4] Der Leser wird sich nun
selber leicht orientieren, wie man weiter verfahren mus.
Wichtige Bemerkung. Auch hier [wie in § 5] hangt die
Gestalt von &, nur von den Schranken der Koeffizienten selbst und
ihrer ersten Ableitungen ab. :
§ 7. In allen Abschutzungsformeln der §§ 3, 4, 6 kommen rechts

Integrale / f [Dyu]* vor, genommen entlang der unteren Basis.

y—y
Man muB aber beachten, daB nicht alle diese Ableitungen vorge-
geben sind. Bei dem uns interessierenden O auchy’schen Problem

sind gegeben:' @) u(z,, Tyyees Bnyy Zy) = @ (T, Tay-.., Fpy) und
B) %—u(x,, Byyeors Bpyy X)) = P(2y, 7y,..., @, ,). Dabei wird vor-
dusgesetzt, daB die Ableitungen von ¢ bis zu etwa r-ter Ordnung
einschlieflich (nach 2, z,,,.., 2, ;), withrend diejenigen von ¢ bis
zu (r—1)-ten existieren und in 5,_, stetig sind. Alle anderen Ab-
leitungen D;u auf b, , — die also weder die Form D, @ noch die

icm
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Form D, besitzen — mtissen aus den tiber @, ¢ wie auch tber
Ay, B, C gegebenen Daten durch Differentiation der Gleichung (12)
bestimmt und abgeschitzt werden. Um dies zu ermdglichen, fiigen
wir zu den in den vorhergehenden Paragraphen angefithrten Vor-
ausgetzungen noch folgende hinzu

nto—2
...fZ[D,,Aik]’gM,

he=n-2

(Ve]

L
und Bhnliche Abschitzungen auch fir die anderen Koeffizienten.
Es erweist sich dann:

Behauptung. N
n+o nte
o) &< oun il [ Z s

Ilvf-p-——l n+g-—-2
+[of Fwar+ 3 [ 10,7y}
by_y k=0 r=0 Yo, 4
Beweis. Zuerst folgt ans der Voraussetzung [a] des § 6 durch
unmittelbare hochstens n—}-1-malige Differentiation der Gleichung (12)
n+8

(26) f...ffwhur@wnM,>{f.-.f2[m1'+

h=0
n—1 A=0 =

n+42 n4l
+3 [ fmer+ .. [ Sy

At by by A=

Es gentigt also die Behauptung [Be] nur im Falle ¢>3 zu ve-
rifizieren. Aus (26) folgt durch Anwendung des Hilfssatzes I

4

@17) Y Max | Dyu| < rochte Seite in (26).
hmo 1

Um den allgemeinen Fall zu erledigen, benutzen wir wieder
vollstandige Induktion. Wir nehmen also an, [B¢] wire schon be-
wiesen und wir wollen [Bet!] verifizieren. Es handle sich also um
eine Ableitung D, 4, %, in welcher etwa genau eine. s-malige Dli.fe-
rentiation nach z, vorkommen mdge. Verstehen wir unter 4; eine

Differentiation nur nach den Variablen ;, %;,..., ®,—, 80 hat also
Dy otr die Form o
(28) Dn+¢+l U= An+¢+1—-:'§;;-

16*
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Wir nehmen nun an, daf fir s’ <s die Abschitzung

(29) f . f [A,M_,. g’;;‘,]'g o(M,, M,){ f f EJ‘r[IDh o] +
+§$[°--flﬂb¢1’ +f...f3;1[1>,,1«"]-}.

bereits als richtig erkannt wurde, und wir kommen zum Falle s.
Schreiben wir die Gleichung (12) in der Form

' P?u_ ¢ My du
(30) Aunb"m_:"— %' AHW—ZBIH — Cu+ F

‘und differenzieren (30) #n—¢ +1 —2-mal. Dann ergibt sich
. (31) 'AM Dr'l+9+1“ = '—2 -D] A,y Dn+9+1~j U ‘—2 Dj A,,,. * Du+‘,+1_,u -—_

. n , ntl lgenttl n n+2-s}‘a+9-l
A\ 4
- 2: 2 D/*‘}a . Dn+¢+l—ju - 2 2 D;Ay- Dn+e+1—ju +""Du+g—1F'
k=1 jm0 i km) Sznd2

Zu der in (31) benutzten symbolischen Schreibweise sind zuerst
alle diejenigen Erklirungen hinzozuftgen, die im § 6 anliBlich der
Formel (20) gemacht wurden. Das Zeichen’rechts in (80) bedeutet

* daB (4, k) 3= (», n). Somit soll uns das Zeichen'rechts in (31) daran,
erinnern, dafl in den dortigen Gruppen 3 und 4 in jeder Ableitung der
"Form D,,h,.,_lu die Differentiation nach x, hochstens s — 1-mal aus-
gefthrt wird. An der Hand von (31) schliefen wir nun folgender-
‘mafen. In der ersten Grappe rechts.in(31), d. h. in 'glb,A,‘,,-D,,ﬂ,_,_,_,u,
sind alle Ableitungen D, von niedrigerer Ordxi:ng als n-4- o1
und also nach Induktion bereits abgeschitzt, wahrend fur D,4 ’
wegen j<{n—+1 nach Voraussetzung [a] des §‘6 eine Abst/)lu::
abschitzung besteht. In der zweiten Gruppe rechts in (81) ist es

gerade umgekehrt: fir D, 4,, gilt wegen j=>n-+2 die neue Zusatzvor-

aussetzung [ Ve+!], d. h. eine Integralabsehitzung fur f . f (D, 4,
1 o lidaiin | ” e

und gleichzeitig in Beachtung von j>>n <+ 2 die bereits als bewie-
sen’ angenommene Formel [B*tet'~/), enauer: es kommen in der

zweiten Gruppe folgende D, u vor:

'Do—-lu) -D‘,_zu,... .D, U,
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Da nun [B¢] bereits besteht, so kénnen nach Hilfssatz I alle
diese Ableitungen sogar absolut abgeschitzt werden. In der dritten

n ntl
Gruppe “E_’l j:‘.:‘) D; Ay Dyyopryu sind nur — was bereits gesagt

wurde — solche D,u vorhanden, in denen die Differentiation nach
x, hochstens s— 1-mal vorkommt. Sie sind abschitzbar (Induktion
nach s). Endlich ist die vierte Gruppe, so wie die zweite zu behandeln.

ZWEITES KAPITEL.

Einige Eigenschaften der Lisungen linearer hyperbolischer
Differentialgleichungen.

Hier werden wir uns mit einigen Differenzierbarkeitseigenschaften
der linearen hyperbolischen Differentialgleichungen beschiftigen. Die
Tatsache, daB fur solche Differentialgleichungen sich das Cauchy’-
sche Problem lssen 148t, wenn auch die Analytizitit nicht gefordert
wird, ist heutzutage bekannt. Sie ergibt sich aber parallel zu den
anderen Sitzen dieses Kapitels. ‘

- § 1. Hilfssatz IIL Es werde eine Differentialgleichung von
der Form '

- Iy o du
M PR +]2]'B,a—-x-j+ Cu=F

[ L3

' betrachtet, deren Koeffizienten, wie auch F' ,durchwegs dnalytisch“

sind. Dabei wird eine Funktion y(z, #,,..., ,) durchwegs analy-
tisch genannt, wenn sie sich in eine fiir alle Systeme a3, 23, ..., 20,
,, %y, .., T, absolutkonvergente, nach z,— =z} fortschreitende Reihe,
entwickeln 14Bt. Uberdies moge der Einfachheit halber A4,,=1
angenommen werden. _ ‘

Behauptung Es gibt eine Zahl 6> 0, die nur von den Ko-
effizienten A,, B;,, C'und dem vorgegebenen Pyramidenstumpfe &,
abhiingt, so daB bei beliebiger Ebene £: z,==Const, die &, schneidet,
und fur beliechige durchwegs analytische Anfangsdaten auf Z, das
Cauch y’sche Problem si¢ch in einem Streifen um E von der Breite &
losen 148t 3¢). :

3) Es ist also & = 8(4u; By, C; §,)-
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Beweis Sei

?
¢(x1, Tgyeooy xn—l) = u(“’lz’--, Tpyy C)’ Y= é};u(xlﬂ' oy Tyyy 0).

Setzen wir @& =wu— ¢ — (x,— C)y, 8o geniigt & wieder einer
Gleichung von der Form (1) mit eventuell verschiedenem F, das
aber wieder durchwegs analytisch ist. Wir kdnnen also ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB die Anfangswerte
Null sind. Wir bilden — nach der Majorantenmethode — die Ma-
jorante fur A4,, B, C einerseits und fiur F" anderseits. Es ist dann
leicht die Existenz zweier durchwegs konvergeiiten Potenzreihen ¢(z)
und A(#) mit positiven Koeffizienten einzusehen, so da8

) g (.1:1 +z, 4.2y +%) eine gemeinsame Schranke ftr alle
Koeffizienten 4,, B, C,

8 h(x,+x2—{-...x,,~l+%-') eine Majorante flir Z' darstellt
0<e<). . ‘

Dabei wird diejenige Stelle der Ebene x,=C, in deren Umge-
bung (1) gelost werden soll, der Einfachheit halber als die Null-
stelle angenommen #5). :

Das Problem reduziert sich nun nach der klassischen Schluf-
weise auf eine gewdhnliche, lineare Differentialgleichung

@ Gr=lm—e+n—Delg () G+ le+r—1g(7) 5+
ey

G.resucht wird eine Losung von (2), welche samt jhrer ersten
Ableitung fir ¢ =0 verschwindet. Es sei

®) p=Max|g(£)].
Wir setzen -

1
@ = S = F T

und beschriinken uns auf ¢, die der Ungleichheit

(6)

t
- <1
el<

%) Es ist nimlich leicht einzusehen, daB diese Majoranten nicht von der

0 0 .
Stelle 23, 23,..., T = C innerhalb &, abhiingen, in deren d-Umgebung die Existenz
der L8sung nachgewiesen werden soll,

icm
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gentigen. Dann ist die Gleichung (2) der Gleichung

po_[ere ] ot ol

®) Zm= 1—-[(712—-1)9*4—("“1)‘"9(5)]

siquivalent und der Nenner von (6) bleibt fur ¢, die (5) erfiillen, reguldr.

Da h (5) fir alle ¢ analytisch ist, kann die rechte Seite von (6)

keine andere Singularitit, als die des erwihnten Nenners besitzen,
bleibt also fiir |#| <C ¢ regulir und ist dort lssbar. Dies besagt aber
fur die urspringliche Gleichung (1) die Existenz einer Zahl 6 mit
den in der Behauptung des Hilfssatzes geforderten Eigenschaften.

§ 2. In diesem Paragraph sollen die durchwegs analytischen
Ay, B;, C nur der einen im Pyramidenstumpfe &,(M,) zu bestehenden
Bedingung |da| << My5 | B << My, |C| << My, | Dy 4| << M, unter-
worfen sei.

Dagegen verlangen wir ther @, v, F:

Voraussetzung. @ bezw. ¢ lassen sich gleichmafig durch
durchwegs analytische Funktionenfolgen {p,} bezw. {¢..} 80 appro-
ximieren, daf die Integrale

f...f[u,w wd .. [Dhva

fur h<<n-+o—1, j<n -+ ¢ beschrinkt 2°) bleiben (o Z= 2).

Ahnlich setzen wir tber F' die Moglichkeit der Approximation
durch durchwegs analytische F, mit

®) f...f[Dij]ﬂgGonst, .f...f[D,,F,,,]’QConst;
7, .

bl‘l
isnt+e—1,
voraus.

Behauptung Ist (7) und (8) erfullt, so existiert die Losung u
von (1) in dem ganeen Pyramidenstumpf &, (M) und besitzt dort
samt ihren Ableitungen bis zu ¢ — 1-ter Ordnung einen stetigen Ap-
sohluss an die Randwerte auf b,_,, falls o gentigend groB gewdhit wird.

(M

h<Sn+40—2

%) Bedingungen solcher Art bei K. Friedrichs und H. Lewy: Uber
fortsetzbare Anfangsbedingungen etc. Gotting. Nachr. (1982), insb, S. 188,
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‘Beweis. Wir bezeichnen mit u;, die den Anfangsdaten ¢,,,y,,
entsprechende Losung von (1). Nach § 1 existieren u}, alle in dem-
‘selben Teilpyramidenstumpf &} C &,, der mit &, die gemeinsame
untere Basis b, , besitzt und dessen Héhe d ist. Nach den Bemer-
kungen im Kapitel I lassen sich die Abschitzungen Ie¢ und ITe
dieses Kapitels hier in &' anwenden und sie ergeben wegen der
Formeln (7) (8) des vorliegenden Kapitels, da8 auch auf der oberen
Basis 3., von & [man vgl. Kap. I § 5]

9 f...f[D,u,‘,,]'g()onst; J=0, 1,.‘.. no.
-1 :

o

Ahnlich wegen Kap. I § 4. Formel 2*+¢ in & selbst [vgl. Kap.1§5]

(10) f...f[l),u},'g()onst; iIs<n-+o.
&

Wegen Hilfssatz I Kap. I gibt es nach (10) eine Teilfolge — die
wir der Einfachheit halber wieder mit !, bezeichnen — die mit
jhren Ableitungen bis zu Ordnungen <Cg — 1 einschlieBlich kon-
vergiert (gleichmiBig). Die Grenzfunktion u! besitzt also in &' ste-
tige Ableitungen der Ordnungen < ¢ — 1 und erfillt dort offen-
sichtlich (1) mit den Anfangsdaten @, v, F. Man setze auf bi_;, falls
diese Basis etwa dem Koordinatenwerte 2, = C® entspricht

(11)  ulz,..., Tpsy OV = @1 '99‘:“ (@15« .y gy CP] = g2

und suche eine Losung u? von (1) in & jetzt aber mit den Anfangs-
werten ¢, ¢!, F. Diese Aufgabe ist zwar shnlich der soeben fir &*
gelosten, aber keineswegs mit ihr identisch.
Denn nach dem Vorhergesagten 148t sich die
Losung u! auf b, den Formeln (7) (8) gemus
approximieren, wihrend auf 5._, Ableitungen

] - Ordnungen <{¢—1 vorhanden sind #). Ist
aber ¢’ eine belicbige nattirliche Zahl und wihlen wir von Anfang
an die Zahl ¢ so, dab :

(12) ¢e—1>0(¢'+n)

#7) Die Benutsung von fortsetsbaren Anfangsbedingungen ist also nicht notwendig.

von u' (bzw. des gesuchten w?) nur bis zu

icm
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ist — unter Q(¢') die im Hilfssatz II Kap. I vorkommende Zahl

-verstanden — 80 kann man @Y ' [und nattrlich auch F] durch

pdurchwegs analytische Funktionen {gl}, {¢L}, F,, den Formeln
(13) f f [D; pu)? << Const; f f [Dy 9},)* << Const;
.8 8

-1 n—1

i<nte, h<nte—1
gemib approximieren. Die Uberlegung kann nun in & wiederholt
werden und liefert eine ¢'—1 stetiz differenzierbare Losung u?
von (1). Offensichtlich stimmen auf 3}_, die Ableitangen von w! und
die entsprechenden von u® der Ordnungen <Co' — 1 tiberein, da
wegen (12) ¢’ < ¢. Es stellen also 4* und u?— in P} 4 P? betrach-
tet — dieselbe ¢’ — 1-mal stetig differenzierbare Funktion dar. In
dieser Weise fihrt man fort. Teilt man nun den Pyramiden-
stnmpf &, in endlich viele Teilpyramidensttimpfe & — i=1, 2,... 5, —
von der Hohe 4, (wobei 0 die Zahl ist, die die Eigenschaft des § 1

- erfiillt) und ist die natiirliche Zahl g% belichig gegeben, so gentigt

es nur die Folge der natiirlichen Zahlen ¢ = ¢°, ¢,...¢*® den Un-
gleichheiten
=12 2(¢),
gemil zu bestimmen, um sich von der Existenz einer Lésung u
von (1) mit den Anfangsdaten ¢, 1, F' auf b, , zu tiberzeugen, die
in &, insgesamt ¢ — 1-mal differenzierbar ist und speziell anf b, ;
einen — samt jhren Ableitungen bis zu ¢ — l-ter Ordnung —
stetigen AnschluB an ihre Anfangswerte besitzt.

§ 8. Wir wollen einige Eigenschaften der so konstruierten
Losung beweisen.

1° Zun#chst gilt: Sind auf 5, , die Anfangsdaten durchwegs
analytisch [z. B. Polynome], wie anch die rechte Seite #'(in &), so
ist in &, (M,) u unendlich oft differenzierbar ®8). Denn daon kann

y = 0, 1,... 85

%) Sind Adg, By, C, F nicht analytisch, lassen sich aber diese Groen durch
polynomiale A%, Bj, C*, F*  quadratisch im Mittel* bis xu Ableitungen n -}-g-er
Ordnung einschliesslich (0>>2) approximieren, gentigen weiter die Anfangswerte @, ¢
den Formeln (7), so kann man aach dann die Existenz der Lusang des Cauchy’-

‘schen Problems behaupten. Die Lusung w besitst acf fast jeder axenparallelen

Geraden quadratisch integrierbare Ableitungen D;u (j <<# -} g). Die Ableitun-
gen D;u fir j<Co sind stetig; dip Ableitungen Dju fir j<n-}o¢—1 sind
absolutstetiz auf fast jeder axenparallelen Geraden. Dies folgt sofort aus Kap. I
und den bisherigen Ergebnissen des Kap, II.
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man nech dem Ergebnis des vorhergehenden .Paragraphen wegen
o=oo die Zahl o beliebig groB wihlen und die Funktion %
in &, (M,) betrachtet ist dann ¢* — 1-mal difterenzierbar.

90, Sind alle 4, B;, C sowie @, y, F' Polynome in den Betracht
kommenden Variablen — und speziell A,, =1, woran noch einmal
erinnert werden moge — dann konnen in &,(M;) gewisse Approxi-
mationspolynome IT,, (2, *3,.., %) flr u o gewihlt werden, daf

(15) f...f[pjﬂ,,—b,up»o; i<n+o
s,

(16)  Du=D;II, fir Punkte, die auf b,_, liegen; j<<n+e.

Beweis. Die Losung u von (1) existiert dann ndmlich im gan-
zen &, [vgl. § 2] und ist dort unendlich oft differenzierbar (nach 1°).
Folglich gibt es nach Hilfssatz II, Kap. I eine Polynomfolge IT,,
mit den in (15) geforderten Eigenschaften. Um (16) zu zeigen, be-
rechnen wir formal durch Differentiationen von (1) die Ableitungen
D,u bis zu Ordnungen n+-¢ -1 einschlieBlich auf der Basis b, ;.
Es ergibt sich wegen A,,=1, dab (D), .. Polynome sind in
den Variablen ,, %,..., ,_;. Nach der Bemerkung zum Hilfs-
satze II, Kap. I. kann also auch (16) erfllt werden (man setze
dort r=n-¢ 4 1).

30, Ist hy (M) die Hohe des &, (M,) und erfillen die durchwegs
analytischen 4,, B, C die Ungleichheiten %) § 6: [}, [¢b] und
§ 7: [Ve] des Kap. I, so gilt fir jeden ,parallelen® Teilpyramiden-
stumpf &,C &, von der Hohe A<Ch, und fr polynomiale Anfangs-
daten ¢, ¢, F' die Abschitzung

nto

(17) ffz [Dyult <h- K(M, M,){f...fﬁ[a.¢]z+
& < =0 by J=t

+ /...

L

39) Fiir Ableitungen der Koeffizienten geniigend hoher Ordnung besagen diese
Ungleichheiten das Bestehen gewisser Integralabnchntzungen. Noch einmal mige
dabei betont werden, daB die Abschitzungen der Koeffizienten selbst und ihrer
ersten Ableitungen durch die Zahl M, bestimmt sind, alle anderen Abschitsungen
durch die Zahl M,.

%) Vgl, Kap. IIL. Formel (89), wo diese Eigenschaft ansgenutst wird,

Jj=0 J=0 Vb, y = C g .
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Beweis. Es sei £, , eine beliebige Ebene r,==¢, die &, schneidet.
Wir betrachten das &, mit der Basis 4, , von & als der unteren
Basis und dem Durchschnitte &, £, ; als der oberen: b, ,.

Nach Kap. I § 6 Formel [II¢] und Kap. I § 7 Formel [Be] be-
steht die Ungleichheit

(18) f f s[D,,u]’gK(Ml, M,){ f f S%[D,“qn]!—{—

1

et . nte-2 . ntp-1 ol
+ ---f,._%mwl +gfb;-f[0,u+2fé-ffb,lﬂr

bp—1 j=0

Durch Integration von (18) nach , als Parameter erhilt man (17).

DRITTES KAPITEL.

Quasilineare Differentialgleichungen.

Mit D, F' bezeichnen wir irgendeine Ableitung j-ter Ordnung der
Funktion # nach den beztiglichen unabhingigen Ver#nderlichen
Ty, Tyyeeey Tny 2oy Ppy-.. ete. Mit D, F bezeichnen wir Ableitungen
einer zusammengesetzten Funktion. Das Zeichen 4, behalten wir uns
fur eine totale Differentiation nach den Variablen ,, «,,..., z,_, vor.

§ 1. Es sei eine Differentialgleichung

Hu

(1) '.9?..—_—1*1'(:::1,..., Ty U,

Ju ° it j
u
day

aof der Ebene

vorgegeben, wobei- rechts

Werte fiir % bezw. ﬂ.’f
dur,

n

nicht vorkommt. Sind ¢ bzw. y die

z,=a, s0 kapn man

formal — unter Voraussetzung der dazu notwendiger Differenzier-
barkeitseigenschaften — alle Ableitungen der hypothetischen Lisung u
fiir x,=aqa bis zu einer gewissen Ordnung # -} ¢ berechnen. Es
bezeichne nun 2(z,, 3,..., z,) irgendeine n -4 p-mal stetig differen-
zierbare Funktion, deren Ableitungen D,z mit den formal berech-
neten Dyu fir 0<Cj<{nto auf z,=a dbereinstimmen. Wir be-
trachten run neben (1) die Hilfsgleichung
. NZ . ‘ 3z Nz
(2 9z,’,=F (ml, Zgreres Tny Zyeen 9—371’5;:9;;)
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die aus (1) dadurch enmtsteht, daB man statt « S du die
y ) A ' y azl,... aml
bekannts Funktion z und ihre Ableitungen 925 einsetzt und ejine
i

* Funktion Z(z,, 2, ..., %,) sucht, die (2) erfullt und auf x,=a dieselben
Anfangsdaten wie u annimmt. Man tberzeugt sich nun leicht durch

direkte Differentiation von (2) mit Ausnutzung der postulierten Be-

ziehungen (D;2), .,== (D,%),,~, daB auch

® D D)eee = D)y 0<j<n+o
gilt.
§ 2. Eine quasilineare Differentialgleichung hat die Gestalt
. Au
@ D gz ="
La=1

dabei sind 4,, und F Funktionen der Variablen z,, ,,..., ,, u,... %;,
g—: In den Paragraphen 2—7 wollen wir an der Voraussetzazng

fexthall‘ten, daft alle Koeffizienten A,, F, wie auch die Anfangs-

werte Q(Ty,..., Zyy), Y(@yy..., Z,y) Polynome sind. Es wird immer

A4, =1 angenommen. Es handle sich um das Cauchy'sche Pro-
blem fir z,=2%. Wir nehmen weiter an, daB in einem Punkte
der ,Ebene* z,=uz,, etwa ftir 2% 43,...,2%,, «, die gegebenen
Anfangswerte @, ¢ uns den normalen, hyperbolischen Charakter
der Gleichung (4) sichern. Wird

O). o) =uts L ol )=pt for isn—1,

gesetst, so soll (-0, Tpg) =12

(6) Aalad,..., 25, u0...,p0..)=—8, fur (i, k) (@, n) ")
sein. Fiir Wertsysteme «,,...,z,, 4, py,..., p,, die gentigend nahe
an ..., x5, 43;..., pf,... liegen, etwa fiir

€ =n—a <e <1, Ju—ut| e, lp—pt| <&

ist die Gleichung (4) weiter vom normal hyperbolischen Charakter.

*) Bei Ag(2f,...,2%..., 20,...) = &%. Es sollte eigentlich — statt(5) — vor-
ausgesetst worden, daB die Ebeno %, =13 sich inbesug auf die linearisierte Glei-
chung: (BY af 1y =0 raumartig verhilt, Dies bedentet, daB die su (6)" gehtrenden,
charakteristischen Kegel die Ebene Z,=2) in einem beschriinkten Stiick schneiden.
Doch wollen wir uns — swecks Vereinfachung der Rechnung — nur mit dem Fall (6)
beschiiftigen. Der hier erwahnte keineswegs allgemeinere Fall erledigt sich, was nus-
drticklich betont werden moge, mUhelos in vollkommen analoger Waoise,
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Wir wollen nun das Problem umformen und verwenden dazu
einen Kunstgriff, der in einer etwas anderen Form bereits in mei-
ner gemeinsamen Arbeit mit Herrn Leray vorkommt®), Sei

-2(#y,..., &,) eine belicbig gegebene Funktion aus einem vorlaufig

nicht niher prizisierten Funktionenksrper & die aber auf jeden
Fall so gewthlt wird. daB sie sich auf 5, ; zu ¢, wihrend zugleich

ihre Ableitung 99:

Funktion Z(z,,..., #,) aus demselben Funktionenkédrper (die also
wieder die Anfangswerte ¢, ¢ annimmt), die der Gleichung

dz Ng " g
(8) %'Aa(xh.--y Ty Zyo-s 97‘- ..) 53—1 91,'. == F(ﬂ’l,..., Ly 2y 5;;‘_' )

geniigt. Diese Aufgabe ist viel leichter, denn ftir Z bhekommt man
eine lineare — in unserem Falle normal-hyperbolische — Differential-
gleichung. Z ist eine Funktionaloperation von z, was wir darch .die
Schreibweise Z = Z(z) andeuten. Die Losung von (4) wird also
daranf beruhen, einen Fixpunkt z= Z(z) zu finden.

§ 3. Wir miissen zu diesem Zwecke verschiedene Eigenschaften
der Funktionaloperation Z(2) herleiten. Da es sich um eine Auf-
gabe ,im kleinen® handelt, richten wir unser Augenmerk nur auf
die in (7) gegebene Umgebung der Stelle =f,..., a3, u®, p},..., pi. Im
Gebiete (7) mogen die Ableitungen von A,, F nach allen in diesen
Fanktionen vorkommenden 2#n-~1 Variablen bis zu n-}-¢-ter Ord-
nung einschlieBlich etwa den Abschitzungen

® | Dy dal <w(e); |DF|<p(e); 0<isnte

gentigen und es mogen zu gleicher Zeit die Ungleichheiten

10) [4ol<» |4y[<y; 0Sisnto ISS/ssnte—1
bestehen. Wegen (5) (10) hat man also

(11) [l <<# [pl] v

Wir berechnen formal alle Ableitungen der gesuchten Lsung u
von (4) bis zur Ordnung n-+4 ¢ einschlieBlich auf »,=z2. Aus den
tber A,, F, ¢, w am Anfang des § 2 gemachten Voraussetzungen
folgt wegen A,, =1, daB auch D,u ftir z,=—2% sich zu Polynomen
reduzieren. (9) und (10) ergeben dann sofort die Existenz einer

sich dort zu ¢ reduziert. Man suche nun eine

M J. Leray et J. Schauder, Topologis et équations fonctionelles, Ann, do
I'Ee. Norm. Sup. 1934. : :
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Zahl K, [u(e), &) =1 so, dal jedes diese Ableitungen darsteliende
Polynom p; = [D,u],n,,,g die Abschétzung
(12) 'Df“!&-xﬂ = 'pj| < K (u, %)

|lo,—a?| <& i=1,...,(n—1); K >1
zuliBt. Dabei ist zu beachten — da (10) und (12) sich nicht wi-
dersprechen konnen — daf

(13) K, >

ist. Es werde nun %%)

(14) M, £ p(144n Ky)
gesetat.

§4. Die Wahl des Pyramidenstumpfes &,(M,), in wel-
chem alle weiteren Uberlegungen gefithrt werden sollen. Zu diesem
Zwecke schreiben wir die gesuchte Losung 4 von (4) formal in
der Form

(15) U= q)+1p: (.1:,—4‘1,'2) + a’l(xn —-—-.’)32)’-'—--- a"+e(mﬂ - xg)"'*'(’ +""

wobei a,,...,d,,, aus (4) durch Differentiation berechnet werden
und betrachten das Polynom p (in den Variablen x,, a,...,s,)

(16) p=9+¢(x, —x;)+ a5 (¥, —27) + ... 45y, (2, — 2D)*Fe
im Gebiete |2, — )| <e (i=1, 2,...,n). Wegen (12) ist dort
»tp
W) Y Dpi<BEy for jo—a<e; B>1.
Jm0
Nun wird &, folgendermaBen bestimmt. Seine groBere Basis b, ;
soll auf z,=a] liegen, der Mittelpunkt von &, ; in 2,
Die Kantenlinge von 5, , sei kleiner als

0 0
ooy &L 5, 2l

18 Mia |7, (2,
(18) [, 7]

Hier bezeichnet I,(M,) die im Kap.I § 3 eingeftihrte Funktion.
Anch die Funktionen a,(M,), hy(M;), von denen sogleich die Rede
sein wird, kommen zum ersten Male dort vor. »’ ist eine natiirliche
Zghl, nimlich die Anzahl aller moglichen Ableitungen D;u einer

¥) Nachdem die Zahl M; der Formel (14) gemiB definiert wurde, wird sie

im Folgenden nicht mehr geindert. Warum wir M, auf diese Weise bestimmt

haben, wird erst spiter klar,
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Funktion von » Verinderlichen der Ordnungen 0<(j<Cn-g. Die
GroBen M, und K wurden soeben definiert [vgl. (14), (17)]. Der
Neigungswinkel der Mantelfliche des Pyramidenstumpfes &, zur
Basis b, ; soll genau a,(M,) betragen. Um die Hohe & von &, zu
beschrinken, beachten wir, daB wie man auch diese Hohe wihlen
wiirde, Hilfssatz I' aus Kap. I angewendet werden kann (denn die
Basis und der Neigungswinkel der Mantelflliche wirden bereits
festgesetzt). Folglich ist die in Formel (11) Kap. I vorkommende
Konstante ' von nun an als gegeben zu betrachten und sie wird
eine Funktion von #,&:C’ = C’(», &). Nachdem man also zuerst
die Kantenlinge von &, ; der Formel (18) gem# und den Nelgungs-
winkel a, (M,;) festgelegt hat, withlt man nachher

(19) A< Min | B (35, T o'+e;]'

§ 5. Wir sind jetzt imstande den Funktionenkorper &
[vgl § 2] zu definieren. Er besteht aus Funktionen 2, die fol-
gende Figenschaften besitzen :

a) z ist in &, erklurt.

B) z luBt sich dorch Polynome 3* derart gleichmuBig approxi-
mieren, dafl

(20) |/ [ msn<e
&,

Dabei soll ¢ = n -4 2 sein.

¥) Die Approximationspolynome 3° und ihre partiellen Ableitungen
D; 3 (0 < j<<n-+ ¢) nehmen auf 5,_, dieselben Werte an, wie die zu
findende Losung « von (4) bezw. ihre formal aus (4) berechneten
Ableitungen [bis zu (z - ¢)-ter Ordnung).

Bekanntlich folgt aus (20), daB z selbst fast tiberall in &, Ablei-
tungen Dz (j<(n -} @) besitzt, die quadratisch integrierbar sind
und fir j<Cn - ¢ — I sogar sich auf fast jeder axenparallelen
Geraden als absolutstetig erweisen. Somit kann als ,Entfernung
zweier Funktionen 2,, 2z, ans & die Zahl

<jisn+e

nto s 34

Zf f[Dzl D; )

J=0

(21) ey — 23] =

#) Die Entfernung von ,Null* |z — 0] wird mit ||| bezeichnet und Norm
genannt.
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eingefithrt werden. Der Funktionenkdrper & ist nicht leer. Denn
das Polynom p [vgl. Formel (16)] gehort dazu. In der Tat bekom-
men wir unmittelbar wegen (17) (18) (19)

(22) [ [mar<e;
&

und es wurde p gerade so d"eﬁnie-rt, daB es mitsamt seinen Ablei-
tungen bis zu Ordnungen 7n--¢ einschlieflich auf b, ; mit 4 — der
Lésung von (4) — und deren entsprechenden Ableitungen tiberein-
stimmt,

§ 6. In & betrachten wir nunmehr die , Funktionalkugel* 8, die

aus allen denjenigen Funktionen z in & besteht, fiir welche
(23) le—vpl<t.
B ist offensichtlich eine konvexe Menge in & und nur in B erkliven
wir die Funktionaloperation Z(2) nach dem Schema des § 2. Wir
tan dies, indem wir Losungen Z* von (8) bilden, die den Approxi-
mationsfunktionen 3° entsprechen. Der Grenzwert der Z* ist dann
das gesuchte Z. .

Die erste Frage, die sich da aufdringt, ist die folgende: ist die
Bestimmung von Z° ttherhaupt moglich? Es ktnnte namlich vor-
kommen, daf falls man in den Koeffizienten 4,, und in ' das will-
ktirliche 3° — das aber Eigenschaft y) erfullt — einsetzt, die lineare
Gleichung (8) sich nicht mehr als hyperbolisch erweist. Die vor-
sichtige Wahl des Pyramidenstumpfes &,, welche wir im § 4 getroffen
haben, bewirkt aber, daB-ein solcher Fall der Nichtexistenz von Z*
tiberhaupt nicht eintreten kaun.

0<iSn4-¢

Betrachten wir np#mlich eine willktirliche Funktion 2 aus 8.

Da die Hohe A <<e<(1 — wegen (19) — und die Kantenlinge

der Basis < & — wegen (18) — so gehort &, zur Punktmenge

24 : {2, — 29| < &; i=12,..n
- Aus (23) folgt weiter nach Hilfssatz I’ Kap. I 3) 39)

%) Es muf im Folgenden iberall Hilfsate I’ Kap. I und nicht Hilfssats I
angewendet werden. Denn die im Hilfssatze I vorkommende Konstante wird un-
endlich grof, wenn die Hohe A nach Null konvergiert, so da8 sein Gebrauch den
Beweis nor erschweren wiirde. Anderseits muB beachtet werden, daf der durch-
sufiihrende Existensbeweis -~ welche Methode wir auch benutzen — nur dann
gelingt, wenn dis Hohe A gentigend klein* ist. .

%) Da beide Funktionen z und P & gehtren, so verschwindet nach Eigen-
schaft y die Differens 2 — samt ihren Ableitungen etwa bis zm (o 4 1)-ter
Ordnung auf €, ==2%. Dies muB bei Ableitung von (25), (26) beriicksichtigt werden.,
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(25) lz—pl 4 31D c—p) |+ 3| Dsc—p) |+
+ JIDe—p<ne

Aus (25) erhalten wir nach Ausfithrung entsprechender Inte-
grationen und Berticksichtigung von (17) (18) {(19) sukzessiv die
Ungleichheiten 37)

210 —pI+ YD —pl<nch<e

@) PAEE DA EIES ¢
g0 ”’—1_' £ . E__o
o< e 5 < || <
dz

Der ,Punkt* z,..., z,, 2,... FR

zum 27 -} 1-dimensionalen durch (7) gegebenen Gebiete. Fir solche,
der Ungleichheit (7) gentigende , Punkte* war aber nach dem Vorher-
gesagten der hyperbolische Charakter gesichert.

Wegen (20) kann man aus den 3* eine Teilfolge herausgreifen:
3%, die — nach Hilfssatz I Kap. I — samt ihren Ableitungen bis
zu g-ter Ordnung gleichmuBig gegen 2z und deren entsprechende
Ableitungen konvergiert. Piir gentigend hohe Indexe s gehort also
auch der ,Punkt? =z,.. gi‘: ... zum Gebiete (7), d. h.
auch die ,Approximationsgleichung® ist vom hyperbolischen Typus.
Der Einfachheit hilber wollen wir uns tiberhaupt nur mit solchen 3%
beschiftigen und. die 3* entsprechend umnumerieren. Fiir das Fol-
gende moge noch [Anwendung von (26), (10) (12) (13)] vermerkt werden

gehort wegen (24) und (26),

5
oy Ty 37,

@) F<e+ || <e-+ K <2K,, 1%%:' < 2K, %),

. 2
1) Ungleichheit (26), ergibt sich durch Integration von P D,(z — p),
n
3

P Dy(z — p) nach x, von O bis b und Anwendung der Formel (26) unter -
"
Beachtung der FuBnote ¥). (26), bekommt man durch I[ntegration von (26),;
2°=1® und P} wurden in () definiert. [Vgl. auch Eigenachafi y) des Funktionen-
kirpers @j
%) 2 <1 [vgl (]; K, >1 [vgl. (12)]
Fund ta Math t. XXIV. 16
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§ 7. Z* (und also auch Z) kann nun gebildet werden mit einem
Vorbehalt! Das Existenzgebiet von Z* ist — vorlatfig — npicht
niher bestimmt. Wir milssen aber wissen, daf Z* auch in &, existiert,
d. h. in demselben Gebiete, in welchem das entsprechende 3° defi-
niert ist®). Um dies zu verifizieren, zeigen wir, daB die Koeffi-
zienten 4, der Gleichung (8) — wenn man A4, nach Einsetzung
von 3° nur als Funktionen von y,...,, deutet — samt ihren
ersten totalen Ableitungen gerade durch 3/, abgeschitzt sind. Es
geniigt — wie frither — dies nur ftir die Grenzfunktion z durch-
zufthren, wenn man sich auf eine entsprechende Teilfolge — die
wieder mit 3* bezeichnet werden moge — beschrinkt,

d
In der Tat, der ,Punkt‘ ,,...,a,, 2,... —a-; gehrt zum Ge-
(]

biete (7) [vgl. (24), (26),]. Somit ist (9) erftillt und man hat in
Berticksichtigung von (9) (26), (14)

(28) [Aa(®yy..., 2,y 2,..) | <Sp < M,
[y Au| < My ).

Da in (28) das Gleichheitszeichen ausgeschlossen ist, gentigen
auch passende 3* einer analogen Ungleichheit. Daraus schlieBt man,
daf entsprechende Z* im ganzem &,(M,) existieren mtissen und dort
unendlich oft differenzierbar sind. [vgl. Kap. IIJ.

§ 8. Wir zeigen jetzt, daB
(29). 12| < Ky (my v,),
unter K, eine passende von u, », abhingige Konstante verstanden;
dann knnen wir nimlich eine Teilfolge Z* herausgreifen, die
samt jhren Ableitungen bis zu g-ter Ordnung einschlieBlich gegen
eine Funktion Z und deren Ableitungen konvergiert. Z ist die ge-
suchte Losung von (8). Zu diesem Zwecke gentigt es nur das Bestehen

) Denn das Nichtbestehen dieses Umstandes wiirde anch ein nHerausfallen
aus der Klasse“ bedeuten,

4%) Jetst wird uns die spesielle Wah] von M, in (14) verstindlich.- Wir heben
hervor, daB in (28) das Gleichheitszeichen ausgeschlossen ist. Daraus folgt, da8

dz
falls man in 4y statt z, Iz die ihnen nach Eigenschaften a) g) ¥) sugeordneten
7

2
Approximationspolynome 3*, % einfiihrt, dag dann fiir 2 > 8, wieder
1

e IA.,.(-._-,s‘,--.)l<M,v; B, da(... 3*...)| < H,
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der Voraussetzungen § 6: [a] [¢6] und § 7: [Ve] des Kap. I zu
verifizieren. Formel (29) erweist sich inhaltlich mit den Ergebnissen
des Kapitels I gleichbedeutend.

Schitzen wir also

3
(30) @5 (X, Tyyeeey Xy =Ai,,(x,,..., Tpy 3\eeny Elf...)

ab. Wegen ¢ =% -2 und wegen (20) kdnnen mit Benutzung des
Hilfssatzes I [vgl. auch (9), (10)] alle Ableitungen D, oy, fur

j=0,1,2...,n+1,.., g —1 sogar absolut abgeschitzt werden. Man
gewinnt 41) 42) .
rte

6y Mxpm<Kes [ [ sk j<e—1
3" k=0

Ist aber j > ¢p— 1, so erhilt man

(32) D el = 1, 4u| < Y 1D, Aa} - | B,
F4

i>e—1.

In (32) bezeichnet @, ein Produkt verschiedener Ableitungen
von %', wobei aber in jedem @, hichstens eine Ableitung D,3* der
Ordnung h > ¢ vorkommen kann. In der Tat, kiimen in einem o,
zwei solche Ableitungen vor, so wiirde dies wegen (32) bedeuten, da8
(33) nte—1>5>2(e—1)
woraus ¢ <n-1 folgen wiirde, entgegen der Voraussetzung [vgl. (20)].

Wir sind also imstande, aus (32) [vgl. anch (9) (10)] die Ungleiehheit

‘+9

69 [ fDar<ziew f. [ o
& &7 =0

e<<j<nte—1
zu folgern. Oder (31) und (34) zusammenfassend in Beachtung von (20)

(35) f ..f[p,a;,,]agx"'(y,,‘); i=0,1,..,n40—1.
&,

i) K, K”,f etc. beseichnen Konstanten, die nicht niher bestimmt zu
werden btauchen,

") Nun ist verstindlich, warum wir ¢ > n-}- 2 gewihlt haben. Es miissen die
Voranssetzungen [a] § 6 aus Kap. I erftillt werden. Denn in § 9 des vorliegenden

.Kap. IIT werden wir die im Kap. Il § 3 Abschn. 3% bewiesene Eigenschaft

beniitzen miissen.
16+
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Eigentlich musste auch die Gtltigkeit einer gemeinsamen Abschy-
tzung der Integrale / f [Dyagl]t fir j<Cn 4 ¢ — 2 nachgewie-

bpy
sen werden.

Dies ist aber unmittelbar klar. Denn wegen der im Funktionen-
korper & geltenden Eigenschaft y ist auf b, ,: ¢} = aj ete.

§ 9. Eine unmittelbare Folge von (29) ist
(36) 12| < Ka(m,#).
: Formel (36) gentigt aber nicht fir das Weitere. Wir wollen
nimlich zeigen, daB lediglich durch eine passende Wahl der Hohe h

icm

des Pyramidenstumpfes &, [also bei Beibehaltung der Basis und

des Neigungswinkels] ‘die Ungleichheit

@1 12 —pl <%
erzielt werden kann. Fir p hat man némlich [vgl. (17)]

(38) o) << V3 E™ (4, ).

Anderseits liefert Kap. II § 3 Abschn. 3° Formel (17) und

Kap. IIT Formel (35)
(39) 121 <VFET ().

Anus (38) (39) ergibt sich sofort das gewtnschte Resultat, falls b
gentigend klein angenommen wird ).

§ 10. Es bleibt uns noch zu zeigen, daB Z wieder zum Funktionen-
korper & gehdrt, der dutch die Eigenschaften a, g, y (§.5) ge-
kennzeichnet ist. D. h. es muB die Mpoglichkeit der Approximation
von Z durch Polynome 3 in der dort niher bestimmten Art
nachgewiesen werden. Z* leisten dies nicht, weil sie im Allgemeinen
keine Polynome sind und sich nur als unendlich oft differenzierbar

erweisen. Wegen KEigenschaft y stimmt auf 5, , jedes 3* mit der

gesuchten Lisung % von (4) bis zu Ableitungen ' der Ordnung
n -} o tberein. Nach § 1 muB also auch Z* diese Eigenschaft erfullen.
Anderseits reduzieren sich die fraglichen Ableitungen von Z* auf b, _,
zu Polynomen. Nach Kap. II § 3 Abschn. 2° gibt es also ein
Polynom 7, das wieder Exgenschs.ft y besitzt, fir welches

(40) 12— 81 < =
womit die Zugehvrigkeit von Z zum Korper & hestitigt wird,

) b muB anch der Ungleichheit (19) geniigen. v
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§ 11. Fassen wir das Resultat der §§ 9 und 10 zusammen, so
kounen wir sagen: Die soeben definierte Funktionaloperation Z(z)
bildet die konvexe ,Kugel* B [zur Definition der Kugel B vgl. (23)]
auf sich ab. Immer an den Voraussetzungen festhaltend, die am
Anfang des § 2 aunfgezshlt wurden, wollen wir noch eine zweite
Norm |2| einfithren. Sei jetzt z eine in &,(M,) definierte Funktion,
die dort n - 2-mal stetig differenzierbar ist. Man setze

J2] = 2’ Max | D,.

g=0 ]

(41)

- Man bekommt einen linearen, normierten und vollstindigen
Raom 44) @.

Diejenigen Funktionen z, die in der ,Kugel“ (23) liegen, bilden —
in @ betrachtet eine konveze, abgeschlossene und kompakte Teilmenge
H (in Bezug auf die Norm ||). Z(z) bildet H in sich ab, — die
Abbildung ist stetig in der Norm || nach den Ergebnissen der
vorhergehenden Paragraphen (der Beweis ist am besten indirekt zu
fihren, mit Benutzung der Eindeutigkeit einer linearen, hyperbo-
lischen Differentialgleichung). Nach einem bekannten Satze gibt es
also einen Fixpunkt 45)

42)

"§ 12, Erst jetzt lassen wir die einschrinkenden
Voraussetzungen tiber 4,, F,, v fallen und nehmen diese
Funktionen nur als gentigend hoch differenzierbar an. Ist die Glei-
chung (4) in der Umgebung der Stelle 2%, 43,..., 2, to, £5,..., 0
vom hyperbolischen Typus, so approximiere man A,, F, ¢,y durch
Polynome derart, da8 die gemeinsamen Abschitzungen (9) (10) in
einem festen Gebiete der Form (7) bestehen. Die wegen (42) exi-
stierenden Lidsungen u, der angeniiherten Gleichungen haben dann

2z =Z(2) ).

4) Zor Definition solcher Raume vgl. 2. B, 8. ‘Banach, Fund. Math. IIL

4) Vgl. 5. B. Birkhoff and Kellog, Amer. Trans. 23 und J. Sehnuder,
Math. Zeitschr. 26, Studia Math, 2.

4) Es m8ge ansdriicklich betont werden, daB eine geringfiigige S.ndonmg,
die im Texte des § 11 aussuftihren wire, auch den Beweis fir suksessive Approxi-
mationen sugiinglich macht, Die Eindeutigkeit der Lsung ist, wie bereits in der
Fufinote 17) [fiir die allgemeinste nichtlineare Dxﬁ'arentmlglemlmng] bemerkt wurde,
eine triviale Folge der , a priori“ Abschitzungen.
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alle dasselbe Deﬁnitioﬁsgebiet &,(M,) und deren Normen lassen dort
wegen (36) eine gemeinsame Schranke zu.

Mithin 146t sich eine (mitsamt den Ableitungen bis zur Ordnung
# - 2 einschlieflich) konvergente Folge s, herausgreifen; die
Grenzfunktion 16st (4) 47).

4#1) Systeme von quasilinearen Diﬂ'erontialgleichungen kBnnen nach derselben
Methode erledigt werden,

Es ktnnen aach in den Koeffizienten Integrale vorkommen, z B, f 2, dz,,

z B
f : 'da:, etc. Da nun eine beliebige nichtlineare Differentialgleichung durch
T

Differentiation in ein solches immer Jgsbares quasilineares System itbergeht, so wire

im allgemeinen Falle nur noch zu zeigen, daB die Losung dieses letzton Systems
der urspriinglichen Gleichung #quivalent ist.

Lwéw, 14 November 1934.

s

Sur une propriété de la droite.
Par .
W. Sierpifiski (Varsovie).

Une conséquence immédiate d’'une proposition que j’ai démontré
dans le t. XXT des Fundamenta Mathematicae, p. 39 1) est le théo-
réme suivant: 4

Si 2%=x,, il existe un ensemble plan E, tel que le plan est une
somme de 2% ensembles disjoints, dont chacun est superposable par trans-
lation avec E et en méme te;nps le plan est une somme d'une infinité
dénombrable d'ensembles, dont chacun est superposable par translation
ou rotation avec K.

Le but' de cette Note est de démontrer qu'un théoréme de ce

genre ne subsiste pas pour la droite. Je prouverai notamment (sans
admetre que 2%:==g,) ce

Théoréme: Soit m un nombre cardinal donné quelconque. Si
la droite est décomposée en m ensembles disjoints dont chacun est
superposable par translation avec un ensemble E, la droite n'est pas
une somme de moins que m ensembles, dont chacun soit superposable
par iranslation ou rotation avec E.

Démonstration.

Soit m un nombre cardinal donné et soit £ un ensemble
linéaire tel que l'ensemble D de tous les points de la droite (axe
d’abscisses) est une somme de m ensembles disjoints, dont chacun
est superposable par translation avec l'ensemble Z. Il existe done
un ensemble de nombres réels M de puissance m, tel que

(1) D=2 E(@)

ot seM

@) E@ E(})=0 pour aeM, beM, azkb,

1) Cf. aussi mon livre Hypothése du continu (Warssawa 1934, Monografje
Matematycsne t. IV), p. 100.
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