268 C. Kuratowski.
J > m, aucun parmi les points p,,:.., p, n'est un sommet de 8. 1l
en résulte que tous les sommets de ), done tous les points de S, ont

I'abseisse <Czf5. On en conclut immédiatement que Sy Ls §,=0

Remarque. Les simplexes g, ... Py, sont, en général, singuliers,
Mais on peut s'arranger de fagon qu'ils ne le soient pas; plus encore:
que, pour chaque 4, les sommets p,,..., p, soient linéairement indé-
pendants. On définit & ce but fo(g) comme un point dont toutes
les coordonnées sauf I'abscisse (qui est égale & 1/i) coincident aveo
les coordonnées d’un point convenablement choisi dans Yespace de
Hilbert dans V'entourage de f(a,).

La série Zp,... p, représente alors une décomposition simpliciale
du polytope infinie qu'elle définit.
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Sur les espaces localement connexes et péaniens
en dimension n¥).

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

On doit & MM. Alexander et Lefschetz la notion impor-
tante de la connexité locale en dimension #1): un espace (métrique
séparable) Y'?) est dit localement connexe au point p en dimension n,
lorsqua chaque &> 0 correspond un %> 0 tel que, pour chaque
fonetion continue y = f(x), définie sur la sphére S, ?) et assujettie
4 la condition |f(z) —p|<<7n?%), il existe une fonction continue
@z, 1), o 0<C¢<1, satisfaisant aux conditions

(p(x’ 0) =f(w)7 (P(x, 1) =D, l(])(a?, t) ‘—P[ <e

Les espaces localement connexes en toute dimension <{# peu-
vent &tre caractérisés par la condition suivante (v. théoréme 1
oll cette condition s’exprime par l'inégalité ¢,(¥) >>n): chaque fone-
tion continue f(z), définie sur un sous-ensemble fermé A d'un espace
métrique séparable arbitraire X et dont les valeurs appartiennent
4 Y, peut étre étendue sur un entourage de A (sans que ses valeurs
quittent P’espace Y), pourvue que dim (X —4)<{n - 1. '

*) Présenté 4 la Soc. Pol. Math. & Varsovie, le 14 Dée. 1934

1) 8. Lefschets, Ann. of Math. 85 (1934), p. 119.

%) Les espaces X, ¥ etc. considérés dans cet ouvrage sont. toujours supposés
métriques séparables. M. Liefschetz fait, dans la définition de la connexité locale,
I'hypothése de compacité. Nous l'omettons en vup surtout des applications
anx espaces fonctionnels (qui, en général, ne sont pas compacts).

3) S, est I'ensemble dés points de V'espace cartésien & #-|-1 dimensions tels
que g} .., 422 a=1L En remplagant dans cette égalité lo symbole = par <,

-on obtient le sphérotde & # -1 dimensions, que nous désignons par Qui:.

En particulier S, se compose de denx points, S_y est l'ensemble vide, @, se
compose d'un seul point,
4) |g —p]| désigne la distance entre g et p.
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Cette condition — purement topologique, qui n'a méme pas
récours & la notion de sphére — nous servira comme point de dé-
part de nos recherches. Comme on verra, elle se préte surtout aux
applications.

En outre, elle permet d’embrasser les deux cas extrémes (qui
ont été étudiés de plus prés): le eas od n==0, c. & d. ot 'espace ¥
est localement connexe par arcs, et le cas n=1y,, ou Pespace est
un rétracte absolu de voisinage 1), Notamment, nous allons démontrer
que notre condition équivaut & I'hypothése que, Z étant un sur-
espace de Y dans lequel ¥ est fermé, ¥ est un rétracte d’un de
ses entourages (dans Z), pourvue que dim (Z—Y)<<n-1; done
dans le cas particulier, o n=1;, c¢. & d. od l'on ne fait aucune
hypothése ni sur la dimension de X —Y ni sur celle de Z —7,
Y est un rétracte absolu de voisinage.

Si Fon remplace la condition considérée par la condition plus
restrictive qui s'en obtient en demandant que la fonction f(x) se
laisse étendre sur l'espace X tout entier (et non seulement sur
un entourage de A), on parvient & une généralisation de la notion
d’espace péanien (= espace compact, connexe par arcs et localement
connexe par arcs)?). Tout, comme auparavant, le cas n=10 est
celui de l'espate péanien (si ¥ est compact), le cas n=y, est celui
de rétracte absolu *). On parvient ainsi & uue notion que 'on pourrait
nommer notion d'espace péanien en dimensions <n (en symboles
o(¥) =)

Le probléme s'impose d’étendre Ia théorie des espaces péaniens
(en dimension 0) aux espaces péaniens en dimensions <C#n est d’ap-
profondir ainsi Pétude des espaces qui se distinguent par leur régu-
larité parmi les autres.

Dans la I partie de cet ouvrage nous établirons quelques con-

ditions qui caractérisent les espaces localement connexes et les espaces

‘%) Suivant M. Borsuk, Fund. Math. 17 (1931), p. 153, un ensemble B est
dit rélracte de 4, lorsque B(C A et lorsqu'il existe nne transformation continue (@)
de A en B (dite ,rétraction¥) telle que f(x)=z pour z e B.

Un espace ¥ est un rétracte absoln de voisinage, lorsque dans chaque sor-
espace Z dans lequel Y est fermé, il existe un entourage de ¥ dont ¥ est un
rétracte (nous modifions légérement la définition de M. Borsuk afin d’éviter Ihy-
pothése de Ja compacité de ¥). Cf. K. Borsuk, Fund, Math, 19 (1932) p. 222,

?) = image continue de l'intervalle,

3) Y est dit un rétracte absolu, lorsqu'il est un rétracte de chaque .sur-espace
dont il ble fermé,

titue un sou
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péaniens en dimensions <C#. Dans la IT™e nous établirons plusieurs
formules qui concernent les opérations fondamentales sur les espaces:
elle servent & caleuler la ,connexité“ de la somme A+ B de denx
ensembles, de leur produit cartésien A X B, de leur puissance A?
(== espace des transformations continues de B en sous-ensembles
de A). Il est surtout remarquable que I'on peut caleuler la connexité
de l'espace fonctionnel (qui n'est pas, en général, compact, bien que
les espaces des arguments et des valeurs soient compacts): on verra,
en particulier, que si I'espace Y et péanien en toute dimension <z
(et seulement dans ce cas), l'espace fonctionnel ¥* est péanien en
dimension 0, quel que soit I'espace compact X de dimension <{n1).

I. Conditions nécessaires et suffisantes.

1. Grade de Phomotopie. Désignons, comme dhabitude,
par Y* Pespace des fonctions continues y = f(z) définies sur Pespace X
tout entier et transformant cet espace en sous-ensemble de Y. Si
lespace X est compact, I'espace ¥* devient métrique séparable en
définissant la distance entre ses éléments par la formule

. | f— gl = max | f(z) — g(a)|
zeX

ol |y, —w,| désigne la distance dans l'espace Y.

Soit X = 8,. Supposons que chaque fonction feY¥Y*» admet une
extension' f* qui appartient & Y%+ (c. & d. que f est homotope
A une constante dans Y). Désignons, pour f fixe, par z(f) la borne
inférieure des nombres d[ f*(Q,.,)]?), ol f* est une extension va-
riable de f appartenant & Y@+ Nous appelons® ce nombre le grade
de Uhomotopie de la fonction f.

Si on suppose que Pespace ¥ est localemient connexe au
point p en dimension n, la fonctionnelle y( /) n'est définie que dans
le voisinage de p (considéré comme une constante appartenant & Y*s).
Cette fonctionnelle est continue au point p. En effet, la fonction
@ (2, %) de la p. 269 définit la fonction f* en posant f*[z-(1—19)]=
= @(z, ). On voit aussitdt que f*e¥ %%+ et que 6 [*(Qp)] <22

1) Cet énoncé est di 4 MM. Borsuk et Eilenberg. Plnsienrs autres
m'ont été suggérés aunssi par ces deux duteurs. ] ,

1) (4), le diamdtre de A4, désigne la borne supérieure des distances |6 —a ]
ot @ et a’ parcourrent l'ensemble A.
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Inversement, la continuité de la fonctionnelle y(f) au point P
entraine la connexité locale en dimension # en ce point. Ces deux
notions sont done équivalentes. ‘

Remarquons encore que la convergence uniforme de la suite de
fonctions f; (@), f3(2),... vers la constante p s’exprime par la condition

lim d[p + £,(5.)] =0.
Si cette condition implique que lim y(f;)==0, et dans ce cas
=00

seulement, la fonetionnelle y(f) est continue au pointf (done
Pespace Y est localement connexe au point p en dimension n)

Dans le cas ot n =0, Ia fonetion f n'admet que deux valeurs p et g (diffé-
rentes ou non). Le grade de I'homotopie de f cotncide alors aveec la borne
inférieure du diamétre des arcs pg contenus dans Y, — nommée par M. Magur-
kiewics ,distance relative de p et g. ,L'oscillation an point p“, introduite, par
cet autenr !), n'est rien d'antre que P'oscillation de la fonctionnelle x(f) au point ,
dans le sens habituel de ce terme ?. On pourrait donc la nommer oscillation
d’ordre 0, en appelant oscillation d'ordre n Doscillation de la fonctionnelle 2
pour fe¥Sx,

I1"est & remarquer que des notions analogues au grade de Thomotopie et
& T'orcillation d'ordre s se présentent anssi dans la théorie de I'homologie.

2. Ooefficients c(X) et c,(X).

Définition. Y étant un espace métrique (non vide), c,(Y) désigne
le plus grand entier n, il eriste, tel que, A étant un sous-ensemble
fermé dun espace métrique séparable X assujetti a Tinégalité
(1) dim (X — A)<<n+41,

& chaque fonction f appartenant & YA correspond un entourage B
de A (dans X) et une extension f*eYE. '

Si le plus grand n de ce genre weriste pas, on pose ¢,(Y) =Ry,
lorsque la condition exprimée dans la définition est vraie pour chaque X
(que la dimension de X — A soit finie ou infinic); on pose (Y )=w
dans le cas contraire (¢. & d. lorsque la condition est réalisée toujours
pour X— A de dimension finie).

La définition du coefficient ¢(¥) s'obtient, de la précédente, en
y substituant X 3 E. '

On a évidemment ¢,(Y) > ¢(Y).

{) Fund. Math, 1 (1920), p. 170.
?) Voir par ex, Topologie I, p. 85.
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Remarque. Les exemples suivants, diis 4 M, Borsuk, prouvent l'existence
des espaces Y tels que ¢(¥) =0 (et & N,), resp. que ¢;(¥)=o (ot + Ro)-

1°, ¥ g'obtient par la réunion d'une suite infinie de sphires S, S,,.. placées
de maniére que Sy Sui1 86 réduise i un seul point, que Sy Suss=0 pour i>1
et que la suite converge vers un point p situé en dehors de la somme S§,4-S, ... -
Ce point appartient aovssi & Y.

On a

a(Y)=o e ¢(¥)FN,.

2¢, L'ensemble ¥ de I'exemple précédent peut étre imaginé sitoé dans P’espace
de Hilbert de fagon que les abacisses de ses points s'annulent. Soit ¢ le point
(1,0,0,0,...). Unissons ¢ 4 chaque point de ¥ par un segment rectiligne. L'en-
semble ainsi obtenu a le coefficient ¢== @ et cependant ¢ £ N,.

3. Théoréme 1. Y étant un espace métrique séparable (non
vide), chacune des conditions suivantes équivaut & Dinégalité

© a(Y)=n:

I Y est localement connexe en chaque dimension < n?1).

II. Z étant un sur-espace de Y tel que dim (Z—Y)< n-1 et
dans lequel Y est fermé, il existe un entourage de Y (dans Z) dont Y
est un réiracte ®).

III. Pour chaque point p Y et chaque >0, il existe un >0
tel que, X étant un espace métrique séparable et A un sous-ensemble
fermé de X tel que dim (X —A)<<n-1, & chaque fonction fe¥*
telle que 8[p 4+ f(A)]<<n correspond une extension [* XY™ de f satis-
Saisant & Vinégalité d[p+* (X)) < e

Démonstration. 1) I implique IL

D’aprés un théoréme général 3), il existe un sur-espace X de ¥
tel que Y est fermé (dans X), X—Y est un polytope (infini) de
dimension <Cn -1 et une fonetion ge X? qui est une identité sur Y.
1l suffit done de démontrer que Y est un rétracte d'un de ses en-
tourages E dans X (puisque g~(E) est un entourage de Y dans Z).

Cette dernidre proposition va- étre établie par induction; nous
allons démontrer 1°: qu'elle est vraie lorsque dim (X—Y)=0

1) dans le sens de M. Lefachetz, voir p. 269.

%) Plus précisément: Z étant un espace arbitraire et ¥™* un sous-énsemble
fermé de Z, homéomorphe 4 Y et tel que dim (X — YH<<n+$1, Y* est un
rétracte d’gn entourage dans Z. Pour simplifier les notations, nous identifions iei
et dans la suite les puints de ¥ ivec ceux de ¥* qui viennent leur correspondre -
dans ’homéomorphie en question.

3) Voir ma note de ce volume p. 269, théor. 2, ol Von remplace X par Z,
G par Z— Y, Z par X et f par l'identité.

ta Math T. XXIV. 18

Faond
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2°: que si elle est vraie pour dim (X —Y)<Ck, elle I'est encore
pout dim (X —¥)= k-1

Or, dans le cas ot X — Y est un polytope (infini) de dimension 0,
il est un ensemble isolé composé d'une suite (finie ou infinie) de
points p,, p,... En désignant par f,(p;) un point de I'ensemble ¥

(qui par hypothése n’est pas vide) tel que
1fo(p) — i <2e(ps Y),

on définit évidemment une rétraction de X en Y.

Passons, & présent, au deuxiéme cas. Décomposons le polytope
infini X—Y (& k-1 dimensions) simplicialement en simplexes 1)
et désignons par R la somme de tous les simplexes de'dimension
<k et par 4;, 4;,... les simplexes (ouverts) & %4}~ 1 dimensions,
Les simplexes 4; sont done disjoints et le bord 4,— 4, est contenu
dans R. On peut postuler en outre que Ihg é(4)=0.

Par hypothdse, il existe un entourage G de Y (dans X) et une
fonction fe YRt qui est une identité sur Y. Pour 4, G, désignons
par f; la fonction partielle fj4,— 4,%). Soit E l'ensemble-somme de
Y+ R G et de tous les 4; (contenus dans’ @) tels que la fonetion f;
admet une extension f*¢Y%. Choisissons la fonetion f* de fagon
que 4[f*(4)]<<22(f). Les simplexes 4, étant mutuellement dis-
joints et disjoints de Y, les fonctions f£, f* f¥,... définissent une
seule transformation f* de E en sous—ensemble de Y (elle co¥ncide
avec f sur Y4 RG et avec f* sur 4). Il s'agit de démontrer
que £ est un entourage de Y et que la fonction f/* est continue.

Soient peY et p=}imp,-, ot peX— (¥4 R). Comme 4,-¥ =0,
on peut admettre, en posant pyedy, que tous les indices 4, sont dif-
férents. -Par conséquent, lim 0(4,)=0 et Iim é[p+4,)= 0. Comme

pe@, il en résulte que, ponr J sufﬁsamment grand, on a 4, , C G,

d’olt A, —4,CRG, de sorte que la fonction f est définie sur la

»5phére & % dimensions¢ 4, ;— 4. La fonction f étant continue au

point p, 'égalité 3&3 d[p+4,]=0 entraine }i_r:d[ F(O)+f@,—4,))=0

et I'espace Y étant au point p localement connexe en dimension k, cette
1) Voir ibid,, p. 268, remarque finale, -

%) f/D désigne la fonction qui s'obtient de f en restreignant i I I'ensemble
des arguments,
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derniére formule, qui équivaut évidemment & lnn o[ p+ f,j(A,j 4,))=0,
Ju
implique que hm 2(fy)=0 (v. N°1, p. 272)

Par conséquent & partir d'un j soffisamment grand, chaque

fonction f; admet une extension sur 4,, ce qui prouve que 4, CE

donc que p, e E. Le point p ést done un point intérieur de E.
En outre, comme d[ /¥ A,j 1< 22(f), il vient lim [ f;"(A,j)]——O.
J=00

4,)Cf¥@,) et de

A,j)]= 0, établie auparavant, on en conclut

En tenant compte de la formule 0= f,j(Z,j——
Pégalité }12 lp + ﬂ(Z,j —
que }u:: d[p 4+ f¥4,)] =0, done que ]jl-r: *(p) =p.

La fonction f* est donc continue.

2) Il implique (0).

En effet, si A=—=ACKX, dim (X —A)<<n+1 et fe Y4 il
existe ) un sur-espace Z de Y tel que dim'(Z— Y)<Cn-1 et
que Y est fermé dans Z et une extension f, e Z* de f. En admettant
Ia condition II, il existe un entourage V de Y (dans Z) et ume
rétraction g de ¥V en Y. La fonction superposée f*=gf, est la
fonction demandée: elle est une extension de f et est définie sur
lensemble E = f5}(V), qui est un entourage de A (dans X).

3) (0) implique IIL .

Soient, en effet, X, (i==1,2,...) une suite d’espaces métriques
séparables, A, une suite de sous-ensembles fermés de X, tels que
dim (X;— 4)<<n-+1 et fie Y4. Admettons que hmd[p-{—-f,(A,)]_O

Il g'agit de démontrer que la condition (0) unphque, pour i suffi-
samment grand, Pexisténce d'tne fonmetion f*eY™ qui soit une
extension de f; et qui satisfasse & 1'égalité }im d[p +fHX)]=0.

Or, imaginons que X soit un espace composé des espaces X, et
d’un seul point ¢ situé en dehors de X, -4 X;--... Imaginons, en
outre, que les ensembles X, soient disjoints (considérés comme sous-
ensembles de X) et que llm dlg+ X]=0.

Posons A= A1+A,+ .+ g. Les fonctions f;,f,,... déter-
minent alors une seule fonction f¢ ¥4 qui coincide avee f, sur 4; et
qui fait correspondre p & ¢. Comme X — A4 = :‘i( ,— A), il vient
dim (X — A)<<n -+ 17). Il existe donc selon (0) un entourage E

1).D'aprée le théordme cité p. 278, renvoi 3.

3) D'aprés le théoréme d'addition de la théorie de la dimension,
18*
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de A (dans X) et une extension f* de f appartenant 3% YZ La
formule }13.1 dl¢g+ X]=0 entraine X;(C F pour i suffisamment

grand (puisque g est un point intérieur de E). La fonction partielle
 f¥=/*/X, se trouve donc définie sur I'espace X, tout entier et il
vient }im o[ p+f¥X)]=0. ‘

4) IIIl implique L
‘Ceci est évident, puisque la condition I est un cas particulier
de III: cas ot X=@Q,, et 4=2S,.

Théoréme 1'. Y étant un espace métrique séparable (hon vide),

chacune des conditions suivantes équivaut & Dinégalité
e(Y)=n:

I'. Y est localement connexe en chaque dimension k<Cn ef, en
outre, toute fonction feY+ admet une extension f*¢¥ %1,

IT'. Y est un rétracte de chaque sur-espace Z tel que dim(Z— Y )<n--1
et dans lequel Y est fermd,

La démonstration s'obtient de celle du théoréme précédent en
remplagant les entourages par les espaces: K et G par X dans 1)
et V par Z dans 2).

Remarques. 1. L'inégalité ¢(Y)Z=—1 est valable toujours

(pour Y=0). Autrement dit, ¥ étant un sous-ensemble fermé non-
-vide d’'un espace métrique séparable X tel que dim (X —Y¥)=0,
Y en est un rétracte 1), ’

2. L'inégalité ¢,(Y) 2= 0, comme équivalente & la connexité locale
en dimension 0, signifie la connexité locale par ares (v. p. 270),
D’une fagon analogue, l'inégalité ¢(¥Y) >0 équivaut & la connexité
par arcs locale et intégrale.

En particulier, si Y est compact, lindgalité c(¥) =0 signifie
quil est péanien. Sl est complet, il est quasi-péanien.

3. On déduit de la partie 2) de la démonstration du théordme 1
que l'égalité ¢,(¥)=21x, équivaut 4 la condition 1T od I'on ne fait
aucune hypothése sur la dimension de la différence Z—7Y. D’une
fagon analogue, 1'égalité ¢(Y)=1n, signific que ¥ est un rétracte
de chague sur-espace dans lequel ¥ est fermé. Par conséquent les
espaces Y tels que ¢(¥)==1x, (resp. ¢,(Y)==0x,) sont des rétractes
absolus (resp. des rétractes absolus de voisinage).

. 1) Pour le cas particulier oit dim X=0 on obtient un théordme de M. Sier-
pifiski, Fand, Math, 11 (1928), p. 118.
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En particulier, pour tous les polytopes le coefficient ¢, est &,
pour tous les simplexes le coefficient ¢ est .

4. Dans la condition p. 272 qui définit linégalité ¢(¥)=n
(vesp. ¢(Y)Z=n), pour n fini, la variabilité de X et de 4 peut étre

" restreinte aux espaces compacts, ou méme aux espaces compacts qui

gobtiennent d’un polytope (fini ou infini) en ajoutant un seul point.

Car en modifiant ainsi la condition (0) et en posant dans la
partie 3) de la démonstration X = @,,, et 4,=S,, on en conclut
que (0) implique I. La démonstration des implications I—>1II et

11> (0) ne demande aucune modification

I1. Opérations.
4. Addition. Théoréme 2. A et B élant deuz ensembles

fermés dans leur somme, les inégalités
&) al)=n oB>n,
impliquent que ¢,(A+ B)Z=n.

Les inégalités
@ c(A)=n, c(B)=n, c¢(AB)z=zn—1

¢AB)=zn—1

entratnent c(4d -+ B)Z=n?).

Démonstration. Soit X un espace métrique séparable tel que

3) A+BCX, dim[X—A+B]<n+1

et quoe A-B est fermé daos X. Il ¢'agit de démontrer que —
les inégalités (1) supposées remplies — Pensemble A+ B est un
rétracte d'un de ses entourages dans X (cf. cond. II du th. 1).
D’aprés un théordme général de la théorie de la dimension %),
les conditions (3) entrainent lexistence de deux ensembles fermés P

et Q tels que
4 X=P+Q, PA+B =4, QA+ B)=35,
®) dim[PQ — ABI<n.

1) Le théoréme ainsi que la dé'momtraﬁon, sont valables aussi pour n == N,.
Cf. K, Borsuk, Fund. Math. 19 (1932), p. 226 et N. Aronssajn et K, Borsuk,

‘bid. t. 18, p. 194. :
%) Voir W. Hurewics, ce vol. p. 146, renvoi 11.


Yakuza


278 C. Kuratowski:
On conclut de (5), en vertn de I'inégalité ¢,(4.B)>n — 1, que

A_B est un rétracte d'un de ses entourages fermés E dans Pg:
soit fe(AB)* et ‘

(6) J@) == pour wxeAdB.

Rien n’empéche d’étendre la définition de la fonetion f sur Yen-

semble £} 4 4 B en admettant qu'elle est une identité sur A4B;
car selon (4): ,

) PQ(A4+B)=AB, dot E(A+B)=ABY)
Soit £, la fonction f ainsi prolongée:
®)  foc(A+BE4 fa) =z pour ze(d-B)

- O, P—(A+E)CP— 4=P— (4 + B), selon (4). Done
dim [P— (44 E)]<<n+- 1 selon (3). Linégalité ¢,(4) > n implique
par .eonséquent, que la fonetion partielle £,/(4-}E) admet une ex—,
tension f; ¢ 4" ol P, est un entourage de A+ £ dans P.

D’une fagon analogue, il existe une extension f,eB% de la
fonction fo/(B4-E), ol Q, est un entourage de B+ % dans ¢,
Les formules évidentes: f,/E=f,/E=f,/E et (P, — Q,+E)-

(91— P+ E)=E prouvent que les fonctions f; et f, définissent
sur lensemble V=P, — @, 4+ @, — P, + E une seule fonetion I*
qui coincide avec ces fonctions respectivement sur P, — o+ E
et sur @, —P,+E1). Selon (8), on a, pour ze (44 B), fX2)=f(z)=x=
ce qui prouve que f* est une rétraction de ¥ en A B. ,

L'ensemble ¥ est un entourage de A 4 B dans X. En effet,
I.’, et ¢ étant par hypothése des entourages de 4 et de B respec-
tivement (dans P et @), on a

9) P—P-A=0=0Q—Q, B.
On en conclut que P, ¢, est un entourage de A+ B dans X,

car X — (P4 Q) ACP— P+ A+4+Q—0Q,- ACQ—0Q,-AQC
C@—¢,-B=0, en vertu des formules (4) et (9).

!) D'une fagon générale, M et N étant deux ensembles fermds dans M +N
et [ ot g deux fonctions appartenant 4 ¥M ot 4 YN respectivement et telles que
[/MN=g/MN, il existe .une fonction h & YM+N tells que h/M = f ot h/N _'1

Dans le cas considéré on s Y= A4 B, M=FE N=A-4R et g(x);:

%) On pose, en effet, dans le renvoi précédent: ¥ = =
¥ g, ~'P,1+E- A voi précédent: ¥ =—=A+B, M=P —Q +E

icm

Espaces localement connexes 279

D’autre part, £ étant un entourage de A B dans P @, on a
PQ—E-AB=0.

On en conclut que V=P, — @, -+ @, — P,+ E est un entourage
de A+ B dans P, + @,, donc dans X (puisque P, ¢, est un
entourage de A~ B dans X). En effet, (P,4-@,)—V=P,Q,—E, d'od
#iF0)—V-A=P,g—B-ACPQ—E-AQCPY—E-AB=0.

L’inégalité c,(4 -+ B) Z>n se trouve ainsi établie. Pour déduire
Vinégalité c¢(A 4 B)=>n des formules (2) 1), on substitue dans le
raisonnement précédent PQ & E, P b P, et Q & @,; la fonction f*
est alors une rétraction de X en 4 4 B.

Le théor. 2 permet souvent de calculer les coefficients ¢ et c;. En particulier,
il en résulte facilement que ¢(Sp)=n~—1.

En effet, pour n =0, ceci est évident: un ensemble composé de deux points
est péanien en dimension — 1. )

Supposons que ¢(Sn—1) =71 — 2 et décomposons la sphére S, en deux hemi-
sphéres S;j‘ et S~ ayant J'équatenr* Sp; en commun. Une hemi-sphére étant
équivalente topologiquement 4 un simplexe, il vient g(S;") = Ro = ¢(S;), d'olt
¢(8x)=n—1 en vertu du théoréme 2.

D'une facon plus géaérale, S étant un polytops sphéroidal?) 4 n dimensions,
onac(S)=n—1 :

8oit, en effet, 4 un simplexe formé 4 n dimensions contenu dans § et p un
point intérieur de 4. Posons B= §— 4. Par définition de polytope sphérotdal, il
existe un rétracte absolu R tel que B(C B(C S— p. L’ensemwble B est un rétracte
absolu, comme rétracte de R (il 8’obtient de R par une projection centrale effectuds
du point p); done ¢(B)==N,. Comme nous venons de voir, ¢c(AB)=n—2 st
¢(4d) =N,. Par conséquent ¢(S) =c(d+ B)=n—1.

Théoréme 3. A ¢t B étant deuz ensembles fermés dans leur

- somme, les inégalilés

1) cfd+Bj=n o (1) oAB)>n

-impliquent que c,(A)Z=n et ¢(B)Z=n.

Les inégalités
(12) ¢ A+ B =n et (13) c¢(dB)=>n
impliquent que c(A)ZZn et ¢(B)=n %),

1) Cf. le théoréme 1I de la note précitée de M. Hurewics, p, 146.

%) Dans le sens de M, Borsuk, Wiad. Mat. 38 (1934), p. 4. )

3) Voir renvoi 1 p. 277, Pour n=—0 ce théoréme a été démontré par
Mme §. Nikodym, Fund, Math, 12 (1928), p. 240. Pour n=R, par MM, Aron-
szajn et Borsuk; voir Fund. Math. t. 18, p. 194 et t. 19, p. 226.


Yakuza


280 C. Kuratowski:

Démonstration. Soit X un espace métrique séparable, U un
sous-ensemble fermé de X tel que dim (X —U)<<n 1 et feAl.
11 s’agit de montrer que les inégalités (10) et (11) entrainent V'existence
d'un entourage ¥ de U et d’une extension f*¢ AV de la fonction f,

D’aprés (10) il existe un entourage fermé E de U (dans X) et
une extension f, ¢ (4 + B)F de la fonetion f.

Posons E, = f;° (A) By = f4B). 11 vient

E=FE+F, UCE, ﬁE,E,)CAB

La derniére inclusion implique en vertu de (11) V'existence d'une
extension f;e(4 B de la fonction partielle fo/E,E,, Q étant un
entourage fermé de £, E; dans E,.

En tenant compte de l'identité E,Q = E,QE;, = E, E,, les fonc-
tions ( fo/E,) et f, définissent une seule fonction f* qui appartient
4 A5TQ et qui est une extension de f?).

De plus, Pensemble V = E, 4+ Q est un entourage de U dans X.
Il suffit de démoutrer qu'il est un entourage de U davs E, car K
en est un entourage dans X,

—E+ 0 U=5—&+0-UCE—Q-UREC
CE, Q + E; E; =0, puisque ( est un entourage de &, £, d&ns E,.

L'inégalité ¢,(4) >>n se trouve ainsi établie.

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme, on pose E=X
ot Q=2UF;. Il vient V=2F, + E, =X,

Corollaire. A éiant un sous-ensemble fermé de Y tel que
e(Y)Z=Zn20 et c(Ad)=n, et C éblant une composante %) de len-
semble Y— A4, om a ¢(Y—C)=n et c(C4A)=n3).

Car Y étant localement connexe et ¥'— A ouvert, C est ouvert 4),
Le théoréme 3 est donc applicable, en tenant compte des égalités:

(Y—C)+(C+A)=Y et (Y—C)-(C+4)= 4.

6. Produit (cartésien). Rappelons que, par définition, le pro-
duit cartésien ¥; XX ¥; X ... des espaces Y, ¥,,... (en nombre fini

1) Voir p. 278, renvoi 1.
?) ¢. & 4. ensemble connexe saturé contenu dans ¥ — A,

3) cf. le théor. X de la note de M, Knaster ot moi Sur les ensembles
connezes, Fund, Math; 2 (1921).

4) D’aprés un théordme de H, Hahn, Fund, Math, 2, p. 191.
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ou infini) est I'ensemble des suites 5 ==[7?, %?%,...] telles que 7/ ¥,
quel que soit i. Si les espaces Y, Y;,... sont métriques séparables,
leur produit cartésien peut &tre aussi considéré comme métrique
séparable 7).

On montre que #(z) étant une fonetion qui fait correspondre
b chaque ze X un élément du produit ¥; X¥; X..., la condition
pécessaire et suffisante pour que la fonetion %(x) soit continue est
que chacune des fonctions #/(z) soit continue. Autrement dit, la
formule 7e(¥; X ¥, X...)* équivaut & la condition: quel que soit 4,
if € T

1l en résulte que, pour que la fonction ge (¥, XY X...)* soit
une extension de la fonetion fe(¥; X ¥y X... )4, ot AC X, il faut
et il suffit que ¢' soit une extension de f* quel que soit i.

Théoréme 4. (Y XY, X...)=min ¢(Y),
¢;(¥y X ¥y) = min[c, (Y1), e,(¥5))

Démonstration. 1. Posons mine¢(Y)=mn (fini ou K, %)
Soient A un sous-ensemble fermé de I'espace X tel que dim (X—4)<
<Knt+1et fe(Y; X ¥, X...)A 1l vient fie YA Comme ¢(¥,)=n,
il existe une extension g¢'eY¥ de f. Considérons la fonetion
g==[g,9".]. Elle est une extension de f et appartient & (¥, X ¥3X-.)*.
Par conséquent,

(Y, X X...)=2n

2. Considérons, d’autre part, 'espace ¥, tel que ¢(¥})=n. Pour
abréger les notations, admettons que ¢(¥;) =n. Soient 4 un sous- °
ensemble fermé de I'espace X tel que dim (X—A4)<{e(¥, X ¥y X o)1
ot he YA

Soit p; un point fixe de Y, et désignons par h, la fonction
(constante) transformant 4 en p;: h,(x) =p,. Considérons la fonction
@ = [h, hg, hg,...]. Elle appartient & (¥; X ¥, X...)* et admet, par
hypothése faite sar dim (X — 4), une extension 9 (¥, X ¥, X)X
La fonction w1 appartient done & Y7, et est une extension de la
fonetion k. Par conséquent

e(Y)Zo(H X Y X0
d’ott la premitre formule & établir.

%) Cf. Topologie I, p. 145.
%) Pour #=PN,, ¢f. Aronssajn et Borsuk, 1. eit, p. 197.
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On établit la deuxiéme d'une fagon tout-d-fait analogue. En
conservant (dans la partie 1) le méme sens des symboles 4, X et f
on désigne par ¢ une extension de f’ sur un entourage E, de A
(i=1,2). En posant £ = E, - E,, les fonctions partielles h, = g/F
et hy=—g%E définissent la fonction h = (%, h,) qui appartient &
(Y3 X Y,)F ot qui est une extension de f. En outre E est évidem-
ment un entourage de A.

Quant & la partie 2, on n’a qu'a remplacer dans la formule
Ye(Y; X Yy X... )5 le symbole X par £, o E désigne un entou-
rage de A.

Remarque. On voit ainsi que

(Y, XY X.. I

Cependant l'inégalité inverse n'a pas lieu: tous les Y, étant
identiques et composés de deux éléments, on a ¢(¥;) = N,, tandis
que ¢(¥; X ¥y X...)=—1, l'espace ¥; X ¥;X... étant topologi-
quement identique & l'ensemble non-dense de Cantor.

min c,( Y).

6. Puissance (espace fonctionnel). Nous établirons d'abord
une relation entre les espaces (¥7)* et Y7*X qui interviendra dans
les raisonnements qui suivent.

L’espace T' sera supposé compact.

Soit f une fonction (continue ou nom) qui fait correspondre
b chaque z¢X un élément f, de l'espace fonctionnel ¥7. A son
tour, f, fait correspondre & chaque t¢ 7 un point f,(t) de Y.

Posons
M 90t 2) = f,(8).

On a alors I'équivalence

e ={fe(Yy}?

¢. & d. que pour que la fonetion g soit continue, il faut et il suffit
que la fonetion f soit continue.

En effet, admettons d’abord que f soit continue. Soit lim z,==
et lim#,==1. Par hypothése lim f, =£,, c. 4 d. que la suite des fonctions
(de la variable i) f, (), f,(#),... converge uniformément vers la
fonetion f,(#). L'espace T' étant compact, cela équivaut & Pégalité

1) Plus encore: &i X est compact, la correspondance considérée est une
homéomorphie entre los espaces (Y 7)X ot YTXX,

icm

Espaces localement connexes 283
lim f, () = f:(#) ). 1l vient lim g(t,, 2,) = g(t, ), d’ot la continuité
de la fonetion g.

Admettons, & présent, que, inversement, la fonction ¢ est continue
et posons lim ¢, ==. Il ¢'agit de démontrer que lim f =/, c.ad
que la suite des fonctions { f, (f)} converge umformément done que
I'égalité limi, =1t entraine Tim Je(t) = fi(t) ou encore: qulelle
entraine lim g(¢,,%,) = g(f, #). Mais ceci est une conséquence directe
de la continuité de la fonetion g.

Ceci établi, observons que, pour que la fonetion f* soit une
extension de la fonction fe(Y7), il faut et il suffit que la fonetion g*,
définie par la condition

(@) gt =) = fX (),
soit une extension de la fonction g (qui appartient a Y7x4).
Théoréme 5%). c,(Y")<<e(Y)<Lce{YT)+dim T,

(¥ < e(Y) <e(¥7)+dim 70
Démonstration. Afin détablir linégalits ¢(¥Y7)<< (X)),

considérons un espace métrique séparable X, un sous-ensemble fermé
A de X, une fonction @ ¢ Y* et admettons que

3) dim (X — A< e,(YT)+ 1.
Il gagit de définir une extension @*e¢Y* de la fonction g, ol X
est un entourage convenablement choisi de A (dans X}

Soit f la fouetion qui fait correspondre & chague z ¢4 la fonetion
constante (considérée comme fonction de I'argument ¢) p(z); ¢. & d. que

f;(t) = @(z),

Il vient fe(Y")4, car la fonction g définie par la formule (1)
est évidemment continue et appartient par conséquent b Y7 X4
D’aprés (3) la fonction f admet donc une extension f*e(Y7)%,
ol F est un entourage de 4 (dans X). Il en résulte que la fonction g¥,
définie par la formule (2), est une extension de la fonction g et
appartient ‘& Y7*E, Donc, ¢, étant un point fixe arbitrairement

quels que soient te7 et xed.

1) Nous nous appuyons ici sar le théoréme facile & établir, d’aprés lequel:
étant donnée une suite de fonctions continues f(#), f,(?),... définies sur un espace
compact T, la convergence uniforme de cette suite vers la fonction f(t) équivaut
& l'hypothése que la condition lim ¢, =¢ entraine liw fu(fs) = f(#), quels que
soient les arguments ¢ et #,.

%) Dans un ordre d'idées analogue, M. Hurewicz étudie dans une Note
qui vient de paraitre dans Proceed. Akad. Amsterdam 38 (1935) I'espace YT pour ¥
localement contractile dans soi (cf. N° 8). ‘
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choisi dans 7, la fonction ¢*, définie par l'égalité @*(x) = g*(z, )

pour z ¢ E, est une extension de la fonetion ¢ et appartient & Y=,
Linégalité ¢,(¥Y") << ¢,(Y) se trouve ainsi établie. En remplagant

dans le raisonnement précédent E par X, on démontre que ¢( ¥ ")<Ze(Y).
Passons & présent & l'inégalité ’

“ oY) < oY)+ dim 7.
Soient A un sous-ensemble fermé de X, fe(YT)4 ot
)] dim 7 dim (X — 4) < o(Y) + 1.

L’inégalité (5) donne
dim (TX X —T X 4A)<Cdim 7+ dim (X — A) < ¢(Y) 4 1.

Par conséquent, la fonction g de la formule (1) admet une
extension g, ¢ YV olt V est un entourage de l'ensemble 7' A dans
Pespace T )X X. L'espace T’ étant compaet, on constate facilement
quil existe un entourage E de A (dans X) tel que 77X E(CV.
Désignons par g* la fonction partielle go/(7'X E). La fonction f*,
définie par la formule (2), est donc une extension de f et appartient
& (YT)E

L'inégalité (4) est ainsi démontrée.

L'inégalité ¢(Y) << e(Y™) - dim T s’obtient, en remplagant dans
le raisonnement précédent V par 7'X X et E par X.

Remarques. 1) Llégalité ¢(¥)=¢(Y") -} dim I' n'est pas, en-

général, vraie. Par exemple: ¢(8,)=0, ¢(S2)=0, dim @, =1
(@, est Yintervalle 01).

2) La démonstration du théoréme reste valable lorsque les coef-
ficients ¢ et ¢, sont R,; elle devient méme plus simple, car on omet
alors les conditions (3) et (5). On en conclut que, quel que soit
Yespace compact I' (de dimension finie ou infinie):

a(Y) =1, implique ¢,(Y7) =R, et c(¥)=1n, implique c(¥7)==,.

En particalier, si Y est un simplexe, Y7 est un rétracte absolu,
si Y est un polytope, Y™ est un rélracte absolu de voisinage (cf.
No 3, rem. 3).

3) Soit ¢,(¥)>>dim 7. Il vient ¢,(¥7)>>0; cela signifie que
Pespace Y7 est localement connexe par ares. Il est, en outre, inté-
gralement connexe par arcs, si l'on suppose que ¢(Y) > dim 7.
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Cette remarque conduif & la caractérisation suivante des coef-
ficients ¢ et ¢,

Corollaire. Pour que ¢,(Y)Z=n, il faut et il suffit que, quel
que soit Uespace compact T de dimension < n. Vespace Y7 soit loca-
lement connexe par arcs.

Si Von ajoute & cette condition la connexité (intégrale) par arcs,
on obtient une condition qui équivaut & linégalité ¢(Y) > n.

En outre, lo variabilité de T peut éire réduite aux n- 1 sphéres:
Spyerer Sne

En vue de la dernidre remarque, il suffit de démontrer que
Iinégalité ¢, (¥Y5%) >0 implique que l'espace Y est localement con-
nexe en dimension % et que linégalité ¢(¥) >0 implique que
chaque fonction /e Y® est homotope dans ¥ & une coustante.

Soit p un point de Y. Si max |A(f) — p| est suffisamment petit,
il existe un are L contenu dans Y5 unissant la fonction % & la
constante p et tel que d(L)<Ce Il existe par conséquent une fone-
tion f qui fait correspondre & chaque » de I'intervalle 01 une fone-
tion f, appartenant b ¥°+ de fagon que fo=»h, fi=p et que
| fi—fi| < & quels que soit «, done que |f,(f)—p| <& quels que
goient z et ¢. La fonction g définie par la formule (1) satisfait done
aux conditions:

gt 0)=h(), gt 1)=p |90 2)—p|<e

Cela signifie que Pespace Y est localement connexe en dimen-
gion k au point p (ef. p. 269).

D'autre part, si c(¥Y¥) >0, Vexistence de I'arc L ne demande

aucune hypothése sur la distance de la fonction h et de la con-
stante p. Le raisonnement précédent montre que & est homotope & p.

7. Homologies. Y étant un espace compact, V'inégalité ¢(¥Y)>n
implique que Y est acyclique en dimensions <<n*).

En effet, chaque espace compact Y est contenu dans un sur-
espace compact X, acyclique en dimension % et tel que dim(X;— Y )<<
<k-+12). Sil'on admet que c(Y)z2n_>k, Y est un rétracte
de X,. Comme rétracte d’un ensemble acyclique en dimension &,

1) ¢. & d. que chaque vrai cycle n-dimensionnel est homologue & 0 dans ¥,
En particulier, tous les nombres de Betti de Y de dimensions <<n 8'annulent.
3) 8. Eilenberg, ce vol. p. 70,
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Y est lui-méme acyclique en dimension % (d’aprdés un théoréme
général sur la rétraction des ensembles 1),

Remarques. 1. La réctproque serait en défaut (méme pour les
polytopes): la ,sphére de Poincaré” ?) est un polytope (& 3 dimensions)
dont les nombres de Betti de dimension 0 et 1 s'annulent et qui
cependant n'est pas péanien en dimension 1: son groupe fondamental
ne s’annule pas.

La propriété d'étre péanien en dimensions k<7 est done plus
restrictive que celle d'étre acyclique en dimensions k< .

2. En ce qui concerne linédgalité ¢,(Y)Z=n, M. Borsuk a dé-
montré qu'elle implique que fous les nombres de Betti de dimensions <n
soni finis 3).

8. Contractilité. En suivant une dénomination de M. Borsuk 4),
il est naturel de nommer un espace métrique séparable Y contractile
dans soi en dimension n, lorsque chaque sous-ensemble fermé F de
dimension 7 est homotope & un point dans Y. Autrement dit,
lorsquil existe une fonetion continue de deux variables g(z,#) ol
zeF, 0CLE<C1, dont les valeurs appartiennent & Y et qui satisfait
aux conditions

P, 0)=2z et ¢(r,1)=p, quel que soit .

L'espace Y est dit localement contractile dans soi au point p en
dimension n, lorsqu’d chaque &> 0 correspond un %> 0 tel que
Vinégalité d(p 4 F) <7 entraine 'existence d'une fonction ¢ satisfai-
sant aux conditions précédentes ainsi qu'a la suivante: [@(z, £)—p|<e,
quels que soient « et £. :

On voit aussitét que Phomotopie des ensembles est un cas
particulier de Phomotopie des fonctions: cas ot la fonction considérée
est une identité. En conséquence, lindgalité c(Y)>=n entraine la
contractilité locale de Y en dimensions k<Cn et ¢(Y) > n entraine
la contractilité en dimensions k< n.

Pour gen convaincre, on désigne par X le produit cartésien
de F et de lintervalle 01, par A les ,bases® de X, c. & d. les
ensembles "X point 0 et F X point 1, enfin par f la fonection

!) K. Borsuk, Fund. Math. 21 (1983), p. 95.

2) Rendic. di Palermo 18 (1904),

%) Voir Un théoréme sur les groupes de Betti des ensembles localement
connexes en toutes leg dimensions <n, ce volume,

4) Fund. Math, 19 (1932), p. 235. .
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qui est une identité sur la base ,inférieure* et est identiquement
égale & p sur la base ,supérieure“. En étendant la fonction f sur
Yensemble X tout entier (cf. théor. 1, III), on parvient & la
fonction ¢ demandée.

La réciproque n'est pas vraie: M. Borsuk a défini!), en effet,
un ensemble contractile et localement contractile dans soi en dimen-
sions 0, 1, 2 qui n’est pas cependant acyclique en dimension 2;
3 plus forte raison, il n’est pas péanien en dimension 2.

D'aprés un théoréme de M. Borsuk ®), tout espace compact
de dimension finie contractile localement (en toute dimension) est
un rétracte de voisinage absolu; si I'on suppose en outre la contractilité
intégrale (c. & d. que l'espace tout entier est homotope & un point),
Pespace devient un rétracte absolu. On en conclut en vertu du
théoréme précédent, que — dans le domaine des espaces compacts
de dimension finie — l'indgalité ¢,(Y) = dim Y entraine c(Y) =,
et linégalité ¢(Y) = dim Y entraine ¢(Y)=R,.

1) Ce volume, p. 257, ensemble P (2, 3).
3} Fand, Math, 19 (1932), p. 240.
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