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correspondantes sont p et ¢%), il vient peV, ge¥, et un certain
produit de puissances de ces éléments appartient & P, done anssi
A R,ecqf d

Par un raisonnement analogue, en utilisant le fait qu'un groupe
linéaire compact, connexe et abélien a toujours un générateur, on
peut démontrer que dans un groupe général topologique compact,
connexe et abélien tout élément, abstraction faite d’un certain en-
semble de premidre eatégorie, engendre un sous-groupe partout dense,
ou, autrement dit, qu'un tel groupe est monothétique dans le sens
de M. van Dantzig?).

Daprés un théoréme de M. A. Markoff?) tout groupe topo-
logique abélien localement compact et séparable est le produit direct
d'un groupe compact et d'un groupe isomorphe au groupe des trans-
lations d'un espace euclidien. Par conséquent, un tel groupe admet
toujours un nombre fini de générateurs.

1) V. D. van Dantsig, Homogene Kontinua. Fund. Math, XV,
1) A. Markoff, C. R. 197, p. 610—612.
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Sur les nombres dérivés.
Par
J. Marcinkiewicz (Wilno).

1. Le but de cette note est de prouver le théoréme snivant:

Etant donnée une suite arbitraire de nombres {h. =0} tendant
vers zéro, il existe une fonction @ (x) comtinue dans (0, 1) et satisfai-
sant & la condition suivante.

(P) & toute fonction mesurable p(z) dans (0, 1) 4l correspond une

suite partielle {n} telle que

11

. P@-+h,) — O(z) :
:n hn, =p(=)
presque pariout.

La fonction @(z) est done, pour ainsi dire, une ,primitive uni-
verselle“ pour toutes les fonctions mesurables.

2. La coustruction de cette fonction sera basée sur le lemme
suivant 1):

(L) Etant donnés un £>0 et deux fonclions continues F(z) et
Fy(z) .dont Fy(x) est presque partout dérivable dans (0, 1), 4l eriste
toujours ume fonction continue et presque partout dérivable G(z) telle
que G'(z) = F,(z) presque partout et que |F,(z) — G(z)| <e.

En effet, divisons Pintervalle (0, 1) en un nombre fini d'inter-
valles n'empiétant pas et tels que l'oscillation de Fj(z) — Fy(z)
soit moindre que & dans chacun d'eux. Soit H(z) une fonetion
continue et monotone dans chacun de ces intervalles, identique
a Fi(x) — Fy(x) aux extrémités de ces intervalles “et. telle qu’on

1) Ce lemme a été déja employé par M. Lusin pour un but analogue; no-
tamment pour démontrer que pour toute fonction mesurable f(a) il existe une
fonction continue F'(x) telle que presque partout F’(z) = f(zx).
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ait presque partout H’(z)=10. On a alors | Fy(2)—F, () — H(z)|<e
et la fonction G(z)= F,(z) 4 H(x) jouit évidemment de la pro-
priété demandée.

3. Cela posé nous passons & la démonstration du théordme énoneé
au début de cet article. Rangeons en une suite {P, (@)} tous les
polyndmes & cosfficients rationnels. Il est aisé alors & déterminer
une suite de fonctions continues, presque partout dérivables, {®,(x)}
et une suite partielle {f,=4,} extraite de la suite domnée {h}, de
maniére qu'on ait:

& |94(0)— Buafa)] < 21,

@ m'(’”“;z_ﬁ‘(”)——z’.(x) <%

excepté au plus sur un ensemble E, de mesure < ;31;,

17
©) h<le

En effet, en supposant les k—1 premiers termes des suites {D,(=)}
et {#} déterminés, on définit aisément par I'application du lemme L),
une fonetion continue @,(z) conformément & la condition (1) et de
manidre que l'on ait presque partout @(z) = P,(z). Cette dernitre
relation permet de définir un nombre #, de fagon que les conditions (2)
et (3) soient remplies & leur tour.

En vertu de (1) et (8) la suite {@,(x)} converge vers une limite
®(z) =lim O (z), continue et satisfaisant pour tout k & Pinégalité

|9) — B,2) | < 25

Par conséquent, en tenant encore compte de (2), on a

@ g—g””—‘H:)—"‘—ﬂi) — Py(2) g% pour tout zeCE,.
A
Soit maintenant f(z) une fonction mesurable quelconque et {7, (x)}
une suite extraite de {P,(z)} telle que P, (x)— f(z) presque partout.
On peut admettre évidemment que pour tout i on a [Py (@)—fl@)| < 1/m

& l'exception, au plus, d'in ensemble H, de mesure moindre que
1/2=. Done, en vertu de (4)

Dzt ) — D(z)
Y

-f(z)l<£—'+—:—‘ pour toul a:eC(E;.—}-H.).
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et, comme X mes (B, + Ha)<oo, on a presque partont

i 2= _

m ‘ﬂ.

ce qui achéve la démonstration,

4. Une modification du raisonnement précédent permet d’énoncer
notre résultat en termes des catégories de Baire dans des espaces
abstraits. Soit @ Iespace des fonctions continues dans (0, 1) avee la
norme ordinaire |@| = max |@(x)| pour toute fonction P e @ Alors:

Etant donnée une suite {h,==0} tendant vers O, toute fonction
D(2) € @ excepté un ensemble de fonctions de premidre catégorie dans G
Jouit de la propriété (P)2).

Désignons, comme précédemment, par {P,(z)} la suite de poly-
némes & coefficients rationnels et remarquons tout d’abord que la
condition (P) équivaut & la suivante: _

(B) pour tout couple n, k dentiers positifs il eriste un nombre
p>n tel que

®)

O(z+h,) — D(z)
3

P

1
——P*(x) <;;

- pour tout x, excepté au plus dans un ensemble de mesure moindre que 1/n.

En effet, f(x) étant une fonction mesurable et m un entier positif
soit k,, une valeur de k tel que |f(z) — P, (#)] <<1/2" pour tout z,
excepté au plus sur un ensemble de mesure moindre que 1/2=
D’autre part, en supposant que P(x) satisfait & (P), il existe une
valeur p = p,, vérifiant (5) pour n=2" et k=1~L,. On a par con-
séquent, pour tout m

o h, )— D
b=t )t

& un ensemble de mesure moindre que 1/2* prés, d'odt Von conelut
immédiatement que presque partout

B(z+h,) — B()
)

Pm.

= f@),

e. & d. que @(z) jouit de Ia propriété (P).

1) Ce résultat est di & 8, Maks,
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Ceci étant, soit @ I'ensemble de fonetions continues qui ne pos-
sédent pas la propriété (P'). On a alors @= 3 @,,, ot @,, désigne
nk

'ensemble de fonctions continues ¥(z) telles que pour tout p > n

|Z(z+h,) — B(z)
| b

on a

— Py(x)| = 1 sur  un ensemble de mesure

non moindre que 1/n. On voit de sulte que tout ensemble &, est
fermé dans I'espace @ et qu'aucune fonction &(z) admettant P,(z)
presque partout pour sa dérivée, n'appartient & &,,.

Or, en vertu du lemme (L), il existe pour chaque £>0, k>0
et pour toute fonction ¥(x) une fonction continue P(z) telle que
presque partout &'(z) = P,(x) et que |D(z) — ¥(z)| <<e 1l den
suit que tout ensemble &,, est non-dense et, par conséquent, I'en-
semble @ est de premiére catégorie.
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Remarque sur un théordme de M. Lusin
concernant les suites stationnaires.

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).
M. N. Liusin a démontré récemment 1) ce
Théoréme I: Si

1) EDE D DE,DE D DE D Ey, ... (<9

est une suite transfinie descendente densembles.F,, telle que pour
tout mombre ordinal << Q de seconde espéice E, H Eg, la suite (1)

‘est stationaire (c. & d. il existe un nombre ord.mal <<, tel que

Ey=E, pour p<CE<T Q)

La démonstration est donnée par M. Lusin pour l'espace
linéaire, mais elle est valable, avec des modifications évidentes, pour
un espace euclidien 4 un nombre quelconque de dimensions.

Or, en analysant la démonstration de M. Lusin on appergoit
sans peine qu'il a démontré (pour les espaces euclidiens) un théoréme
plus général que voiei:

Théoréme I1: St

) EDEDED..DE,DEy D .DE DEyD... (§<-Q)

est une suite transfinic descendente densembles ¥, telle que pour tout

nombre ordinal a << Q lensemble §1<I E¢ est un Gy, la suite (1) est
stationnaire.

1) Ty de VInstitut Phys.-Math, Stekloff t. V, p. 132 (en russe). Cf.
N. Lusin Sur les suifes stationnaires, Actualités Bcientifiques et industrielles
(Paris 1934), p, 10.
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