Sur un probléeme de M. Ruziewicz concernant
les superpositions de fonctions jouissant de la
propriété de Baire.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie)

D'aprés un théoréme de M. Ruziewicz toute fonetion d'une
variable réelle est une superposition de deux fonctions mesurables *).
Le but de la note présente est d’étudier les probldmes analogues
pour la propriété de Baire.

Remarquons d’abord qu'on peut remplacer dans le théoréme de
M. Ruziewicz la mesurabilité par la propriété de Baire par
rapport & la droite. Désignons done par @, la famille de toutes les
fonetions d’une variable réelle qui jouissent de la propriété de Baire
par rapport & la droite (c. & d. qui sont continues quand on néglige
un ensemble de 1% catégorie). Nous allons démontrer que toute
fonction d’une variable réelle est une superposition de deux fonctions
de la famille @,.

En effet, toute fonction ponctuellement discontinue appartenant,
comme on voit sans peine, & la famille @, il suffit de démontrer
que toufe fonction d'une variable réelle est une superposition de deux
Sfonctions ponctuellement discontinues.

Posons

9@ =Y "

n==l

— clest, comme on voit sans peine, une fonetion eroissante (donec

1) Cf. Mathematica vol. VII (Cluj 1933), p. 89.
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ponctuellement discontinue) qui est discontinue pour tout » ration-
nel: Densemble E de toutes les valeurs de ¢(z) (pour z réels) est
done non dense.

Soit maintenant f(z) une fonction d’une varishble réelle donnée
quelconque. Définissons la fonetion 1(y) de la variable réelle y comme
il suit. 8i y e E, il existe un « réel unique, tel que @(z)=y: nous
poserons dans ce cas ¢(y) =/ (z). Si ynoneE, nous poserons (y)=0.
L’ensemble & étant non dense, on voit sans peine que la fonction v
est nulle sur un ensemble ouvert partout dense, done ponctuelle-
ment discontinue. Or, on voit sans peine qu'on a f(z) = v (p(x))
pour tout # réel. La fonction f(x) est done une superposition de
deux fonetions ponctuellement discontinues, ¢. q. f. d.

Nous considérons maintenant le probléme analogue pour les
fonctions jouissant de la propriété de Baire (,au sens restreint),
c¢. & d. continues sur tout ensemble parfait quand on néglige un
ensemble de 1™ catégorie par rapport i cet ensemble parfait. Nous
prouverons notamment qu’il existe des fonctions d'une variable réelle
qui me peuvent pas étre oblenues par un nombre fini ni par une in-
finité dénombrable de superpositions de fonctions jouissant de la pro-
priété de Baire. A

Cest 3 M' Nina Bary qu'on doit la définition des super-
positions de classes transfinies!). @ étant une famille donnée de
fonctions d'une variable réelle, on peut définir sans utiliser les
nombres transfinis la famille S(®) de toutes les fonctions rentrant
dans la classification de M Bary (obtenue & partir de la famille @)
comme il suit:

S(®) est la plus petite famille 7' de fonctions qui contient toute
fonction de la famille & et qui jouit de deux propriétés suivantes:

19" La superposition de deux fonctions de la famille 7' appar-
tient encore A F,

20 Si f(x) m=1,2,3,..
de la famille F' et si

f@)=lim fo fu o S fi(0)

la fonction f(z) appartient encore & la famille F.

.) est une suite infinie de fonctions

1) Matematideski Sbornik t. 40 (1933), p. 327—328. Cf. A.Lindenbaum:
Fund, Math. t. XXIII, p. 16. -
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Il est manifeste que si @, C @,, on a S(P;)C S(P,). Pour dé-
montrer qu'il existe des fonetions d'une variable réelle qui n’appar-
tiennent pas & la famille S(®@,), o @, est la famille de toutes les
fonetions jouissant. de la propriété de Baire, il suffit donc démontrer
le méme pour la famille &,, @, étant une famille telle que @, @,

Je dis quon peut prendre pour @, la famille de toutes les
fonctions f(z) d’une variable réelle jouissant de la propriété IT
suivante:

II. Tout ensemble parfait (non vide) P contient un sous-ensemble
parfait (non vide) Q sur lequel la fonction f(x) est continue.

Toute fonetion jouissant de la propriété de Baire jouit de la
propriété II: pour le voir il suffit de remarquer qui si P est un
ensemble parfait et K un ensemble de 1™ catégorie par rapport & P,
Pensemble P— K contient un sous-ensemble parfait.

On a done @, C @,. Or, nous prouverons que S (B,) = D,. A ce

but il suffira évidemment de démontrer que la famille F = @, sa-’

tisfait aux conditions 1° et 29,

Solent donc ¢(x) et y(x) deux fonctions de la famille &,, done
jouissant de la propriété II, et soit f(2)==1 (¢ (z)). Soit P un en-
semble parfait donné quelconque. La fonction ¢(x) jouissant de la
propriété II, il existe un ensemble parfait et borné P, (C P, tel que
la fonetion @(2) est continue sur P,. L'ensemble ¢(P,), en tant
qu'une image continue d'un ensemble parfait et borné, est fermsé.
Si Pensemble @(P;) n'est pas parfait, il contient un point isolé y,
et il existe une portion P, de P, telle que @(x)=1y, pour zeP,,
done f(x) =y (p(x)) = v (y,) pour x¢ P,, et la fonction f(z) est
continue (comme constante) sur P,. Si I'ensemble @(P;) est parfait,
alors, la fonetion w(x) jouissant de la propriété IT, il contient un
sous-ensemble parfait @, tel que la fonetion (x) est continue sur Q.
La fonetion ¢(z) étant continue sur ensemble parfait P,, il résulte
de QCf(P) que l'ensemble E[z¢P,, ¢(x)e Q] est fermé et non

X

dénombrable, done contient un sous-ensemble parfait #,. Or, on
voit sans peine que la fonction f(z)=1 (p(x)) est continue sur
Pensemble P, (puisque P,(C P, et ¢(P,)( Q). La fonetion J (x) jouit
donc de la propriété IT et par suite appartient & la famille @,. La
famille F'= @, satisfait donc & la condition 1°. '

Or, nous prouverons que si f(z)=lim (), ol @, () (1=1,2,3,...)
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sont des fonetions jouissant de la propriété 11, la fonction f(z) jouit
également de cette propriéte,

En effet, soit f(z)= ,lir: Pa(2), O @u(x) (n=1,2,3,.. .) sont

des fonctions jouissant de la propriété II. Soit P un ensemble par-
fait donné queleconque. La fonetion ®.(2) jouissant de la propriété II,
il existe, ~comme on voit sans peine, deux ensembles parfaits dis-
joints P, et P; de diamétre <1, contenus dans P et tels que la
fonetion @, (%) est continue sur P, et sur P;. La fonetion s (z)
jm.]’issant de la propriété IT, il existe deux ensemblos parfaits dis-
joints Py et Py, de diamétre < /s contenus dans P, et deux en-
sembles parfaits digjoints P, et P,, de diamétre "< Y/, contenus
dans P;, tels que la fonetion ®;(2) est continue sur chacun des
ensembles Py, P, Py, et P,. En raisonnant ainsi de suite, on
arrive & un systéme d’ensembles parfaits {P,, ,3, ot @y, as,..., &,
(n=1,2,3,...) sont des nombres 0 ou 1, tel que pour tout » na-
turel donné >>1 et tout systéme 0y, Oty,..., @, do nombres 0 on 1

Pﬂm-"“n—l“n CPq,m...u,‘_ly Pmu....ux_lo' U | =0

que le diamétre de Pensemble Pocy.a, 8t < 1/n et que la fonetion
®.(2) est continue sur l'ensemble P

[T I,
Posons, pour n naturels:

Sn ==2 P L7

umu...,an

la sommation #étendant & tous les 2 systétmes de nombres
@1y @y;..., @&, égaux & 0 ou & 1, et posons

=l

— ©e sera, comme on Voit sans peine, un ensemble parfait (P
Or, comme on voit sans peine, la fonetion @.(x) est continue

sur l'ensemble S,, done aussi sur @C 8,. Toutes les fonctions g, ()

(n=1,2,3,...) sont done continues sur Iensemble parfait Q.

La fonction f(z) est ainsi sur @ limite de fonetions continues,
done une fonetion de 17 classe de Baire sur Pensemble parfait @
et il existe un sous-ensemble parfait Q, de @ sur lequel f(x) est
continue. Or, on a Q(C P, done @, P. L'ensemble parfait P pou-
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vant étre quelconque, on voit que la fonetion f(x) jouit de la pro-
priété II, e q. £ d. o
" Soit maintenant f, (%) (n==1, 2,3,...) une suite infinie de fone-

tions de la famille @, et soit
& f@=lmf, for fi i@

Posons, pour n=1, 2, 3,...

@) (@) = fu foes--- o 1 (@),

La famille F= @, satisfaisant & la condition 1° les fonctions
P (x) (n==1,2,8,...) appartiennent & @P;, donc jouissent de la
propriété II, et il en résulte, (d’aprés (2)), comme nous venons de
démontrer, que la fonction (1) jouit de la propriété II et par suite
appartient & @;. La famille #'= @, satisfait donc & la condition 2°.

La formule S(®,)= @; est ainsi démontrée. Or, d'aprés @, C @,,
on a S(P,)CS(P;): on a done S(P,)C P, cest-d-dire toute fonc-
tion obtenue par un nombre fini ou une infinité dénombrable de super-
positions de fonctions jowissant de la propriété de Baire jouit de la
propriété II.

Pour démontrer qu'il existe une fonction d'une variable réelle
qui n'appariient pas & la famille §(®@,) il suffit donc de démontrer
qu'il existe des fonctions f(x) qui ne jouissent pas de la propriété I7.

Or, telle est p. e. toute fonction discontinue sur tout ensemble
parfait, en particulier toute fonction caractéristique d'un ensemble
linéaire qui est totalement imparfait ainsi que son complémentaire
(et dont I'existence on démontre & l'aide du théoréme de M. Zer-
melo). ‘

Notre assertion est ainsi démontrée,

Remarque. Nous avons démontré que @, @,. Or, la question
se pose si l'on a @ = @; ou non. Nous ne savons pas résoudre
cette question (négativement) qu'en admettant 'hypothése du continu.
En admettant que 2% =1y, j’ai démontré?) qu’une superposition de
deux fonctions de la famille @, peut n’appartenir pas a cette fa-
mille, ce qui est incompatible avee Iégalité @, ==&, qui donne
(d'aprés 8(®y) = B;) S(P,) = §(P;)= Oy =B, done S(P,) = D,.

1) Fund. Math, t, XXII, p, 21.

S ——————————
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Sur une classe de fonctions de M. Sierpifiski
et la classe correspondante d’eénsembles 1).

Par
Edward Szpilrajn (Varsovie).

Introduetion. M. W, Sier pifski a considéré récemment la
classe des fonctions f(z) (réelles d’une variable réelle) qui satisfont
& la condition suivante: pour fout ensemble parfail P (de mombres
réels) il existe un ensemble parfait P,(CP tal que la fonction f|P,
est continue %), .

La note présente contient une étude détaillée des fonctions qui
satisfont & cette condition de M. Sierpifiski ainsi que Pétade des
ensembles qui satisfont & la condition correspondante (cf. 2:1). Nous
dirons que ces fonctions et ensembles jouissent de Zu propriété (s).
Nous considérons de méme les ensembles dont tous les sous-ensembles
possédent cette propriété, Nous dirons qu'ils jouissent de la propridté (s°).

D'aprés M. Sierpinski, la propriété de Baire au sens restreint
entraine la propriété (s) et, d'autre part, il résulte de I'hypothése du con-

- tinu que le théoréme inverse n’est pas vrai?). Nous ne savons pas, si

T'on peut se passer de 'hypothése du continu pour obtenir ce dernier
résultat. Nous ne savons non plus, si tout ensemble PCA (ou, plus
généralement, tout ensemble projectif) jouit de la propriété (s).

Ce qui parait intéressant, clest que la propriété (s) est un in-
variant de diverses opérations: de 'opération (4) (2'6), de ’homéo-
morphie généralisée (2:6), de la multiplication ‘cartésienne 27, de
la superposition 4) (4'5), ete.

1) Les résultata principaux de est ouvrage ont 6t présentés a la Société Po-
lonaise de Mathématique (section de Varsovie) le 18 mai 1934,
%) Sur un probiéme de M. Rusicwicz concernant les superpositions de
fonctions jouissant de la propridtd de Baire, ce volume, pp. 12—18.
*) Sierpiniski 1. c. et la note prégafita
%) Sierpinskil e.
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