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Remarque. Il est & remarquer que l'ensemble 4 dont les propriétés d’ho-
mologie sont celles des sphéres euclidiennes différe de ces sphéres par les pro-
priétés d’homotopie. On peut notamment prouver que le groupe fondamental
de A1) ne disparait pas; plus précisément que la circonférence(llg[lzl =1; t=3]

ne se laisse pas contracter dans 4 1) d'une manidre continue vers I’ensemble con-
stitué par le seul point (1,8). La question &'il existe une relation entre cette der-
niére propriété de A et l'existence d’une transformation continue de 4 en sous-
ensemble de A sans point invariant, reste ouverte.

1) Quant & la définition du groupe fondamental, voir p. ex. 8. Lefachets,
1 e, p. 8283,
%) Au sens de ma note des Fund, Math, 19 (1932), p. 235.

‘Wigsowszezyzna, 20, VIL 1934,
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Sur un probléme de M. J. Schreier.

Par

Karol Borsuk (Warszawa).

Jappelle un point a d'un espace!) E point de biunivocité d’une
fonetion f définie dans X, lorsque f(2) =k f(a) pour tout zeE— ().
Dans le cas ot f est continue, E compact et tous les points de E
sont des points de biunivocité de f, la transformation f est une
homéomorphie et toutes les propriétés topologiques de /(E) coincident
avec celles de E. Si, au lieu de supposer que tous les points de £
gont des points de biunivocité de f, on suppose seulement que les
points de biunivocité sont dans E suffisamment nombreux (dans
un sens qu'on peut préciser de différentes maniéres), on constate
maintes fois que cette supposition, si faible qu'elle soit, suffit plus
ou moins pour déterminer les propriétés topologiques de l'image
f(E). Dans le cas p. ex. ol E est une circonférence et les points
de biunivocité de f constituent un ensemble de deuxidme catégorie
(vel. & E), resp. un ensemble dont le complémentaire est dénom-
brable, resp. fini, on constate aisément que f(E) est un continu
péanien non unicohérent #), resp. une courbe rationnelle ¥) contenant
une infinité an plus dénombrable d’éléments cycliques 4) différents,
reap. une courbe élémentaire dont tous les points sont d’ordre?) paire

1) J'entendrai dans cette note par espace un espace métrique,

1) Continu péanien non anicohérent = image de l'intervalle fermé <0,1>
admettant une décomposition en deux continus dont la partie commune n'est pas
connexe. Voir pour cette notion L. Vietoris, Proc. Amsterdam 29 (1926), p. 445

- ot C. Kuratowski, Fund. Math. 13 (1929), p. 307.

%) Quant & la définition des courbes rationnelles, des courbes élémentaires,
d’ordre ete. voir K. Menger, Kurventheorie, Leipsig—Berlin, Teubner 1933,
P. 96—98.

4) Ausens de G. T. Whyburn, Proc. Nat. Acad, 8o, 18, p. 31—38. Voir
aussi C. Kuratowski et G. T. Whyburn, Fund, Math, 16 (1930), p. 3056—331.
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M. J. Schreier a posé récemment le probléme qui sa laisse

formuler comme il suit:

E étant une coupure irvéductible de lUespace euclidien n-dimen-
sionnel B, ¢ [ une transformation continue de E en un sous-ensemble
de R, dont lensemble des points de biunivocité n’est pas fronmtidre
(rel. & E), est-il vrai que [(E) est une coupure de R,? ‘

Dans cette note je vais démontrer un théoréme contenant comme
cas particulier la solution affirmative du probléme de M. Schreier.

Termes et notations. S, désigne la surface sphérique n-dimensionnelle de
centre 0 et de rayon 1 située dans l'espace euclidien R,y; & n-}-1 dimensions.
E étant un espace arbitraire, ,Sf désigne l'espace dont les éléments sont des
fonctions continues qui transforment B en sous-esembles de S,. Cet espace est
supposé métrisé par la formule o(p, ¢’) = Sjggg[qn (), @’

peSE est dite sssentielle loraque dans la composante de SZ qui contient ¢ il n'existe
aucune fonction transformant E en un seul point, Pour qu'une transformation
pe ,S'f soit non essentielle, il faut et il suffit qu'il existe une famille de fonctions
{@e}C SE dépendante d'une manidre continue du paramétre ¢ parcourant 'intervalle
fermé <0,1> et telle que @ () =@ (®) et ¢ (x)==a, oll & est. un point fixe
de S;*). Enfin, pour abréger le languge, je dirai qu'une fonction ¢ e GF trans-
forme un sous-essemble 4 de E d'une maniére essentielle en S, lorsque la fone-
tion partielle ¥) (p|4) e S/ est une transformation essentielle de 4 en S,.

Etant donné un vecteur v dans R,, p-}v désigne, pour pe R,, le point final

du vecteur égal 4 v dont p est le point initial; |v| désigne la longueur de v. Le
-
vecteur v, dont a est le point initial et b point final sera désigné auvssi par a,b.

Théoréme (t). Prémisses: 1. A; et A, sont deux sous-ensembles
Jfermés d'un espace compact B = A4, - 4,,

2. f est une transformation continue de E telle que f(A4,-4;)=
=f(4,)-f(4s) et que les poinis de biunivocité de f constituent un
sur-ensemble de A4, + A,,

3. 11 existe une fonction @€ SE transformant E d'une maniére
essenticlle et chacun des ensembles A, et A, d'une manitre non essen-
tielle en S,.

Thése: Il existe une transformation essentielle de f(E) en S,

¥) Voir p, ex, Fund. Math, 18 (1932), p. 202.

%) e. & d. fonction obtenue de ¢ en reatreignant des arguments.de f & l'en-
semble A, Je désignerai cette fonction, en suivant M. C, Kuratowski (Topo-
logis I, Monografje Matematyezne III, Varsovie 1983, p. 12) par |4,

()], Une transformation -
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Nous établirons d’abord le

Lemvme, Prémisses: 1° f est une forz;-tion continue définie dans
Vespace A.

2° B est un sous-ensemble fermé de A contenu dans Pensemble
des points de biunivocité de f, :

8% @ est ume transformation non essenticlle de A en S,.

Thése: Il existe une famille des fonctions {p}(C S} dépendante
d'une manidre continue du paramdire te{0,1> et une fonction e SM
telles que @y (%) = @(z), P (%) =y [ () pour tout e A et px)= p(z)
pour tout xeB et te(O, 1.

Démonstration du lemme Dans le cas particulier ol
@(x) =a et olt a est un point fixe de §,, la thése de notre lemme
sera remplie, si on pose @,(¥)=wy(y)=a pour chaque zed, yef(4)
et 0<C¢<C1l. Admettons & présent que la thése de notre lemme
est remplie pour une certaine fonction ¢, c. & d. qu'il existe des
fonctions @, et 9 pour lesquelles les conditions de cette thése sont
réalisées. Notre démonstration sera achevée dés que nous. établirons

que dans ces conditions la thése de notre lemme est remplie pour

chaque fonction ¢’e S satisfaisante l'inégalité ¢ (@, ¢') << 3-
Draprés 2°, il existe pour chaque yef(B) un point bien défini
[ (y)eB tel que f[f~'(y)] =y. Posons

—y
(1) o) =v ) 9’ [/ ¥)]
On coneclut:
lo@)l= e /17w ¢' W) =e@ /W ¢ I/TBN<E
Or, l'ensemble f(B) étant fermé dans f(4), il en résulte 7) l'exi-
stence d'une fonetion continue V(y) définie  dans l'ensemble f(4)

tout entier, dont les valeurs sont des vecteurs dans R, & longueur
<}, qui coincide sur f(B) avec la fonction v(y). Posons ensuite:

pour tout y e f(B).

®) w@=9@), 9@ e w@="T@)] pur zech
3 w(x) = @ (x), ¢’'(x) pour zeB e tel0, 1.

D'aprés Pégalité v (y) = V(y), valable pour tout y e f(B), les for-
mules- (2 et -(3) définissent dans le sous-ensemble fermé P =

7y Voir p. ex. Monatsh, f. Math. u. Phys. 38 (1931), p. 382—383.
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AX[0)+ 1)]4+BX<0,1> de I'espace A X <0,1>8) une fonetion
continue dont les valeurs sont des vecteurs dans R,,, & longueur
< 4. On en déduit qu'il existe une fonction continue W(x) définie
dans l'espace A X <0,1> dont les valeurs sont des vecteurs dans
B,y & longueur <C 4 et qui coincide sur P avec le fonction w(a).
Posons

4) 2:(2) = () + W(x) pour zeA et te0, 1.

La fonetion g, ainsi définie est évidemment continue; elle dépend
d’une maniére continue du paramétre ¢ et ses valeurs appartiennent
& B,y. Or, ¢/(z) appartenant & R, et |W(x)| ne dépassant pas §,
les valeurs de y, différent de 0. Désignons ensuite pour tout peR,,—(0)
par 7(p) la projection du point p du centre 0 sur la surface sphé-
rique 8,. La fonction

®) P (@) = 7 2:(%)

appartient‘ pour chaque e <0, a8 ot dépend d’'une maniére
continue du paramétre #. En tenant compte des égalités @, (z) = ¢ (x)
‘et @1(2) = ¢ f () pour tout zeAd, on conclut de (2), (4) et (5) que

Po (@) =7¢ (2) = ¢’ (2)
9i (@) = r (9, (&) + V[f@)]) = r(@ [ f@)] + V()

. Cette, dernidre rélation implique que @; est d’une forme v f
ol 9’ est une fonction continue définie dans f(4). Si enfin 2 e B
et £e<0,1>, on a

et

9e(2) =r1:(2)=7lp (&) + W (@) =r[p @) + ¢ (2), ¢’ ()] =
=r¢'(z) = ¢(a).
La lemme est ainsi démontré complétement.

Démonstration du théoréme (7). Soient 4,, A; et E les
ensembles et f et ¢ les fonctions remplissant les prémisses du thé-
oréme (z). En vertu du lemme appliqué aux ensembles 4,, B=4,-4,
et aux fonetions f|4, et p|4,¢) il existe une famille de fonotions
dépendant d'une manidre continue de te{0,1> par laquelle les

. ®) XX Y, ot X et ¥ sont deux espaces métriques, désigne le produit car-
tésien de X et Y. Voir p. ex. C. Kuratowski, L. c., p. 135.
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fonctions @, =@ et @, sont lides dans SF. Or, dans Fensemble A,
la fonction @, coincide avec @£, ot y® est une fonetion eontinue
définie dans f(4). Remarquons’ que dans la partie commune des
ensembles fermés f(4,) et f(A,) les fonctions ¢ et y® cotncident.
En effet, d’aprés 2., il existe pour chaque ye f(4y)-f(4y) un
F@)eds Ay, On a done 9 (y) =y f[ 1) = g, [ F ()] ot
pareillement 1 (4)=4® [/~ (4)]= g, - (5)], dots enfin v (y) —
=¢®(y). Or, en posant ¥ (y)=y"(y) pour yef(A), on obtient
une fonction bien définie ¢ S/® remplissant la condition ()=
= 4 f(x) pour tout ze £.

Nous avons ainsi établi qu'il existe dans la composante de SZ
qui contient @ une fonction @, de la forme yf, ot weS/®. Si
Ion supposait maintenant que 1 est une transformation non essen-
tielle de f(£) en S,, il existerait une famille des fonctions {y,}(S/®
dépendante d’une maniére continue du paramétre #¢(0,1> et telle
que ¥, (y) =1 (y) et ¢, (y) =a, ol a est un point fixe do S,. Les
fonctions ,f, ot £e<0, 1>, lieraient ainsi dans Pespace SZ la fonction
Yo f(x) = @, (x) avec la fonction ¢, f(z)==a. Il en résulte que g,
ainsi que ¢, appartiendrait & la composante de SZ contenant la
fonetion o, f(x) == a, Mais cela contredit ’hypothése d’aprés laquelle
la transformation @ est essentielle,

Notre théoréme est ainsi établi.

Corollaire. Soit E un espace compact qui, conirairement & cha-
cun de ses vrais sous-ensembles fermds, se laisse iramsformer dune
maniére essentielle en surface sphérique & n dimensions S, 9); soit f
une tramsformation continue de E dont les points de biunivocité con-
stituent un ensemble non frontiére dans E. Dans ces hypothéses len-
semble f(E) se laisse transformer dume manidre essenticlle en S,.

En effet, d’aprés notre hypothdse, il existe un sous-ensemble
ouvert G' de £ dont la fermeture G est un vrai sous-ensemble
de Z, non vide et ne contenant que des points- de biunivoque de f.
Les ensembles 4, = £ — @ et A, = G satisfaisant aux prémisses
du théoréme (7), motre corollaire est contenu dans la thése de ce
théoréme. ’

%) Dans le cas ot dim E=mn cela veut dire que X est une variété cantorienne
fermée & » dimensions an sens de M. P, Alexandroff. Voir P. Alexandroff
Math. Ann, 106 (1932), p. 227.
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En tensnt compte du théoréme 19) d’aprés lequel, pour qu'un
ensemble compact en soi E(CE,4 soit une coupure de RB,.; il faut
ot il suffit qu'il existe uve transformation essentielle de £ en 3,
on conclut que notre corollaire contient la réponse affirmative au
probléme posé par M. J. Schreier. .

Le sens combinatoire du dernier corollaire !t) impose la question
suivante:

Est-il vrai que les points de biunivocité d'une fonction continue f
qui trangforme une variété cantorienne Sfermée C & n dimensions en
un engemble acyclique en dimension n 12) comstituent un ensembdle de I-re

catégorie dams C?

1) P, Alexandroff, 1, ¢, p. 226. Cf. aussi K. Borsuk, Math. Ann, 106

(1932), p. 247.

11) Comp. la note %),

13) Autrement dit, f(C) est ,eine in der n-ten Dimension azyklische Menge"
an sens de ma note de Fund, Math, 21 (1933), p. 9b.
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Sur le plongement des espaces dans les continus
acycliques.

Par

Samuel Eilenberg (Varsovie).

Le but de cette Note est de généraliser le théordme suivant,
démontré par MM. W. Hurewicz et B. Knaster!): chaque
espace ¥) compact E se laisse plonger dans un continu E, localement
connexe, unicohérent et tel que dim (E; — E)==2. Je montre notam-
ment (th. 2) qu'en remplagant Punicohérence par la notion (plus
forte déja pour n=2) de ,continu acyclique en dimensions
r==0,1,..., n— 1% on peut réaliser la condition dim(E, —E)=mn.

Je prouverai dans une autre Note que le nombre n de la der-
niére égalité ne peut pas édtre abaissé, ’

Le probléme d'une généralisation de ce genre m’a été commu-
niqué par M. C. Kuratowski, qui, indépendemment, a trouvé
aussi certaines parties de la démonstration.

Un espace compact E sera dit acyclique en dimension n, lorsque
chaque vrai cycle n-dimensionnel dams E y est homologue & 038),
On a la proposition suivante:

(1) Pour quwun espace compact E soit acyclique en dimension n, il

 faut et il suffit quil existe pour tout nombre e>0 un nombre

d=10(e) >0 tel que la relation 2~ 0 dans E subsisie pour
chaque d-cycle n-dimensionnel 2 (mod m ot m == 0) dans E.

1) Ein Einbeitungssatz absr henkelfrets Kontinua, Akad. Wetensch. Amster=
dam, Proe. XXXVI (1938), p. b57. :

%} Je ne considdre ici que des espaces métriques. . .

3) Les notions combinatoires employées dans cette Note sont & entendre dsns
lo sens de M. P. Alexandroff, Dimensionstheoris, Math, Ann, 106 (1932), p. 161. -
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