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Pour toute fonction f(£) b pour lout ensemble dénombrable H,
il ewiste une fonction F'() telle que
. F(Ah) —F)

m, e
n-»00 n

pour tout t et pour toute suite h, e H convergente vers 0.

Démonstration, Décomposons l'ensemble de tous les nombres
réels en ensembles dénombrables, disjoints et tels que les points
et {-}-h appartiennent 4 un méme ensemble toutes les fois que he H.
Soit K un de ces ensembles. En vertu du th. (T), il existe alors
une fonction Fy(t) telle que Fi(f)==f(f) pour te.K. On obtient
évidemment la fonetion cherchde F'(f), en posant F (f) == Fy (i)
pour te K.
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Sur quelques propriétés topologiques
de la surface de sphére.
Par

Samuel Eilenberg (Varsovie).

Dans cette Note je m'occupe de la notion de transformation
involutoire, dont un cas particulier est p. ex. la transformation
antipodique de la sphére euclidienne. Dans la partie 1 je traite
les espaces arbitraires localement connexes et unicohérents. Dans
les parties suivantes je me borne & la surface sphérique S;, & 2 di-

‘mensions, et j'en démontre quelques propriétés topologiques liées

avec les transformations antipodiques et avee les rotations. Une de
ces propriétés sera appliquée dans la partie 6 & généraliser une
inégalité appartenant & la théorie des functions analytiques.

B, désignera le plan des nombres complexes, S; l'ensemble des
points 2 de R, tels que |2|=1, E, lensemble des mombres réels.
Y* désignera, comme d’habitude, l'ensemble des transformations
continues de X en sous ensembles de Y.

1.Une transformation aeX* sera dite involution,lorsque ala(z)]=2
pour tout 2 eX. Il est évident que chaque involution est une
homéomorphie, ¢. 4 d. une transformation biunivoque et bicontinue.

Lemme. Soit fe SF une transformation dun espace connexe X,
telle que l'on a
fla(@)] = — f(x) pour tout zeX

ol a est une involution. Il wexiste alors aucune fonction @ e R¥ telle
que Von ait
flx) =99 powr tout zeX.
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268 8. Eilenberg:
Démonstration. Dans le cas contraire, on aurait o ®le._ gyt

et, en conséquence, &%) == ¢“IHim pour tout x ¢ X. Llespace X étant
connexe, il existerait done un entier & tel que

o () = pla(x)] 4 = -+ 2k m,

d'ol, en substituant a(z) 4 #, on aurait @[e(x)]= @)+ r+2kx
et, par addition des deux formules, 2(2k 4-1)m =0, ce qui est
impossible.

En posant dans ce lemme X =8, et a(2)=— w, on conclut
que toute transformation fe S telle que Von a f(— x) = — f(x) est
essentielle 1), ce qui constitue le cas particulier d’un théoréme de
M. K. Borsuk?) demontré par une autre voie,

Théoréme 1. Etant donndes une transformation ge R d'un espace
connexe, localement connexe e unicohdrent X et une involution ae XX,
il existe toujours un point x ¢ X tel que gla(x)] = g(») 8).

Démonstration. Supposons que Pon ait g[a(z)] =g () pour
tout # ¢ X. Posons done

o) 28 — g1 ®)

@) —gla@]

On a feS¥ et fla(a)] = — f(x). L'espace X étant localement
connexe et unicohérent, il existe une fonction @e ¥ telle que
(&) = ¢9 pour tout x e X 4), contrairement au Jemme.

En posant dans ce théordme X = R, et g(x) ===, on obtient le

Théoréme 2. Pour toute involution a e RY, il eviste un point
ze Ry tel que a(x) =z

‘Le th. 1 donne en vertu d’un lemme de M. K. Borsuk %) le
théoréme suivant:

f) 8. Bilenberg, Sur les transformations d'espaces métriques en circonférence,
Fund. Math. XXIV (1938), p. 162, th, 1.

%) K. Borsuk, Drei Sdtee ilber die n-dimensionale eullidische Sphdre, Fund,
Math, XX (1933), p. 178, th. I

3) Cf. K. Borsuk, L. e, th. II,

%) Pour les espaces X compacts, voir §. Eilenberg 1. c, p. 167, th, 7 ot
p. 162, th. §. Pour X = R,, voir ibidem, p. 168, th, 9. La démonstration pour le
.cus général paraitra dans Fund, Math, XXVI,

L e, p. 188

icm

Surface de sphére 269

Théoréme 3. Soient X wn espace connexe, localement connere
et unicohérent, a e X* une involution et X = X, + X, + X, une dé-
composition de X en ensembles fermés. 1l existe alors un zeX et un
i==1,2 ou 3 pour lesquels on a ze X, et a(z)eX, *)

2, Dans la suite, nous allons nous vecuper du cas X =23,,
Les involutions « e S§* se rangent en 3 classes selon le nombre des
solutions de I’équation a(r) = z.

Dans le cas ot ce nombre est 0, la transformation a est topo-
logiquement équivalente & la transformation antipodique 7); dans ce
eag nous désignerons le point o () par * et l'ensemble a(X) pour
XC8; par X* ,

Dans le cas ot Péquation a(x) ==z admet exactement 2 solutions,
que nous désignerons par p; et p,, la transformation a et topolo-
giquement équivalente & la rotation d’angle 7z autour d'un axe
passant par les poles de S,8); au lieu de a(z) et de a(X) nous
écrirons dans ce cas 2° et X' '

Toutes les autres involutions de S, équivalent topologiquement
& la symétrie par rapport au plan équateur 8) et ne présentent
aucun intérét pour nos recherches.

8. Théoréme 4. Tout ensemble X (C S,, commexe et tel que
X = X* coupe Sy entre tout couple de points y, y*.

Démonstration. Supposons par contre qu'il existe un continu
K(C S, — X tel que g, y*e K. L'ensemble connexe X se trouve
alors dans une région-composante du complémentaire du continu
K -+ K* Désignons-la par C. On a (K-4EK*¥ =K | K* dot
soit €= C% soit C- C* = 0. La deuxiéme équation est impossible,
car X=X* On a donec C==C* en contradiction avec le th. 2,
puisque C est homéomorphe & R,.

Théoréme 5. Pour tout ensemble X S,, ouvert, connexe et tel
que X -X*=0, il eriste un ensemble Y (C Sy, ouvert, conneve, tel
que XCY, Y. Y*=0 et que Sy—Y s0it connexe.

% Cf. K. Borsuk, L c., p. 178, th, 1II; B. Knaster, Ein Zerlegungnssatz
tiber unikohdrente Kontinua, Congrés international des mathématiciens, Ziirich 1932,

") B. v. Kerékjartd, Uber die periodischen Transformationen der Kreis-
scheibe und der Kugelfliche, Math., Ann, 80, (1919) p. 36.

8 B. v. Kerékjartd, 1. c.; S. Eilenberg, Sur les transformations
périodiques de la surface de sphére, Fund. Math, XXII (1934), p. 39.
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Démonstration. Désignons par 4 la composante de Sy— X
qui contient X* L’ensemble 4 est done un continu. Nous allons
prouver que 4 - A*=§,.

On a X*(C 4 et X( A*; restent done & considérer les points
welS, appartenant & une composante B de S, —X, différente
de A. Comme X*(C 4, ona B:-X¥=0 et B*. X=0, dou
X* - B¥(C A, puisque Vensemble X* - B*(” S, — X est connexe.
On a done B*(C A et finalement B(C A% L'égalité 4 4 A* =8,
est donc établie, .

La sphére S, étant unicohérente, le produit K ==A.A4% des
continus 4 et A* est un continu. Comme K== K* les ensembles X
et X* se trouvent en vertu du th. 4 daus des composantes, de
Sy — K différentes. Pour obtenir Pensomble cherché, il ne reste
qud désigner par Y la composante de Sy — K qui contient X,

4. Théoréme 6. Tout ensemble X (CS,, connexe ¢t tel que
X =X", coupe 8, entre p, et p,.

Démonstration. Supposons, par contre, quil existe un continu
K(C 8 —X tel que p,, pyeK. L'ensemble connexe X se trouve
alors dans une région-composante du eomplémentaire du continu

K+ K" Désignons-la par C. On a (K+ K=K K' dot soit

C=0, soit C-C =0. La deuxidme égalité est impossible, car
X=2X". On a done C= (", en contradiction avec le th. 2, puisque ¢
est homéomorphe & R,, p, none C et p, non ¢ C.

Théoréme 7. Tout ensemble X("S,, connexe, tel que X = X"
el que py, pse X, coupe Sy entre tout couple de points Y, Y

Démonstration. Supposons quil existe un continu KEC 8-—X
pour lequel y, y'¢ K. En posant Y==K - K, on obtiendruit un
continu tel que Y=Y et que ¥-X==0. En vertu du th. 6,
Y couperait S, entre les points Py et py, contrairement & Phypothése
que I'ensemble connexe X contient ces points,

Théoréme 8. Pour tout ensemble X C8,, ouvert, connexe et
lel que X+ X'=0, il existe un ensemble ¥ C S; ouvert, connere, tel
que XC Y, Y- Y'=0 et que 8,— Y s0it connewe.

Démonstration. Nous allons prouver d’abord que X ne coupe
pas S, entre p, et p,. Dans le cas contraire, il existerait en effet
une courbe simple fermée Z(Z X coupant S, entre P1 et py. Désignons
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par K, la fermeture de la composante de S, — Z qui contient Pq-
On a évidemment: K;-K;=0, Z=Fr(K,)?) et Z' = Fr(K;).
Comme Z.Z'=0, on peut donc supposer que K,( K;, d'ot
K, D K, et finalement Z = Z", ce qui est impossible.

Aucun des ensembles ouverts X et X* ne coupant S, entre p
et p,, on conclut de X.X'=0 que XX ne coupe non plus Sy
entre p; et et py. Soit K C S — (X-+X°) un continu contenant p,
et p,. D'aprés le th. 7, le continu K4 K° coupe §; entre tout
couple y,y°, en particulier les ensembles X et X" se trouvent dans
des composantes différentes de S,— (K 4+ K°). Il ne reste quh
désigner par Y celle de ces composantes qui contient X.

5. Les th. 6—8, qui concernent la rotation d’angle 7w, peuvent é&ire établis
2

pour la rotation d’'angle _n_’f (n=2,8,..)) autour d'un axe passant par les pbles.
On doit se baser alors sur deux propositions suivantes: 19 en identifiant chague
point de la sphére avee ses images successives données par cette rotation, on obtient
encore une sphére, 2° tout domaine simplement connexe, situd sur cette dernidre
et qui ne contient aucun de deux points singuliers (images des poles), vérifie le
théordme de la monodromie,

6. Nous allons appliquer le th. 8 pour démontrer un lemme
de la théorie des fonctions analytiques.

Soit f(2) une fonctio;t holomorphe dans Uintériewr B du cercle-
unité; si f(0)=0 et f(z)-fle,) =1 pour tout couple z,,2¢ E,

alors on a
7o)<

Dans le cas particulier odt la fonction f(2) est univalente, ce
lemme a été démontré par M. L. Bieberbach 1). Or, nous allons
prouver que dans le cas ol la fonetion f(2) n’est pas univalente,
cest l'inégalité |/ (0)} << 1 qui a lieu.

Considérons la fonection 1 (—1—200, 1_ 0). On voit aussitot

2 \0 oo

que c’est une involution de §, et qu’elle admet deux points invariants

(1 et —1). On peut done poser z’:—i—. La condition: f(z)- f(2,)3=1

) Pour tout X (C.S,, on désigne par Fr(X) la frontiére de I’ensemble X,
¢. & d. lensemble X (S,— X). o

1) L, Bieberbach, Uber einige Extremalprobleme im Gebiete der konformen
Abbildung, Math,- Ann, 77 (1916), pp. 1568—17.
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pour tout couple 2,2 ¢f équivaut dans cette notation & la con-
dition f(E):[f(E)] =0. .

L’ensemble f(E) étant ouvert et connexe, il existe en vertu du
th. 8 un ensemble Y S; ouvert, simplement connexe, tel que
f(B)YCY et que ¥Y-Y'=0. Soit f,(2) la représentation conforme
de E sur 7, telle que f;(0)=0. Le lemme étant déjh etabli dans
Ie cas des fonctions univalentes, on a |f,(0)|<C 1.

Considérons la fonetion g(2) ==f71[f(2)], qui v’est certainement
pas univalente. On a g(0)=0 et [g(2)| <1 pour tout ze¢kh. En
vertu du lemme de Schwartz on a done [¢g'(0)] << 1. Or,
g'(0)=]7£,—(%’ puisque f(0)=10. On en tire [f"(0)] << f1(0) et

1
finalement [f"(0)] << 1, e. q. £ d.
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Sur Yintégration des coefficients différentiels
d’ordre supérieur,
Par

Arnaud Denjoy (Paris)

Introduction.

1. Soit f(») une fonction continue définie sur un segment ab
{a<<@<CD). Selon une définition particulidrement commode, nous
dirons que f(v) posséde au point x une différenticlle dordre n si
#-h appartenant & abd, f(x—h) est la somme d'un polynome en A
et d'un infiniment petit d’ordre supérieur & 7, % étant infiniment
petit principal. ’

Le coefficient de % dans le polynome, soit f,(x), sera appelé

le n® quotient différentiel de f au point x, et le produit h”f,(z)
recevra le nom de différentielle n® de f au point 2.

Le principal probléme que nous avons en vue est d’examiner si
et dans quelle mesure f(x) est déterminée par son n° quotient dif-
férentiel, puis d’effectuer le calcul de /() supposant connu f, (x).

2. D’aprés la définition adoptée, f(x) admet & fortiori une dif-
férentielle de tout ordre entier p si 1<Cp<Cn, et Iégalité

I O (G RV AC RN SAPN
L T ACEES)

détermine, pour % non nul, un nombre &(z, h) tendant vers 0 avec 4,
2 demeurant invariable.
Fundamenta Mathematicae. T. XXV. 18
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