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L’ensemble E satisfaisant aux conditions de notre corollaire ne
peut pas évidemment &re de mesure nulle (le complémentaire d’un
ensemble de mesure nulle contenant un sous-ensemble parfait). Or,
il résulte aussi des conditions de notre corollaive que 'ensemble E ne
contient aucun sous-ensemble parfait (puisque dans le cas contraire,
tout ensemble superposable avec K, done, & plus forte raison, l'en-
semble £, + E, + E; 4-..., contiendrait un sous-ensemble parfait).
Il en résulte donc que l'ensemble Z ne peut pas étre de mesure
intérieure positive. Comme il n’est pas de mesure nulle, il est done
non mesurable (L). Or, Peosemble E, - E, + £; ..., comme
dépourvu de sous-ensemble parfait, est de mesure intérieure nulle,
Le probléme de M. Szpilrajn est ainsi résolu affirmativement.
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Sur l'extension de la mesure lebesguienne *
g .
Par

Edward Szpilrajn (Varsovie).

Introduction. Ls mesure linéuire m(K) de M. Lebesgue
satisfait anx conditions suivantes !):

I. Deux ensembles superposubles ont méme mesure;

11, La somme d'un nombre Jini on dune infinitd dénombrable d'en-
sembles, sans point commun deux & deur, a powr mesure la
somme des Merres;

III. La mesure de Uintervalle [0, 1] est 1.

Cette mesure est définie pour les ensembles dits mesurables (L)
ot on sait, d’aprés le résultat bien connu de M, Vitali, qu'il n’existe
aucunoe fonction satisfaisant & ces conditions, définie pour tous les
ensembles lindaires 2),

La note prégente ost consacrée i diverses ewfensions de la
mesure lebesguienne. On sait quil existe une extension de cette
mesure qui ext une fonetion complétement additive 8) sur un corps
d’ensembles contenant certains ensembles non mesurables (L) 4).
Pour obtenir une telle extension il suffit p. ex. de considérer un
ensemble Z non mesurable (L) de mesure lebesguienne intérieure
nulle et de poser w(k)==m(M) pour chaque ensemble 5 de la

*) Présenté & la Hocldtd Polonaise do Mathématique (Section de Varsovie)
le 4, 1. 1985.

1) Voir U, Loboesgue: Legons sur lintdgration, Paris 1927, p. 110.

%) Voirp, ox, ¥, Hausdorf: Grundsiigs der Mengenlehrs, Loiprig 1914, p. 401.

3 e~d-d, qui satisfait & ln condition I,

4 Cf 0. Nikodym: Sur les fonotions d'snsembles, C. R. du I Congréa
Slave, Varsovie 1929, p. 810,
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forme K= M — N, N;, ot l'ensemble M est mesurable (L) et
N, 4+ N,(C Z. Evidemment la fonction p est I'extension demandée,

Dans cette note nous considérons des extensions ,parfaitesé de
la mesure lebesguienne: notamment nous appelons parfuite chaque
extension (de cette mesure) satisfaisant aux conditions I—III, définie
sur un corps M d’ensembles qui contient tout ensemble superpo-
sable & un ensemble arbitraire appartenant & M (voir § 1). Lridge
de l'extension parfaite est due & M-me Jankowska-Wiatr qui
a montré (en 1928) lexistence d’'une extension parfaite d l'aide de
Phypothése du continu (voir § 2). Plus tard, j'ai obtenu ce résultat
sans l'aide de cette hypothdse, mais seulemeut pour lespace car-
tésien & un nombre =2 de dimensions (voir § 2). Le résultat vé-
cent de M. Sierpinski’) entraine directement l'existence des di-
verses extensions parfaites de la mesure lebesguienne (8 3) dans
l'espace cartésien & un nombre queleonque de dimensions.

Les §§ 4—7 sont consacrées & divers problémes concernant les
fonctions additives d’ensemble et — en particulier — les extensions
parfaites de la mesure lebesguienne.

Termes et notations. Je considére les sous-ensembles d'un espace cartésien
4 un nombre quelconque de dimensions, Dans tous les cas exceptionnels j'énonce
explicitement les prémisses sur L'sspace.

E étant un sous-ensemble de I'espace cartésien, C B désigne son complémentaire,

I désigne le cube fondamental de Vespace considéré, c.-4-d, Iensemble ded
points dont tous les coordonnées sont 3= 0 et < 1 (fante d’autre indication),

Deux sous-ensembles E, et B, de l'espace sont dits superposables (en
symboles: E, > E,), lorsquil existe une transformation isométrique 1+ de tout
Pespace en lui-méme, telle que v (B,) = E,.

m(E), my(B), m;(E) désigne la mesure lebesguienne, la mesure lebesguienne
extérieure et la mesure lebesguienne intérisure,

L désigne la classe des ensembles mesurables (L),

§ 1. Soit u(#) une fonction non négative (qui peut admettre
aussi la valeur - oo), définie pour tout ensemble M appartenant

4 une classe fixe M. Supposons les conditions suivantes %) satis-
faites:

) Un thdordme de la théorie géndrale des ensembles, ce volume, p, 546.

%) Cf. W. Sierpifiski: Sur une définition axiomatique des ensembles mesu-
zables (L), Bull, Acad, Cracovie 1918 p. 174.
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10 8i MeM, on a CMeM ,

20 51 My, M,...eM et M= M, My ..., on a MeM, si —
en outre — M, M;==0 pour i==j, on a (M= (M) + w(My) ...

30 On a: JeM et u(/)=1.

40 51 NyeM, NyC Ny et w(N,)=0, on a N, eM [done de méme
p (Np)==0].

5O Si MeM et KoM, on a KeM et u(K) = u(M).

Or, la mesure lebesguienne m (L) et la classe L des ensembles
mesurables (L) satisfont & ces conditions, D'autre part, on démontre
aisément que chaque fonction w (définie sur la classe M d’ensembles),
satisfaisant aux conditions 19—59 est une extension de la mesure
lebesguienne (on d’autres mots: ML et on a (L) =m (L) pour
tout L ¢ M) !). Nous appelons chaque fonetion u satisfaisant aux con-
ditions 19---B0 et & lu condition:

6° La classe M contient un ensemble non mesurable (L);
une extension parfaite de la mesure lebesguienne,
(abrégé: une ED)

§ 2. Considérons les conditions suivantes poar une classe N
d’ensembles:

1. Si Ny, Nyy...eN, on a N4 N,-...¢N;

2. 51 NyeN et Ny(C N, on a N,eN;

3. 51 Ny eN, Ny Ny, on a NyeN;

4. 0n a m,(N) ==0 pour tout NeN.

B'. La classe N contient un ensemble non mesurable (L).

Dégignons par M(N) la classe des ensembles de la forme

*) M==T—N, --N,, ot LeL, N eN, NeN.

Evidemment on peut supposer, sans nuire & la généralité, que
NCL et Ny L=0.
Remarquons d’abord que la relation

L — N, +N2=L*“‘N1*+M*
(oW Lel; L*eL; Ny, Ny, N¥, N¥¢N) entraine
(L — L¥) 4 (L* — LYC Ny ++ N, + N -+ N§,
done il résulte de 1’ et 4’ que
m (L — L*) 4 (I* — L)) =10
et par consbquent (L) ==m(L*).

1) Cf Hierpinwski 1, c
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En #’appuyant sur cette remarque, posons
N (M) = m (L)

pour chaque ensemble MeM(N), c-a-d. de la forme (¥)

Evidemment pour chaque classe N satisfaisant aux
conditions 1'—, la fonetion uN(M) est une EP.

La classe § des ensembles, dont aucun ne posséde aucun sous-
ensemble indénombrable de mesure lebesguienne nulle, satisfait
bvidemment aux conditions 1'—4’. M. Sierpinski a démontré
4 laide de Phypothése du continu que cette classe contient un en-
semble indénombrable ¥), donc non mesurable (L). Par conséquent
la classe 8 satisfait & la condition 5’; done si 2%=g,, la fone-
tion uS(M) est une EP2).

Soit & présent T la classe des ensembles plans qui possédent
avec chaque droite un ensemble au plus dénombrable des points
communs. On démontre aisément que la classe T posséde les pro-
priétés 1’—4’ et, d’aprés un résultat de M. Sierpinski, elle pos-
séde de méme la propriété b’ 3). Par conséquent la fonction sl
est une EP. L'existence d'une P est done démontrée pour le
cas du plan; pour I'espace cartésien & un nombre > 2 de dimensions
la construction est analogue.

§ 3. Des classes N satisfaisant aux conditions 1'—5’ peuvent
&tre obtenues en particulier de la fagcon suivante: . Soit £ un en-
semble tel que

17. Pour toute suite {Z,} d’ensembles dont chacun est superpo-
sable 4 Z, on a m,(E&, -+ E,+...)=0.

2", m,(B)> 0.

Soit & présent N (E) la classe de tous les ensembles de la forme
Zy+Z;, ..., ot chaque ensemble Z, est superposable & un sous-
ensemble de E. Evidemment, si Z satisfait aux conditions
17 et 27, la classe N(E) satisfait aux conditios 1'—B
et par conséquent la fonetion uN(E)(M) est une EP.

Or, M. Sierpifiski a démontré récemment 4) Pexistence d'un
ensemble X satisfaisant avec son complémentaire aux conditions 1”

) Cf. W. Sierpiviski: Hypothése du continu, Monografje Matematyczne 4,
Warszawa—Lwéw 1934, p. 80, ou bien Fund, Math, 5§, p. 184.

%) le résultat de M-me Jankowska-Wiatr: cf, 'Introduction,

) Fund. Math, 1, p. (14,

4) Cf. p. B521).
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et 2" et celu dans Lespace cartésien & un nombre queloonque de
dimensions. L/existence d'unc KT’ est done démontrée complétement.

§ 4. Le probléme s'impose, s'il existe ,la meilleuret EP,
c-3-d, telle que Ja classe correspondante M d’ensembles contient
chaque classe qui correspond & une EP arbitraire. Nous allons dé-
montrer qu'une telle IBP n'existe pas

Supposons done qu'une fonetion ¢ (), définie sur une classe F
d’ensembles est ,la meilleure’ KP. Soit & présent l'ensemble E
de M. Sierpinski tel que les ensembles E ot CE satisfont aux
conditions 17 ot 2. Désignons les fonetions M“(E)(M) et MN(CE)(M)
respectivement par g, et u,. On a done uy (%) =0 pour tout ZCE
et py (#4) == 0 pour tout ZC C K.

La fonction ¢ étant ,la meilleure“ EP, on a ZeF pour chaque
ZC L et pour chaque Z(CCK. En vertu de la condition 20 la
classe F contient tous les sous ensembles de l'espace. Nous arrivons
ainsi & une contradiction avee le résultat de M. Vitali (cf. I'In-

troduetion).
Le probléme suivant de M. Sierpindski reste ouvert: peut-on

prolonger toute EP en une I2 P nouvelle? En d’autres mots: Existe-
il pour toute fonetion (M) (définie sur une classe M), qui est
une B P, une P nouvelle w*(M) (définie sur une clusse M*) telle que
MMM et p (M)=u*(M) pour tout MeM?

§ 5. Considérons la proposition suivante:

() Il éxiste une classe K de puissance du continu d'ensembles
de mesure nulle telle que chague ensemble de mesure nulle est
contenu dans un cnsemble uppartenant 4 K.

Cette proposition est vraie pour la mesure lebesguienne: c’est
notamment la classe des ensembles 7y de mesure nulle qui joue
le réle de K. Or, nous allons démontrer & 'aide de 'hypothése
du continu que la proposition (f) n'est pas vraie pour
une certaine EP.

M. Sierpidski a démontré & l'nide de cette hypothése que
la classe S (cof. § 2) contient un ensemble indénombrable. En suivant
le raisonnement de M. Sierpifski, on démontre d'une fagon com-
plétement analogue le lemme suivant:

Soit w (M) une fonction définie pour une classe M de sous-ensembles
dun ensemble I de puissance dw continu, sabisfaisant auzx conditions
10—49 ef (£). Si 2% ==N,, il existe un ensemble indénombradle Z qui
ne contient aucun ensemble indénombrable 7% e M tel que p(Z*)==0.
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Nous allons démontrer en nous appuyant sur ce lemme que
8i %=y, la fonetion uS ne satisfait pas & la contition (1.

Supposons pour la démonstration que 2% = x, et que la fonction xS
satisfait & la condition (Z). .

Remarquons que 1'égalité uS(M)=0 est satisfaite pour les en-
sembles M de la forme:

*) M=N+S ot mN=0 et SeS.

Désignons par E la classe de ces ensembles et par N la classe
des ensembles de mesure lebesguienne nulle.

Il résulte de notre lemme qu'il existe un ensemble indénombrable Z
qui ne posséde aucun sous-ensemble indénombrable appartenant & E.

On a NCE et par conséquent l'ensemble Z ne contient sucun
sous-ensemble indénombrable appartenant & N; done ZeS,

D’autre part SCCE et par conséquent ensemble Z ne contient
aucun sous-ensemble indénombrable appartenant & $; donc Z%S.
Nous arrivons ainsi & une contradiction.

§ 6. Le probléme s'impose si chaque EP est de la forme uN
(§ 2). En dautres termes: w(M) étant une EP définie sur une
classe M, un ensemble arbitraire appartenant & M peut étre présenté
dans la forme L — N, + N,, ob LelL et #(N; + Ny) = 0? Nous
allons donner — & I'aide de 'hypothése du continu — une réponse
négative & cette question.

Nous nous appuyons sur le théoréme suivant: Si 2% .— Ny, il existe
une décomposition de Pespace en deux emsembles totalement imparfaiis
U et CU tels que pour tout ensemble U* superposable & U Pensemble
(U— U4 (U* — U) est au plus dénombrable [par conséquent pour
tout ensemble F* superposable & CU l'ensemble CU— v*
+ (V* — CU) est de méme au plus dénombrable] 3),

Désignons par M* la classe des ensembles M de la forme

*) M=1L-U+L-0U ot LeL et Ly el
6t remarquons qu'on a pour tout Ly, Ly, Lf, L¥e L:
Q) C(Ll-U—|—L2-0U)=OL1-U+OL,-CU.

') Of. W. Sierpinski: Hypothdse du continu, pp, 133—185. M, Sierpifski
considére seulement les translations de U, mais l'extension demandée du théordme
ne présente aucune difficulté, )
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(id) Si Ly UA Ly QUCLF U4 1F-CU, on a
m[(Ly - LF) A= (Ly ~— L§)] =0

(iii) Si (Ly U+ L, CUYLFUALFCU)=0, ona
m(ly L¥ + L, L) =0,

La proposition (i) résulte du fait que les ensembles U ot C U
sont totalement imparfaits (chacun d’eux posséde done certains points
communs avee chaque ensemble mesurable (L) de mesure positive)
les propositions (i) et (ii) entrainent (iii).

Il régulte de (ii) que V'égalité

Ly ULy OU = L¥+ U+ LF-OU (oh Ly, Ly, L¥ L el)

3

entraine les égalités: m Ly = m L¥ ot mL, = m L¥.
Posons done pour tout ensemble M ¢ M¥, done de la forme (¥):

®) (M) = [ (L) + m (L)),

Nous allons démontrer que w* est I'EP demandde. Il résulte
aisément de la définition de la fonction u* est des propositions (i),
(ii) et (iii) qu'elle satisfait aux conditions 1°—4° et 6°. Démontrons
qu'elle remplit de méme la condition B,

Supposons done qu'on & M=1IL,- U+ Ly-CU (ot L,eL et
Ly eL) et KeJf. 11 existe done une transformation isométrique f
de l'espace en lui-méme, telle que f(M)==K. On a done

K=f(M)=f(L-U~ Ly CU) = f(Ly)- f(U) + f(Ly) - £(C U).

Les ensembles f(Ly) et f(L,) sont évidemment mesurables (L) et les
ensembles f(U) et f(CU) sont égaux respectivement & U et & CU,
4 deux ensembles au plus dénombrables prés. Par conséquent on a

K=I¥¢U+I#.CU

ol
° m(L¥)=m(L,) et m(L§) = m(Ly)

On a done KeM* ot uw*(K)= pu(M) ,

La fonction w* posséde done la propriété 5° et par conséquent
elle est une EP.

D'autre part, on voit que l'ensemble U ne peut pas étre présenté
dans la forme 7= L - N, 4 N,, ot Lel, et u*(N, -+ N,)————-_O.
Remarquons d'abord qu'il résulte de la définition (¥) que la 1;elat1‘oxll
W¥(Z)==0 entraine: ZeL et m(Z)==0. Par conséquent l'égalité
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M=1L— N,+ N, [ot LeL et u(N, + N,;)=0] entraine la mesu-
rabilité (L) de ’ensemble M, tandis que l'ensemble U est non me-
surable (L).

§ 7. Soit w(M) une fonction non négative d'ensemble définie
sur une classe M de sous-ensembles d'un ensemble I de puissance
du continu, satisfaisant aux condition 10—39,

Divisons la classe B en classes de fagon que deux ensembles
M, eM, M, ¢M appartiennent & une méme classe lorsqu’on a

[, — My) -+ (My — M) = 0

et seulement dans ce cas. La famille I des classes ainsi obtenue
sera considérée comme un espace métrique !). Posons notamment

pour M, eIN, M, e M:
oMy, My) = u[(My, — M,) + (M, — M,)] ot M, My, M, e M,.

(Il est évident que le nombre ¢ ne dépend pas du choix des ensembles
M, et M,).

M. Nikodym a démontré que l'espace M est toujours complet 2),

Pour la mesure lebesguienne (des sous-ensembles d’intervalle I)
cet espace est séparable. Le probléme si l'espace M est séparable
dans le eas général, ou bien pour les B P (considérées aussi seulement
sur 'intervalle 1) reste ouvert. Nous ne savons de méme si cet espace
doit &tre toujours de puissance <Jc.

Désignons par YO resp. par im" I'espace Y} correspondant & la mesure
lebesguienne resp. & une EP de la forme uN [§ 2], 11 est évident qu'il existe
dans chaque classe appartenant 3 YRN un ensemble mesurable (L), d’otlt il résulte
aisément que les espaces YNN ot M0 sont isométriques.

Il est enfin & remarquer que l'espace Y)P*, correspondant i la fonection w*
[cf. § 6] est anssi isométrique & YO, Soient: K e+ et MeK. On a done
M=L,- U+ L, CU (ot L eL ot L, ¢L). Posons pour tout point p = (z, y0n Tn)
de I'espace:

filp)= (L2, 2y, x5, ... @)
hip)=(a,+ &, x, By, oo Bn).
Posons: ensuite L = f, (L) et L¥ = f,(L,). L'ensemble L -~ L¥ appartient & une
classe M e JR0. Désignons donc la classe M par P (K). On démontre aisément que

ia transformation ¢ est une isométrie,

1) Cf. p. ex. 0. Nikodym L e, p. 307.
N1 e
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Choix effectif d’un point dans un complémentaire
analytique arbitraire, donné par un crible *).
Par

N. Lusin ot P, Noviko ff (Moskwa).

La méthode de cette détermination o 6té proposée par M. P. No-
vikoff; nous exposons iei la rédaction simplifice de M. N. Lugin.

1. Soit A un complémeninire analytique nom nul situé dans
Vintervalle (0 - <C1). Nous supposons que [/ est défini au moyen.
d'un crible ¢ formé d’une infinité d'intervalles

(1) 617 62: 68;""5 6;1,»'-

paralleles & axe OX dont les projeetions, proj. d,, sur cet axe
sont des intervalles de Baire. Nous désignons par C, la partie de C
située rigoureusement au-dessous de d,.
Soit
B= Fyt ly ~F fy oo By ..+ B,.../Q

le développement de / on une infinit¢ transfinie de constituantes
défini par C, Soit £, la premiére constituante non nulle, 0 <y < 2,
nous la désignons par Z€), k= £,

2. Voici maintenant le procédé cherché.

Premier pas. Soit &, le premier intervalle dans la suite (1)
tel que lensemble-produit H, = proj. d, X Z®==0. Si # est un
point de [, la perpendiculaire P, en o & I'axe OX coupe le crible C,,
éen un ensemble bien ordonné; soit y, le type minimum lorsque z
parcourt H,. Nous désignons par £ l'ensemble des points de H,
qui correspondont i y,.

#) Communiention faite par M, N. Lusin & l'Académie des Sciences de
MU, R 8, 8, le 8 wept, 198D,
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