Un continu irréductible 3 décomposition continue
en tranches.

Par

Bronistaw Knaster (Warszawa).

1. Probléme. Comme on sait 1), tout continu C irréductible
entre deux points @ et b présente une structure stratifide, & savoir
admet une décomposition semicontinue linéaire en gous-continus, dits
tranches, et cette décomposition est univoquement déterminde comme
pla plus fine“ 2). Quand C n’'admet pas de sous-continus indéeom-
posables (sauf, tout au plus, qui y sont non-denses), toutes les tran-
ches de C' sont des sous-continus non-denses dans C saturés, et leur
ensemble, en y considérant comme tramche-limite d'une suite des
autres celle qui en contient le Lim sup, constitue un espace
(dit hyperespace de cette décomposition) homéomorphe au segment
de droite. De tels continus irréductibles ¢ s'appellent de #ype ;
ils sont les seuls dont il sera question ici. En désignant leurs
tranches par 7, ot 0 1, on peut écrire C= I T. oh

. . 0] .
aeTy, be Ty et lim x, =z, entraine Lim sup I, C T,,. La derniére
n-yoa n—»00
formule exprime la semi-continuité de la décomposition de C en
tranches 7,3). Lorsque, au lieu de cette formule, lim z,=u=, en-

n—»00
1) C. Kuratowski, Thdorie des continus irriductibles 1I, Fund. Math, X,
p. 225—275. Pour les définitions des termes ef notations de cette note voir aussi
du méme auteur Topologie I, Monografje Matematyczne, Warszawa-Lwéw 1938,
%) L c. Fund. Math., X, p. 259.
8) Toute décomposition semi-continue d’un ensemble arbitraire ¢ peut atre
considérée aussi comme opération inverse 4 la transformation de ¢ par une fonetion

continue ¢ ayant pour l'ensemble des valeurs I'hyperespace de cette décomposition

(dane notre cas lo segment [0,1], parcourn par z). Notamment, Ty, considéré
comme fonction de z, fait correspondre i toute valeur z de ¢ Pensemble des peC
tels que @(p)=u=. Voir p. ex. C, Kuratowski, Sur les décompositions semi-
continues d'espaces métriques compacts, Fund. Math, XI, p. 169—185, Les valeurs
de la fonction T sont évidemment des sous-ensembles fermés de C,
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traine Lim T, == 1, la tranche T, est dite de continuits. En dautres
n =00

termes 4), les sous-ensembles fermés de C étant considéréds eomme
des éléments de l'espace métrique (on le désigne par 2€) qui s'en
obtient, lorsqu’on assigne & tout couple d’ensembles leur ainsi dite
distance de Hausdorff (c. & d. la borne supérieure des distances
de_tout point de l'un au point le plus proche de lautre), le point
@y est un potnt de continuité de la fonetion 7, de », définie pour
0<<2<<1 et transformant ce segment en une partie de 2°,

Si toutes les tranches d’une décomposition semi-continue sont
des tranches de coutinuité, la décomposition s'appelle continue 5).
Le cas le plus simple est celui de la décomposition du segment
rectiligne [a, 6], ol chague tranche est une tranche de continuité
et se. réduit & un point. Mais on connait des continus ¢ ob les
ensembles les plus variés de tranches ov méme foutes les tranches
sont des continus au sens striet (c. & d. composés de plus d'un
point %)), cependant leur décomposition en tranches n'est alors que
gemi-continue

La question s'impose done: existe-t-il un continu irréductible entre
deux points, décomposable d'une maniére continue en tranches dont
aucine ne se réduit & un point?7), ‘

La réponse est positive. L'exemple &%, qui va &tre construit,
aurs pour point de départ celui désigné par 87, cité au renvois).

4) Cf, le renvoi préeédent,

5) Il est & noter que lun décomposition continue signifie aussi que la fonction ¢,
dont elle est I'inverse (voir le renvoi$)), est une transformation intérieure, e, i d.
qu'elle transforme des ensembles ouverts en ensembles ouverts (cf. 8. Eilenberg,
Sur les transformations d’especes métriques en circonférence, Fund. Math, XXIV,
p. 174, lemmae), . o

8) Voir 1 c. Mund. Math, X, p. 2593) et 260, exemple C (il sera désigné ici
par 87,); cf. aussi W, A, Wilson, Amer. Journ. of Math, XLVIII (1926), p 167,
ot P. Urysohn, Verhandl, Akad. Amsterdam XIII (1928), p. 99—103 (avec hgur@).

7 Ce probldme a 4t posé aussi, bien qu'en termes différents, p. .M. W A.
Wilson, I, ¢, p. 68, ot je lui ai fait part en 1926 de la solution qui smit (ef.
aussi Fund, Math., X, p. 260 et XI, p. 180, remarque II). 1l l'estimait‘ d'intérét
pour Vétude de la structure des continus en général (cf. & ce sujet ph-u loin p. ?77,
remarques); aujourd’hui elle semble aussi 8tre en rapport avec certaines questloxfs
ouvertes sur les transformations intérieures (ef. renvoi®)) et j'espére y revenir
ailleurs,
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2, Le contina 37, Soient sur le plan cartésien @ le carré
& sommets opposés (0, 0) et (1, 1), 7; et H, (i ==0, 1) respectivement
ses cotés verticaux d’abscisse ¢ et horizontaux d’ordonnée i. Soit N,
Pensemble parfait non-dense des points de H, dont les abscisses
peuvent &tre écrites dans le systéme de numération & base 4 sans
le chiffre i -+ 1. Le continu 87, peut &tre alors défini comme la
somme des segments rectilignes unissant tout point p de N, avec
le seul ou les deux seuls points qui lui correspondent dans N,_,,
e. b d. dont labscisse s'obtient de celle de p en remplagant dans
son développement (2 —4) par (i 1). On montre que 97, est un
continu irréductible 4 tranches terminales 7} et 77, ¢. & d. (irréductible
entre tout couple de points @, b ol a e Ty et be 7y) composé de
deux familles de tranches:

10 une famille dénombrable (dense) composée de deux suites
(denses) de tranches {V{"} et {V{"} (n =1,2,...), en forme de A et V'
respectivement, dont les bouts gauche ¢ et droit d%” (i =0, 1) sont
des extrémités (gauche et droite) d’intervalles contigus & N, (& savoir,
Dabscisse de g¢” n'admettant sans chiffre i 4 1 que le développement
quaternaire infini et celle de d{” fini), tandis que leur sommet s
est un point de Ny, (dont l'abscisse admet les deux développements
sans chiffre 2 — 4, A& savoir les développements qui s’obtiennent de
ceux de gi” et df”’ en y remplagant 2 —i par i - 1). Fappellerai
rationnelles les tranches de cette famille (elles sont représentées sur
la figure & gauche p. H75).

2° ¢ tranches, limites des précédentes, en forme des segments
rectilignes qui unissent des points de H, dont l'abscisse n'admet
qu'un seul développement quaternaire aux points correspondants
de H, ; (évidemment de méme propriété). Je les appellerai #ranches
irrationnelles. ’

On peut supposer lindice = de tranches 7, de 87, parcourir le
segment [0, 1] =H, dans I'ordre de succession de leurs points sur H,,

Notamment, étant donnde une fonetion continue x = f(£), analogue i la
fonetion ,en escalier de M, Liebesgue, et qui transforme I'ensemble parfait N,
en segment [0, 1| par V'identification des extrémités de chaque intervalle contigu
4 Ny, on peut assigner & tute tranche de o, Vindice 2= f(£) ol £ désigne le
point (quelcongue) de cette tranche sur N,.

Il est aisé alors de voir que toute tranche irrationnelle 7, de
3, (en forme de segment) en est une tranche de continuité, comme
ensemble-limite de toutes les suites T,, ot x=lim 2, aussi bien

)
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de celles situées dans la partie gauche que de celles situdes dans
la partie droite, en lesquelles le segment 7, coupe le carré (.

Par contre, toute tranche rationnelle de 87, (en forme de ¥ ou A)
en est une iranche de discontinuité, car elle coupe ¢ en trois parties,
dont la moyenne est dépourvue des points de 87, tandis que les
deux latérales (les seules en lesquelles se décompose d%) n'ont cha-
cune pour ensemble-limite que la moitié correspondante de cette
tranche — et non pas la tranche entidre, comme c¢’4tait le cas des
tranches irrationnelles.

8. La eourbe 7, La coustruction de 97 consisters précisément
& remplacer chaque tranche rationnelle 7=V — ligne brisée
[0, s, ] par un eontinu 7, qui, tout en coupant le carré Q en
trois parties disposées duns lui eomme les précédentes, serait en sa
totalité V'ensemble-limite dos tranches de &% aussi bien du coté
gouche que du cdté droit. Un tel continu 7, est fourni p. ex. par

un transformé homéomorphe de la courbe y::sing, 0<axgl

complétée de son continu de condensation —1y<<+1, 2=0,
et supposé placé de manidre que l'image de ce dernier dans 7, soit,
pareillement & V{*, une ligne polygonale finie L{==[p{".., A¥,..., "}
unigsant & travers lintéricur de @ deux extrémités ¥ et d® d'un
intervalle contigu de l'ensemble parfait non-dense 8%-H,, pendant
que la place de s{” sera occupée par un point of? de H,_, initial

d'une ligne polygonale infinie (image de y:aing pour 0<<a<<l1)

ayant L{” pour continu de eondensation. Tout comme les tranches
T, rvationnelles V/ de 8%, un tel continu 7, n'aura donc avec le
contour de @ que les trois points yf”, &f” et o{® en commun et il
coupera @ en trois parties: ganche, moyenne et droite; mais, con-
trairement & 7)., la frontiére de la premidre, de méme que celle de
la troisiéme, contiendra le continu 7. en entier, ce qui permettra
de l'approcher en entier par toutes les suites {7, } (ol r::nlgxolc )

de continus analogues, aussi bien pour », <r que pour z,>r. Or,
¢’est 1d une condition équivalente & la continuité d’une tranche.

4. Lemmes, Il y a cependant deux précautions & prendre:
1) la distance au seny de Hausdorff (voir plus haut, p. 569)

‘de deux tranches rationnelles de cette forme devra tendre vers 0

uniformément avec la différence de leurs indices,
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2) les lignes polygonales finies L{" de chacune de ces tranches
et, par suite, les régions Af® qu'elles délimitent avec le e6té H, de Q
(régions moyennes) devront s'insinuer vers le coté H; , de fagon
que Pécart entre elles et ce dernier (c. & d. la borne inférieure
des distances entre un point de L{ et un point de H,_ ,) tende
vers 0 & mesure de la croissance de m.

La signification de ces conditions s’explique par deux lemmes
qui sumivent.

I Soit E un ensemble arbitraire densc dans le segment [0, 1].
Etant donnde dans un espace complet B une famille dénombrable
d'ensembles fermés {T,} ol re R, assujettis aux conditions:

(a) 7, (regardé comme fonction de #) est une fonction unmiformément
continue sur B ( savoir que pour tout &>>0 il existe un 5>0
tel que |r—s|<n entraine dist(7), 7)) <Te, quel que goit
le couple d'indices 7, g),

0 ¥ yrnce,
() T.oTi=0 pour rs,

il existe pour tout x réel (0<Cw<C1) un ensemble (nécessairement
fermé) T, satisfaisant auz conditions:

(¢) la décomposition de Vensemble 3 T, en ensembles T, est continue,

® yrn=3r,

x r

®) To+To=0 pour o

Démonstration$). La fonction 7,, comme uniformément con-
tinue sur R selon (a) et dont les valeurs appartiennent & I'espace 2F
qui est complet?), 'y laisse lprolonger, comme on sait, en une fon-
ction continue définie sur l'ensemble R, c. & d. sur le segment [0, 1]
tout entier. On n’a, en effet, qua poser pour les x irrationnels

) d’aprés M. Kuratowski.

%) H. Hahn, Reelle Funlctionen, Leipzig 1932, p. 124. En particulier, l'espace
E=@ (et l'on a dans nos constructions Ty e29) est compact, done complet,
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T,,=£t1>r:1° T,, o {r,} est une suite arbitraire telle que x=limr,,
n--00

ot ce prolongement est univoque 19), La condition () est ainsi établie.
(B) en résulte aussitdt d’aprés la définition de 7.
Soit enfin &' < r,<<r<Cs<<s, <z ol &'==lim 7, et z''=lim s,.

n—roo n~>00

On a done par définition

Txl == Lin). Trn et Txu = Li.m z}l’
"=

n—-oa

d’olt

r.cYrc ¥ o 7.C¥LCIT

vr s v>s vr

(avec v ¢ B). En multipliant les deux formules membre & membre,
on obtient

Tx"Tx”Cz"»iu'S‘;v et Tx"Tx"CS;Yv'ZTM

v [>2d v<s D5

d’'oti, en vertu de (b) et (c), To T CT-T,=0, c. & d la
condition ().

IL. Etant données dans le carré Q deux suites {4} (i==0,1;
n==1,2,..) de régions relatives (c. 4 d. d’ensembles connexes ouverts
dans Q) telles que:

@ @— Yapc Y4,

(e) aucun A ne coupe Q et pour chacun deuz AP Fr(Q)= A" .Fr(Q)
est un segment de H,— (T, Ty),

(f) les comtinus AP sont deux & deux disjoints,

Pensemble ,

¢ YO n)

®) O=0— 4
rz:;l(,]ﬁ.

est un continu irréductible entre Ty et Tj.

10) Voir p. ex, C. Kuratowski, L ¢, Topologie I, p. 210, olt il est démontré
qu'une telle fonetion seo laisse prolonger d'une fagon continue sur un ensemble &g,
i savoir sur le Gy composi de tous les points otv Voscillation de lao fonetion
donnde s'annule, Or, Uhypothése de la continuité uniforme sur B implique évi-
demment la nullit§ de Voscillation sur E.
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Démonstration. Soient K un sous-ensemble fermé de C tel que
® K Ty 04 K. T,

et a un point de C— K. En vertu de (d) et (*) lintérieur J du
eercle de centre a et d’un rayon <dist (a, K) contient done un point
d'un Ry==1Int (4§?) et un point d’un R, = Int (4{™), de sorte qu'un
arc arbitraire qui les unit dans J (sans passer par 7p, et TY),
complété au besoin par des ares qui les unissent respectivement
& travers R, et B, aux segments H,- I, et H,- B, (voir (e)), constitue
un continu digjoint de K et qui coupe @ entre T, et 7j. En vertu
de (%), K ne peut donc étre un continu, ¢. 4 d. C ne peut étre un
continu réductible entre 7p et 7.

Quant & la connexité de C, elle résulte 1° de celle de tout
Q —[AD 4 AP - AP 4 AP + ... 4+ 4] pour n fini (car, d’aprés
(e) aucun AP, done, par suite de (f), aucune somme finie de ces
ensembles ne coupe @) et 20 de la forme C= 1]{ [@—4{] de (™).
1=, 1

5. Le continu &7%. Sa construction se raméne & présent i celle
de la suite de ses tranches rationnelles 7, qui satisfassent aux
conditions des lemmes I et IT. Nous allons la définir par l'induction,
en méme temps qu'upe suite auxiliaire de nombres naturels {u).

Soit z,=1=1T,, upy=0 et 7,=10,=1T,, u; =0. Passons
& la construction de z, pour r, =%. Soient:

Yn= (1, 0), A= (%, ¥, 6,=1(%,0)

ot Ly, la ligne brisée [y,, 4., d,]. Désignons par 8, la ligne poly-
gonale infinie [o,, o, A%, df),... ¥, A0, 011, ..] ob o, =AY
(voir figure) et les points yY!, 2/ et 6 ne différent respectivement
des points y,, 4, et d, que par leur ordonnée augmentée de 2~

(de sorte quel'on a limy'=1y,, ete. et par suite S, = S, + L,)
Posons '5,2—::% =8, et uyg=1. Remarquons que

(ag) dist (z,,, 7o) == dist (3, 7;) <1,

(eg) %, T, et 7, sont digjoints,

(dg) la région moyenne de 1, appartient & la suite {47}, e-b-d.

que sa fermeture est disjointe de Hy; de plus son écart de H,
est < 4.
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(e9) & — (Tut T %) se compose de deux régions dont les frontiéres
contiennent v, ¢t dune seule région moyenne qui ne coupe pas

¢ ¢t dont la frontitre se compose de L, et du segment (¥, 6,]
de H,. '

Cotte figure représente quelques tranches de 97, et de @7 (de ce dernier une seule
des uy tranches do la B-1bme approximation). Les tranches de deux premiéres appro-
ximations sont en trait continu et celles de la troisidme en trait interrompu,

{
Admettous & présent que u, pour k<l et 7, powrm<<n=23 u,
ko1

(tranches des ! premiéres approximations) soient définis d’une ma-

nidre qu’en les numérotant selon les valeurs croissantes de leurs
indices on ait

(a) dist (s, Crga) < 11,

(€ Tpr* B == 0 pour 0’ < m”" <

(d)) les régions moyennes des w,, tranches de la (I—1)-éme appro-
wimation appartiennent & la suite {Af”} on. i=1 (mod 2); leur
écart de H,., est <1/L

) @ — (T + v+ ...+ 15,) s¢ compose de n régions D,
(O<Tm<<m), & savoir pour lesquelles (v, —+ T, +1) C Fr(D,), et de
(n—1) régions moyennes Af™ qui ne coupent pas @ et dont la frontidre
se compose de L, et du segment [y, , 6, ] de H,,

Pour en obtenir la définition du nombre u,, et de la suite

(1) 'Erul+,a 1/-,,1_‘_21 veey ,‘r“l+1’

nous allons ingerire successivement dans chaque D, un nombre fini
(dépendant de m) de tranches. A ce but, remplagons d'abord dans
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Fr(D,) de gauche et de droite 7, et w,  par deux lignes poly-
gonales ovdinaires P, et P, unissant respectivement ¢, & J, et
Ongr & Ymp ot telles que

2 dist (%, , P,) <1/A1> dist (Ppya, @, 2
(3) I’m + Pm+1 C —Dm'
11 suffit p. ex. de prendre dans 7, la partie initiale de la ligne polygonale

infinie S, ,, soit In = [0, 7’23;’ /?.)[_f']‘,..., 5%{] avee un j assez grand pour que

—1?
dist (I, Ly,) < 1/4], d'en joindre par un segment de droite Jy le bout L/ de
E/

n
I, au bout 6,," de L,.m ot de poser Py ==l —Jy. La définition de Py est symé-
trique, avec y au lieu de d, pour satisfaire i (3).

Or, par suite de I'homotopie entre les lignes P, et P,,,, réali-
sable 3 travers la partie II, de D, comprise entre ces lignes,
d’'une maniére que leurs positions restent deux & deux disjointes
et que leurs bouts glissent le long des segments correspondants
‘des H; sur lesquels ils sont situés, on peut interposer entre P, et
P,.4y une suite finie de continus, donc aussi. de lignes polygonales
ordinaires, reliant H, & H, & travers II,, disjointes et telles que
~ les distances entre deux voisines, y compris P, et P, soit < 1/4],
Ces distances ne seront évidemment (en temant compte aussi de (2))
que tout au plus redoublées et resteront par conséquent<< 1/(I--1),
si Ion remplace ces lignes par autant de continus, toujours reliant
Hy & H, et situés entre elles. Leur nombre étant 4,, nous les dé-
signerons par

(4) 'Fr,.,,+(r,,,+1—rm) it Trm-l—i(rm 4T m) [y PN Tr,n+(h,,‘—-1)(r,,,+1-rm) /"m

n
et poserons w,y = 3 h,,. Pour avoir la suite (1) avec Tup1 g2 lonr
meal . )

-+ <7u,,, on n’a quh les ranger tous suivant leur ordre de suc-
cession dans @ ou, ce qui revient au méme, suivant Lordre de
croissance des valeurs de leurs indices, données par (4). Ainsi, on
aura p. ex. #,,, = 1/h;, etc. Le méme parallélisme d’ordre sub-
sistera évidemment, si on y fait entrer aussi les tranches des ap-

proximations précédentes, c. & d. si on forme la suite de tous les 7,
m mn
pour mgkﬁl t, selon les valeurs eroissantes des indices.

Remarquons que ce parallélisme a pour effet que

(6) toute tranche coupe Q entre celles d’indices inférieurs et dindices
supérieurs.
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La condition (a,), & savoir qui s'obtient de (a,) en y rempla-
gant ¢ par -1, 6o trouve on méme temps satistaite par suite des
relations de distance observées dans la construction des nouvelles tran-
ches. D’autre part, comme les tranches inscrites dans chaque région
D, (0=im <n) entre P, et P,;, son disjointes I'ine de l'autre
ef, en raison de (3), des anciennes, on a la condition (¢,y). Enfin,
pour réaliser les conditions (d) et (ey), on n'a quwa orienter et
proportionner convenablement les w,, tranches (1) de la (I 4 1)-8me
approximation: orienter dans le sens de placer leurs points initiaux
Ouptts Ouppay oo BUT 1o €868 Hypyineqy de Q; proportionner dans ce
sens que les sommets 4,41, Ayyg,... des frontitres de leurs régions

moyennes sont & placer h une distance < i 1~1 du cbté opposé de Q
(voir figure A droite p. HTH). +
J'en omets low trivialités de la construction, chacune des tranches en question
lant pur définition homéomorphe de z, et situés comme celle-ci entre deux lignes
polygonales reliant les bases du carrd,
Reste & montrer que la suite des tranches rationnelles ainsi
définies satisfait aux conditions des lemmes. Or, la condition (a)
)

résulte de (a,) en rapport avec (4): pour |r—s| << 1/ u, on a en effet
k=1

dist (%, %,)<1/l. La condition (b) en est une conséquence facile en vertu
de (b); la condition (c,) entraine (c); les conditions (2) et (d,) don-
nent (d); la condition (¢,) donne directement (e) et (f) résulte de (c)
en vertu de (B) et de (e).

Enfin, en vertu de la définition (4), les indices de ces tranches for-
ment dans le segment [0, 1] un ensemble dense de nombres (ration-
nels). On peut done le désigner par I et poser @ZS=2;5,.

6. Remarques. Le singulier dans I'exemple §7, 4 savoir lexistence d'une
décomposition continne lindaire de ce continu irréductible, peut &tre exprimé aussi
d'une autre manidre, On peut regarder ce contina comme le chemin (de dimension 1)
d'un ,mouvement” d'une tranche (aussi de dimension 1) tel que toutes las positions
prises par elle sont disjointes deux & deuxit). Or, on peut montrer que dans Ia
construction qui précdde il n'y a pas d’homéomorphie entre les diverses positions
(les rationnelles et les irrutionnelles) La question s’impose donc: est-il possible
d'asgocier aux propridids mentionndes de o, celle d’homéomorphie de toutes
ses tranches, en particulier leur imposer le type topologique d'arc simple?

Wy Of, I, Vietoris, Uber stetige Abbildungen einer Kugelfidche, Proceed.
Akad, Amsterdam XXIX (1926), p. 443—458, ol il y a une décomposition continue
dun continw plan (réductible) en sous-continus disjoints ne se réduisant pas & un
point; ils sont indécomporables,

I ———————————
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