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denumerable* 1). Die beiden ersten Argumente genlgten namentlich,
am den Nachweis transzendenter Zahlen vom intuitionistischen Stand-
punkt aus wertlos zu machen, der nur Konstruktionen und keine
reinen Existenzbeweise anerkennt.

Demgegentiber ist hervorzuheben: der Nachweis transzendenter
Zahlen durch das Diagonalverfahren erfolgt auf streng konstrulctivem Weg,
und er ist sinnwoll und beweiskriyftig fiir jeden (auch intuitionistischen)
Standpunlet, der iiberhaupt einer der iblichen Zuordnungsregeln zwischen
den algebraischen und den natiirlichen Zahlen einen Sinn zuerfeennt.

In der Tat: Bleiben wir bei der oben auseinandergesetzten Auf-
fassung, wonach eine reelle Zahl gegeben — und zwar offenbar kon-
struktiv gegeben — ist, sobald eine Regel vorliegt, die ihre Dezimal-
bruchentwicklung so weit als gewlnseht zu bilden gestattet! (Der
geluufigeren Vorstellung und Ausdrucksweise wegen ist hier 7 =10
genommen. Ebenso beschrinken wir uns der Bequemlichkeit halber
auf reelle algebraische und transzendente Zahlen.) Es liege nun eine —
z. B. die Cantorsche — Zuordnungsregel zwischen den ulgebraischen
und den nattirlichen Zahlen vor; fir jede algebraische Zahl, die
durch die zugehérige irreduzible algebraische Gleichung und z B.
eine zusitzliche GréBenkennzeichnung (unter den endlich vielen Wur-
zeln der Gleichung) gegeben sei, kann ihre Platznummer vermdge
der Zuordnungsregel in endlich vielen Schritten ermittelt, anderer-
seits ihre Dezimalbruchentwicklung bis zu jeder gewinschter Stelle
berechnet werden. So ist die +** Dezimalstelle der »' algebraischen
Zahl unserer Abzithlung eine wohlbestimmte, berechenbare Ziffer ¢,
zwischen O und 9, die Grenzen eingeschlossen, Wenn wir also, wie
in Nr. 1, einen eindeutig bestimmten, Stelle filr Stelle berechenbaren

- Dezimalbruch durch eine Regel angeben, die die »* Ziffer o, als
von ¢, verschieden festsetzt, so erhalten wir eine reelle Zahl, die
konstruktiv festgelegt und von jeder algebraischen Zahl verschieden
ist. Wir haben damit eine ganz bestimmte transzendente Zahl kon-
struiert, wenn auch freilich die Ziffernfolge ihrer Dezimalbruchent
wicklung nicht anschaulich tibersehbar ist. Die in (D) (Beginn von

Nr. 1) besprochene abzihlbare Menge ist hier die Menge der alge-
braischen Zahlen.

1) Brid‘g‘-'m an, loe, cit. p. 233. Gemoint ist offenbar, daf die Mengoe der al-
gebraischen und der transzendenten Zahlen abzihlbar sei, oder jedenfulls Anderes
nicht nachgewiesen werden kiune.
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La formule bien connue due aux MM. S. Lefschetz et H. H opf,
concernant le nombre des points invariants des transformations con-

tinues *) implique que chaque polytope P dont les nombres de Betti %)
remplissent I'égalité ‘

(1) Jne)=1

k=0
contient un point invariant par rapport & toute transformation con-
tinue en son sous-ensemble,

Les théorémes sur la décomposition des polytopes que je vais
démontrer dans cette Note nous permettrons de prouver que dans
le cas des polytopes situés dans I'espace euclidien troisdimensionnel B,
Pégalité (1) est non seulement suffisante, mais aussi nécessaire pour

Pexistence d’un point invariant par rapport & toute transformation
continue en sous-ensemble.

Théoréme 1. Chaque polytope3) connexe P de dimension <n
se laisse décomposer en deuw polytopes P, et P, dont le premier

) Voir 8. Lefschets, Trans, Amer. Math. Soc. 28 (1926), 'p. 1—49 et

~ H. Hopf, Math. Zeitschr. 29 (1929), p. 498—524. Comp, aussi §. Lefschets,

Topology, New York 1930, p. 359.

) Quant &4 la définition des nombres de Betti voir p. ex, le livre cité de
M. Lefschetz, p. 84—38b (pour les polytopes) et p. 324-—334 (pour les espaces
compacts arbitraires). Le nombre de Betti de dimension # d'un espace compact K
sora désigné ici par p.(H).

3) La thése du théoréme 1 serait en défaut pour les espaces un peu plus
généraux que les polytopes, p. ex, pour les continus localement contractiles. Il existe,

4%
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remplit les conditions: p,(Py) == 0; 2(Py) = p,(I") pour i=f=n et lo
deuxitme est contractile dans s0i4).

Démonstration. Admettons que le polytope /” est donné sous
la forme d’un complexe géométrique K, c. & d. déeomposé en sim-
plexes, et désignons par m le nombre de simplexes n-dimensionnels
de K. Si dans K il n'existe, sauf le cycle zéro, aucun cyele & n
dimensions aux coefficients rationnels (ce qui a lieu toujours dans
le cas m=20), la thése de notre théordme est remplie déjh par les
polytopes P, =P et P, ne contenant quun seul point étant sommet
de P. Nous procédons maintenant par induction en admettant que
m=m, 1 et quil existe dans le cas m<Tm, les polytopes P,
et P, remplissant, outre la thése de notre théoréme, Ia condition
que P; contienne tous les simplexes do dimension <z de K. Nous
pouvons admettre en outre qu'il existe duns K un cycle z-dimen-
sionnel O aux coefficients rationnels ot un simplexe géométrique
n-dimengionnel 4 de K qui figure (aprds lui avoir donnd une orien-
tation) dans C™ avec un coefficient différent de 0.

Désignons par P’ le polytope qu'on obtient de P en enlevant
lintérienr du simplexe 4. Le polytope P’ ainsi défini est donné
sous la forme d’un sous-complexe K’ de K contenant i, simplexes
de dimension 7 et tous les simplexes de dimension << de X,

Nous allons maintenant démontrer que I’ remplit en outre la
condition p,(P’)==p,(P) pour i=z=n. Tous les cycles dans K & i<n di-
mensions étant des cycles dans K’ K, il suffit & ce but de prouver
que pour chaque complexe (algébrique, aux coefficients rationnels)
@ de K il existe dans K’ un complexe (algébrique) @ dont la
frontidre ¢ est égale & la frontitre @ de @. En tenant compte
du fait que la frontitre du simplexe A (dont on a donné une
orientation) se laisse exprimer A 'aide de la relation (™ ==0 comme

notamment, méme dans Ry, des continus localement contractiles ayant le promier
nombre de Betti égal 4 0 etle deuxidme égal & 1, qui ne se laissent pas décomposer en
un nombre fini (ou méme dénombrable) de ses vrais sous-ensembles formés ayant pour
le premier nombre de Betti 0. On obtient un tel exemple par une 1égdre modifi-
cation de J'exemple qui se trouve dans la mote de M. 8, Mazurkiewicz ot de
moi, C, R. 199 (1934), p. 110—112 ;

‘)’ L’espace"E est dit contractile dans sol, loxsqu'il existe une fonction (e t)
définie pour x e B ot 0.1, continue pour los doux variables @ ot # & Ju fois
et remplissant les conditions: (@, 0)==w; ¢(w, Hell ot p(w,1)==cousl, quels
que msoient xe B ot 0.t <1,
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la frontitre d'un complexe (algébrique) R situé dans K, on obtient
le complexe demandé @' en remplagant dans ¢ le simplexe 4 (orienté)
par le complexe B."

L'égalité p,(P’') == p,(P) pour i=n étant ainsi démontrée, il
exisle par hypothdse une décomposition de P’ en deux polytopes P’
et P,, dont le premier remplit les conditions

@) P.(P) =0, p(P)=pP) pour i==n,

en contenant, en outre, tous les simplexes de dimension <z du
complexe K’, donc aussi tous les simplexes de dimension <<n
du complexe K, et le deuxiéme et contractile dans soi.

Envisageons maintenant un petit simplexe 2-dimensionnel 4,
gitué tout entier dans l'intérieur du simplexe A. Désignons par T
le polytope qu'on obtient de 4 en enlevant lintérieur du simplexe 4,
et par L une ligne simple brisée contenue dans 2 dont les extré-
mités @ et b appartiennent l'une & 4, et I'autre & P; et dont tous les
autres points sont placés en dehors de Py--4,.

Posons:

3 P=PF+7T; Py=P+L44.

On peut, bien entendu, contracter 4, dans soi vers le point a
par une déformation qui laisse ce point immobile et ensuite con-
tracter la ligne brisée L vers b, en laissant b immobile. Par cette
opération P, sera déformé en F;, c. i d. en un polytope contractile
dans soi. Les formules (3) entrainent en outre que P, -} P, =P
et que. P, contient tous les simplexes de dimension < n de K.
Pour achever notre démonstration il suffit done, d’aprés les for-
mules (2), de prouver que les nombres de Betti du polytope P,
sont égaux & ceux du polytope P;. A ce but, désignons par ¢ le
centre ‘de gravité de 4, et par z* pour tout xe 7, la projection
de z du centre ¢ sur la frontiére 4 du simplexe A. Posons, pour
0 i< 1:

@ (z, t) = point du segment zz* remplissant la condition

90 (z, p(x, 1)) =1t~ 0(x, x*),
si zeT et
Pz 1) =2
8i welPy.
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Il est évident que la fonetion ¢z, t) ainsi définie fait une dé-
formation econtinue de l'ensemble /%, dans soi, en le transformant

pour t=1 en P{-+A==P] (puisque I’ contient tous les simplexes
(n— 1)-dimensionnels de K) et en laissant tous les points de P
immobiles pour tout 0<¢<1. Il en résulte 5) que tous les nombres
de Betti de P, sont égaux b ceux de P{, c. q. f. d.

Remarque. Dans le cas ol #==2 of p,(P)=0, los nombres de Betti du
polytope P, de la thése du théoréme 1 sont égaux & ceax da polytope P, con-
tractile dans goi, On ne peut pas cependant affirmer qu'il existe dans ce cas uno
décomposition de P en deux polytopes contractilos dans soi, méme si lo polytope P
est acyelique en dimension 1 (e. 4 d. que tous les eyeles 1-dimensionnels sitads daxs I’
aux coefficients quolconques sont les frontidres des complexes ulgébriques situds
dans P). Ainsi p. ex, lo polytope P qu'on obtient de P'ospuce bien connu do
Poinearé?) I, en enlovant tous los points intériours des simplexos 8-dimonsionnels
@'une décomposition simpliciale de 11, .out seyclique en dimension 1, mais son
groupe fondamental contient plus d’un élémont. 11 n'existe donc ) wucune déeom-
position de I mémoe on deux polytopes contractiles dans P,

Théoréme 2. La thise du thdordme 1 reste valable pour tous

les polytopes connewes situds dans wn espace euclidien & (n - 1)-di-
mensions R,

Démonstration?). Admettons que le polytope P est donné
sous la forme d'un complexe géométrique K & m simplexes de
dimension n- 1. La thése du théordme 2 étant vraie (daprés le
théoréme 1) dans le cas m==0, nous pouvons procéder par induction
en admettant que m==m, -1 et que pour m<Cm, il existe la dé-
composition en question. Il résulte de nos hypothdses Pexistence
d'un simplexe (% 1)-dimensionnel At ayant une face #-dimen-
sionnelle 4% contenue dans la frontidre de P (frontiére relative & £,.,,).
On constate sans peine que pour un point aelR,yy— P situé suffi-
samment prés du centre de gravité du simplexe A®, chaque demi-

) >
droite @z, ol ze A0, coupe A le long d'un segment L (x)

5) Fund, Math, 21 (1983), p. 91—92.

[)
dont ) On comprend. par un espace de Poincard une variéid & trois dimensions,
ont toutes les propriétés de I'homologie coincident avee cellos d’une surface sphé-

I'iqlle euclidienna A troig dimensions mais {
i i
; ' y dont 6 groupe londamentul contient

) Cf. C. R. 198 (1934), p. 1782, th. V.

8 La mé&me démonstration reste valable dans le cas plus général, oll, au lieun

de supposer que PC By, on suppose seuloment que le polytope P est un vrai

sous-ensemble d'une pseudovariété quelconque & n -1 dimensions.
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(qui peut se réduire & un seul point) dont une extrémité est située
sur A® et l'autre, que nous désignons par z*, sur les autres faces
n-dimensionnelles de A"t et que L(z) coincide avec la partie
commune du segment az* et du polytope P. Pour deux points w,
et w, de A”H) les segments L(z,) et L(x,) sont, bien entendu, iden-
tiques ou disjoints. Posons, pour tout 0<{#<1:

¥ (», t) = point du segment L (x) remplissant I’égalité

0@ (1) =t-0( 2%,

81 e APV of

Y (2, 1) =,
sl e P— A",

La fonetion v ainsi définie constitue, comme on vérifie facilement,
une déformation continue du polytope P dans soi, en le rétractant %)
pour {=1 en polytope P’, qu'on obtient de P en enlevant les points
intérieurs des simplexes A®1) et A®. Il en résulte %) que les nombres
de Betti de P’ sont égaux i ceux de P. Par conséquent, le,
polytope P’ satisfait aux prémisses de notre théoréme en admettant
par sa définition, une décomposition simpliciale renfermant m, sim-
plexes de dimension n—1. En vertu de notre hypothése, il existe une
décomposition de P’ en deux polytopes P; et P, dont le premier
remplit les conditions (2) et le deuxiéme est contractile dans soi.

Désignons maintenant par P; (ot i=1, 2) la somme du poly-
tope P; et de tous les segments L(z) tels que 2*¢ F;. L'ensemble
P/« A*t) ¢tant — comme partie commune de deux polytopes — un
polytope, la somme des segments en question, et parsuite I'ensemble F;
tout entier, sont aussi des polytopes. En outre, il est évident que la
fonetion w(x, ¢) (n’envisagée que pour xeP, et 0<C?#<C1) constitue
une déformation continue du polytope P, dans soi et que. p (x, 1)
est une fonction rétractante ) P, en P;. Par conséquent %) les nom-
bres de Betti de P, sont égaux i ceux de P; d'od, selon (2):

pa(P) =0, p,(P)=p,(P) pour iz=n.

%) Un sous-ensemble 4 d'un espace E g'appelle rétracte de M, lorsqu'il existe
une fonction ' (fonction rétractante B en A) transformant B en 4 d'une maniére
continue et telle que f(x)==2 pour tout 2 e 4. 8i pour tout espace E) A l'en=
gomble A est un rétracte de E, alors 4 s’appelle rétracte absolu.
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Le polytope P, étant — comme déformable dans soi en Vep-
semble F; — contractile dans soi, on en déduit que la déecomposition
de P en P, et P, est de la forme demandée, c¢. . f d,

En tenant compte du théordme 1?), d'aprés lequel tout polytope P
situé dans l'espace euclidien 3-dimensionnel Ry et remplissant la
condition p, (P) = p; (P) = py(F) — 1 ==0 est contractile dans soi,
on parvient du théoréme 2 au

Corollaire. Chaque polytope connexe situé dans Ry et dont le
premier nombre de Betti disparait se laisse décomposer en deux poly-
topes contractiles dans soi.

Pour prouver le dernier théoréme do cette note, nous démon-
trerons d'abord le simple lemme suivant

Lenvme. Toute fonction continue f tramsformant la partic com-
mune de deux rétractes absolus %) A et B en son sous-ensemble se laisse
prolonger sur Vensemble A+ B tout entier de facon que la fonction
prolongée [ est continue, ses valeurs appartiennent & A--B e qu'elle
wadmet aucun point invariant dans Uensemble (A - B)— A B,

Démonstration. Les ensembles A et B étant des rétractes
absolus, il existe *) un prolongement continu #; de / sur Iensemble A
dont les valeurs appartiennent & B et un prolongement continu Ja
de f sur l'ensemble B dont les valeurs appartiennent & 4. La fonc-

tion f” définie par les formules
f@) =fi(x) pour tout wzed,
J'(@®)=fy(®) pour tout zeB

remplit, comme on vérifie aisément, la thése de notre lemme.

_ ‘Thé?réme 3. .PQW quun polytope P situé dans Vespace euclidien
3-dimensionnel se laisse transformer en son sous-ensemble d'une JSagon
continue et sans points invariants, il Jaut et il suffit quil remplisse

la condition 3 p,(P)=> 2,
hm(

‘ Démo.nstra_ tion. La néoessité de la condition étant une con-
séquence immédiate de la formule générale de MM. Liof schetu

19) Monatsh, f, Math. u Phys, 41 (1984), p. 78.
*) Fund, Math, 17 (1981), p. 167,

icm

Topologie des polytopes 57

et Hopf12), il ne reste qud démontrer sa suffisance. En tenant
compte du fait évident que chaque ensemble non connexe se laisse
transformer sans points invariants en son sous-ensemble par une
fonetion continue, et du théoréme 13) d’aprés lequel cela a lieu anssi
pour tous les continus péaniens dont le premier nombre de Betti
est positif, il reste seulement & prouver qu'il existe pour un polytope
PC Ry remplissant la condition

po(P)=p(P) +1=1<p:(P)

une fonetion continue transformant P en un sous-ensemble sans
points invariants. D'aprés le corollaire du théoréme 2 il existe une
décomposition de la forme P= P, 4 P,, ot P, et P; sont des
polytopes contractiles dans soi. En tenant compte de la formule bien
connue 4)," concernant la relation entre les propriétés de la homo-
logie des polytopes P, P,, P, + P, et P;+P;, on parvient & la
relation p,(P; - P) =1p, (P)=>1. 1l en résulte 1%) Pexistence d'une
fonetion continue f transformant P,.P, en sous-ensemble sans
points invariants. Les polytopes P, et P, étant contractiles dans
soi, done des rétractes absolus 15), on conclut d’aprés notre lemme
que la fonction f se laisse prolonger sur l'ensemble P =P, 4 P,
de fagon que le prolongement /' transforme l'ensemble P en sous-
ensemble de P d’une manitre continue et sans points invariants.
La démonstration du théordme 3 est ainsi terminée.

Il est & remarquer que la thése du théoréme 3 serait en défaut
pour des polytopes quelconques (non situés dans R;). Ainsi par

12) 11 est & remarquer que la simple conséguence de la formule de MM. Lefschetz
ot Hopf, la seule que nous utilisons dans cette Note, se laisse obtenir d'une
facon élémentaire indépendamment de la formule générale. Dans le cas notamment
ol P est un polytope situé dans R,, la condition p,(I’) = p,(P)=2,(P)—1=0
entraine que P est an rétracte absolu (voir Monatsh. f. Math, u, Phys. 41 (1934),
p-78) et parsuite (voir Fand. Math, 17 (1931), p. 168) qu'il existe un point invariant
par rapport & toute transformation continue de P en son sous-ensemble.

13) Fund. Math, 20 (1933), p. 231.

1) Voir W. Mayer, Monatsh, f. Math, u, Phys. 36 (1929), p. 40, formule (96).
Dans lo cas particulier ol les polytopes P, et P, sont tels que tous les cycles
de dimension 3> 1 situés dans P; (odt i=1,2) sont homologues & zéro davs Py,
1a formule mentionnée prend la forme bien simple: pei1(P, 4 Pp) =& (F, ' Fy),
pour k=1,2,...

%) Fund., Math. 19 (1932), p. 229.
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exemple 16) le plan projectif complexe K, (étant une variéts
a4 4 dimensions) remplit la condition b 24(Ky) == 8, bien qu'il ne
Fewal)

se laisse pas transformer en son gous-ensemble d’une maniére
continue et sans points invariants 17).

La question suivante reste ouverte:

La thise du théoréme 3 reste~t-clle wraie pour lous les continus
localement contractiles 18) situds dams Iy?

16) Clest M. H, Hopf qui m's indiqué cet oxemple,

1) Voir M. Hopf, Journ. f. d. r, w, a. Math, 168 (1980), p. 85.

18) La question analogue dang le domaine des continus péaniens arbitraires
situés dans I, est régolue dans le sens négatif, car il existe dams J, un continu
péanion. dont les nombres de Betti sont dguux & coux du simploxe ot qui se laisgo
transformer topologiquement en lui-méme sans points invariants, Voir Fund. Math,
24 (1984), p. 2. La question do existonce duns £, d'un continu péanien ¢/ qui
contienne un point invayiant par rapport d toute lransformation continuo on son

00
sous-ensemble ot remplisse la condition X pg(C)==2 roste copendant ouverte,
‘ kim0

Wigzowszezyzna, Novl 1984,
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Sur la généralisation des conditions de
Cauchy-Riemann.

Par
D. Menchoff (Moscou).

§ 1. Soit f(2) =u(=,y) 4 iv(z, y) une fonction continue d’une
variable complexe z=—x iy définie dans un domaine ouvert D,
ol @, y, u(x,y) et v(z,y) sont réels. Supposons quen chaque point 2,
intérieur au dvmaine D, les dérivées partielles u du. 9y e oo

’ oz’ dy’ dw  y

existent et vérifient les relations

au_é)v

du__ v du__ v
9z dy’

EPN TS

Dans ces conditions la fonetion f(z) est holomorphe & Iintérienr
du domaine DY),

Nous pouvons énoncer ce théoréme d'une autre maniére. Soit d
une droite infinie située dans le plan du domaine D et passant par
un point 2. Désignons par I}im (d) 4 (2,h) la limite de la quantité

-0

A(z }), lorsque h tend vers zéro de telle fagon que le point z—-A
reste toujours sur la droite d. Nous pouvons énoncer le théoréme
précédent de la maniére suivante.

Supposons quen chaque point 2, intérieur au domaine D, les limites

lim (d)f(_zi‘_hhlf_@

h—0

1y Montel, Sur les différentielles totales et les fonctions monogénes, C. R,
Acad. Sci. Paris, pp. 1820—1822 (1913).

Looman, Uber eine Erweiterung des Cauchy-Goursatschen Integralsatzes,
Nieuw. Arch. Wiskde, pp. 97—108, (1923). '

Saks, Théorie de Uintdgrale, Monografje Matematyezne II, pp. 242—246,
Warszawa, (1933).
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