h8 K. Borsulk.

exemple 16) le plan projectif complexe K, (étant une variéts
a4 4 dimensions) remplit la condition b 24(Ky) == 8, bien qu'il ne
Fewal)

se laisse pas transformer en son gous-ensemble d’une maniére
continue et sans points invariants 17).

La question suivante reste ouverte:

La thise du théoréme 3 reste~t-clle wraie pour lous les continus
localement contractiles 18) situds dams Iy?

16) Clest M. H, Hopf qui m's indiqué cet oxemple,

1) Voir M. Hopf, Journ. f. d. r, w, a. Math, 168 (1980), p. 85.

18) La question analogue dang le domaine des continus péaniens arbitraires
situés dans I, est régolue dans le sens négatif, car il existe dams J, un continu
péanion. dont les nombres de Betti sont dguux & coux du simploxe ot qui se laisgo
transformer topologiquement en lui-méme sans points invariants, Voir Fund. Math,
24 (1984), p. 2. La question do existonce duns £, d'un continu péanien ¢/ qui
contienne un point invayiant par rapport d toute lransformation continuo on son

00
sous-ensemble ot remplisse la condition X pg(C)==2 roste copendant ouverte,
‘ kim0

Wigzowszezyzna, Novl 1984,
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Sur la généralisation des conditions de
Cauchy-Riemann.

Par
D. Menchoff (Moscou).

§ 1. Soit f(2) =u(=,y) 4 iv(z, y) une fonction continue d’une
variable complexe z=—x iy définie dans un domaine ouvert D,
ol @, y, u(x,y) et v(z,y) sont réels. Supposons quen chaque point 2,
intérieur au dvmaine D, les dérivées partielles u du. 9y e oo

’ oz’ dy’ dw  y

existent et vérifient les relations

au_é)v

du__ v du__ v
9z dy’

EPN TS

Dans ces conditions la fonetion f(z) est holomorphe & Iintérienr
du domaine DY),

Nous pouvons énoncer ce théoréme d'une autre maniére. Soit d
une droite infinie située dans le plan du domaine D et passant par
un point 2. Désignons par I}im (d) 4 (2,h) la limite de la quantité

-0

A(z }), lorsque h tend vers zéro de telle fagon que le point z—-A
reste toujours sur la droite d. Nous pouvons énoncer le théoréme
précédent de la maniére suivante.

Supposons quen chaque point 2, intérieur au domaine D, les limites

lim (d)f(_zi‘_hhlf_@

h—0

1y Montel, Sur les différentielles totales et les fonctions monogénes, C. R,
Acad. Sci. Paris, pp. 1820—1822 (1913).

Looman, Uber eine Erweiterung des Cauchy-Goursatschen Integralsatzes,
Nieuw. Arch. Wiskde, pp. 97—108, (1923). '

Saks, Théorie de Uintdgrale, Monografje Matematyezne II, pp. 242—246,
Warszawa, (1933).


GUEST


60 D. Menchoff:

ewistent et possident lo méme valeur finie pour deux droites d passant
par le point # b paralldles aux ares de coordonndes ), '

Dans ces conditions la fonction f(2) est holomorphe & Vintérieur
du domaine D,

Ce théoréme peut &tre généralisé de la manidre suivante:

Théoréme. Soit f(z) une fonction continue définie & Vintdriewr
du domaine D. Supposons qu'a chaque point 2, intérieur & ce domaine,
sauf peut-dire les points d'un ensemble ¢ fini ou dénombrable, il cor-

respond  dewx droites d (2) ¢t dy(2) passant par ce point 2 et telles
que les deux limites

lim [d)(2)] f(zﬂ:h}z”f(z)

>0

(jm112)

ewistent et posstdent la méme valeur finie *).

Dans ces conditions la fonction f(z) est holomorphe & Vintérieur
du domaine D %),

§ 2. Nous introduirons tout d’abord les notations suivantes. Soit
B(z k) une fonction réelle de deux variables complexes 2, & et

8oit d une droite infinie passant par le point 2 et située dans le plan
du domaine .D. Désignons par

}‘iﬂ sup (d) B (2, h)
la plus grande des limites de la quantité B (e, h), lorsque 4 tend

vers zéro de telle fagon que le point 2=h reste toujours sur la
droite d. Posons

}1—13:; sup (d) ’Z(ﬁ:t%:]:@ = L(z, d);

L(z, d) est un nombre non négatif, fini ou non,

i) On suppose toujours que la fonetion f(2) est continue,

a; gou:hzuppoaons que les droites d;(2) sont situdes dans lo plan du domaine D.
o ez toréme 4 6t6 démontré auparavant dans le eas of la fonetion f(2)
o nI::z edr: ;i.t Da'nsﬁ co (;a; )on peut méme remplacer, dans P'énoncé du thdo-

R 8 Infioles d;(2) par deux rayons rectili ]

! ) goes #(2), j==1,2, is
du point 2z et situds sur denx droites différentes, 0. M:Enl’hjoff ’S;»r ?::
]

fonctions monogines, Bulletin 4
vl n de la Soe. Math, de France, t. B9, faue. 8, 4,
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Lorsque d' et d’ sont deux droites quelconques situées dans
le pan du domaine D, nous désignerons par {d’ [d’"} langle formé

. . 7
par ces deux droites et compris entre zéro et 5

Nous aurons besocin du lemme suivant:

.

Lemme 1. Soit f(2) une fonction continue définie dans un do-
maine D et soit P un ensemble parfait situé dans D eb contenant

des points intérieurs & ce domaine. Supposons qu'é chaque point
d'un ensemble H, appartenant & Uensemble P et partout de deuziéme

catégorie sur P1), il correspond deux droites d;(2), j =1, 2, passant

par ce point z et telles que
L[z, &(2)] <+ oo
Alors il eviste une portion II de Densemble P, située & Uintérieur

du domaine D, et un nombre positif 0<1—g@’ tels quil corres-

pond, & chaque point = de lensemble II, deux droites dy(2) et dy(2)
passant par ce point et possédant les propriéiés suivantes:

1 @@, ey <o (i=1,2)
quels que soient les points 2' et 2 de lUensemble I1,
2. {di(2); dy(2)} > 800 &

pour tous les points z de lensemble II,

3% La distance de lensemble I & la frontitre du domaine D est
supérieure & o,
40 !ﬂg’ —f(2) ! 1
' | T—2 |

pour tous les poinis z de Il et pour tous les poinis { situds sur
les droites correspondantes d;(z), j==1,2, et vérifiant linégalité
0< |t —2<o

La démonstration de ce lemme est précisément la méme que
celle du lemme démontré dans mon ouvrage ,Sur les fonctions mo-
nogénes“ ). Nous omettons cette démonstration.

1) Nous dirons que l'ensemble H, appartenant & un ensemble parfait P, est
partout de deuzidme catégorie sur P, lorsque l'ensemble P—H est de premiére

catégorie sur P.
3 L. e, § 4 p. 1561,
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Soit I un ensemble parfait queleonque situé i Vintérieur du
domaine D, dont la distance i la frontitre de ce domaine est su-
périeure 4 0, olt ¢ a la méme signification que plus haut. Désignons
par S(I7, 6) un systéme do droites 0,(2) et dy(2) qui possddent les

propriétés suivantes:

19, A chaque point z do Pensomble II il correspond au moins
une droite 6,(2) et une droite d,(2) passant par ce point 1),

20, Chaque position limite des droites d; (2) (pour 2 variable ou
fixe) est aussi une droite dy(2) et, de-méme, chaque position limite
des droites d,(z) est aussi une droite dy(2).

8. {() 4" <0 (=12
ol ¢ et 2’ sont deux points queleonques do l'ensemble 77, diffé-
rents ou non.

40, {6, (), 6,(2"")} = 800 0
pour deux droites quelconques dy(2) et (") du systéme S (11, o).

JO — @) 1
(—2 |

0
5o, p

pour tous les points 2 de I'ensemble I et pour tous les points §
vérifiant Vinégalité 0 << |C—z2|<C o et situds sur une droite quel-
conque 6,(2) ou 6, (2), correspondant & 2

Considérons les droites dj(2) et dy(2) qui figurent dans I'énoncé
du lemme 1. Le systtme formé de toutes les droites dj(2), da(2)
et de toutes leurs positions limites est évidemment un systéme
ST, o).

Nous avons done le lemme suivant:

Lemme 2. Soit f(z) une fonction continue, définie dans un

domaine D, et soit P un ensemble parfait, situé dans D et contenant
des points intérieurs & ce domaine. Supposons qu'il ewiste un ensemble H

appartenant & P, partout de deuxitme catégorie sur P el qui posside

la propriété.
A chaque point z de H il correspond deus droites dy(2) et dy(2)
passant par ce point z et vérifiant la condition

Llz, dy(e)] < o0

1) En géoéral, il correspond & chaque point z de II plusteurs droites dy(e)
et 4,(2) passant par ce point. ‘

(Jm 1, 2).
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7
1600 *
une portion II de Uensemble P, située & Uintérieur du domaine D
& la distance supéricure & o de la frontiére de ce domaine, auwquels il
correspond un systéme S(II, 6) de droites 0y(2) et J,(2).

Dans ces conditions il existe un nombre positif o<

Le principe de la démonstration du théoréme énoncé & la fin
du § 1 est le suivant. Désignons par E l'ensemble des points, inté-
rieurs au domaine D, dans lesquels la fonetions f(2) n’est pas mono-
géne et soit P l'ensemble dérivé de Z. Il est évident que P est un
ensemble parfait ou vide. D’ailleurs, dans le premier cas, 'ensemble 7
contient nécessairement des points intérieurs au domaine D.

Supposons que le théoréme en question n’est pas vrai. Dans ce
cas DPensemble P contient des points intérieurs au domaine D et
nous pouvons mous servir du lemme 2 de ce paragraphe en y po-
sant H=P —¢, ol ¢ est un ensemble fini ou dénombrable qui
figure dans l'énoncé du théoréme. Par suite, il existe une portion I7
de Pensemble P qui posséde toutes les propriétés énoncés dans le
lemme 2. Supposons que la portion 7 est définie par le domaine D’ ?),
situé & Dlintérieur de D, et soit B un carré quelconque, situé
3 lintérieur du domaine D’, dont les cOtés sont paralléles aux
axes de coordonnées. Nous arriverons & une contradiction si nous
démontrons que
W [ feraz=o,

c®)

. quelle que soit la position du carré R & lintérienr du domaine D,

ot C(R) est le contour du carré R %),

En choisissant convenablement les axes de coordonnées, nous
pouvons supposer que pour tous les points z de l'ensemble IT les
angles {0;(2), 0} et {J,(e), Oy}, j=1,2, soiént supérieurs & 300 o,
ol 6,(2) et Jy(2) sont les droites qui figurent dans l'énoneé du
jemme 2 et Ox, Oy sont des axes.de coordonnées. On voit, en
résumant, que pour la démonstration du théoréme en question il
suffit de démontrer la proposition suivante:

1) On dit qu'une portion JI d’un ensemble parfait P est définie par le do-
maine D, lorsque II se compose de tous les points de P, intérieurs 4 D', et de
leurs points limites sur la frontidre de D' .

%) Lorsque. w est un domaine dont la frontitre est une courbe rectifiable
simple, nous désignerons cette courbe par C{w).
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Soit f(2) une fonction continue, définic dans un domaine D et
monogéne en chague point d'un domaing D intérieur & D, sauf peut-dre
auz points d'un ensemble parfait 11 situé dans D'. Supposons qu'il
correspond & chague point 2 de II, sauf peut-itre auw points apartenant
& un ensemble fini ou dénombrable, deu droites infinies dy () et dy(2)
passant par ce point et telles que les dewx limiles

lim [d(2)] Zlﬁ_tfg,::: [@

b0

(j=12)
existent et possédent lo méme valeur finie. Supposons, de plus, qu'il
existe un nombre positif o< \1“(:')0‘ of un systtme S(I1,0) de droiles 8,(2),
j=1,2, tel que les angles {8,(2), 0, {8,(2), O} sont supbricurs & 300 &

pour tous les points & de Vensemble IL.
Dans ces conditions on a
f@)dz=0,
c®
quel que soit le carrd R, situé & Vintérieur du domaine 1), dont les
cotds sont paralldles aux awes de coordonndes.

On peut d'ailleurs supposer que le diamétre du domaine D' soit
inférienr & ot, de sorte que la distance entre deux points quelcon-
ques de V'ensemble II soit inférieure & o

§ 8. Nous supposerons dans la suite que Vensemble [I ot la

fonetion f(2) vérifient toutes les conditions qui figurent dans la

proposition énoncée & la fin du paragraphe préeédent. Nous démon.
trerons tout d’abord les quatre lemmes suivants:

Lemme 1. Soient ' et 2’ deux points quelconques de len-
semble IT et soient 8,(2") et 8,(2""), j==1,2, les droites quelconques du
systéme S(IT,0) qui correspondent aux points 2’ et 2. Désignons
respectivement par 2, et 2y les points dintersection des droites 6y (%),

0y (2") et des droites 0,(2"), 0y(2') b supposoms que 2; et zy Soient
différents de 2’ et 2".

Alors le diamétre du quadrilatére 2’ 2,2 2, est inférieur & -l(;--

z"‘""'zlll
of pour tous les points L' et &' de ce quadrilatire on a V'indgalité
|A(&) —f &) << K(0) - |2 —2"|,

otk K(a) est un nombre positif qui ne dépend que de o.
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Démonstration. On voit immédiatement que

[ — | = | — o] BB F )

sin {4, (z’): 0y (2")} ’

ol I'on désigne par 2’2" le segment rectiligne dont les extrémités
sont 2’ et 2” 1. En vertu de la condition 4, qui figure dans la

§(€)
8,z")

8

Fig. 1. .
définition du systéme S(I7, ¢), on a l'inégalité

. {4, (z’): 6,(2"" )y =800 ¢
et, par suite,

o — 2| <|o'—=2 {m
On obtient de la méme manidre '

’ ’ 2 1 27 11 1
el <l ="l g0 1" —al <l == g5
1" I 1
I —al <l oo

d’'od il résulte que le diamétre du quadrilatére 2’2, 2”2, est infé-
rieur & -l—-lz'—z"l.
g

Désignons par I' le contour du quadrilatére 2’2, 2”2, et sup-
posons tout d'abord que £’ et {” sont deux points quelconques

1) Dans la notation {d’,d’’} nous prendrons quelquefois au lieu des droites
infinies d’ et d’/ les segments rectilignes situés sur ces droites.

Fundamenta Mathematicae T. XXV. b
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situés sur I Supposons, pour fixer les idées, que les points ' et ¢
se trouvent respectivement sur les segments 2’z et 2 z,. Puisque

o 1
le diamétre du quadrilatére 2’2, 2’2z, est inférieur & = | — 2"|,

on a les inégalités

zl_____zlll’

1
Izl _zil < &.’z’___.z"L

) e L
& — <5
@) 1 1 ,
| <zl =l =< el
Nous savons que la distance entre deux points quelconques de
'ensemble I est inférieure & o* et que les points 2’ et 2’ appar-
tiennent & Pensemble II. On obtient done

®) |2 —2"| < o*

et, par suite, en vertu de (2),

‘ (E=si<o lg—al<o
( ) |z’___zrli< O', [23" __gn' < A

On voit de (4) et de la condition 6, figurant dans la définition
du systéme S(IZ, 6), que .

&)~ <l —al
1 ' 4
fle)—f &) <t lea— 2"l @) — T <2t

O —fE] <t lg—7)
®) |

Done, en vertu de (2),
©) @) —fE) < %-1e — 2,

-quels que soient les points {’ et [ situés sur le contour I
Désignons par I1’ la partie de 'ensemble II située dans le qua-
drilatére 2’2, 2”2, et supposons & présent que (' et {’ sont deux
-points quelconques de I'ensemble II'. Soient 6, (L) et J,(L) deux
droites du systéme S(II, o) passant respectivement par les points {’
et £”. Désignons par [, un des points Qintersection de la droite
<0y (&) avee le contour I De méme, désignons par £, un des points
d'intersection de la droite &,(f") avee I' (voir fig. 1).
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On a évidemment

M e <g-l—e, Gt <tie -

et, par suite, en vertu de de (3),

6 —8l<o, |G—0I<o
Puisque {'CII et {” C I, on voit de la condition b, figurant
dans la définition du systéme S(IZ, 6), que

G =A<z 16—l G-l <ia—e

d’otr il résulte, en vertu de (7),

(8) If(CI) __f(é-,)[ <£§' IZ’ '—ZHI, lf(é") .—f(é‘"), <O%, Izl — zul‘

Les points {; et {, se trouvent sur le contour I'; done, en
vertu de (6), on a Pinégalité

© 8 —f @) < - 17 — 2}
En comparant les inégalités (8) et (9), on obtient finalement
(10) &) = FE) < o5+ 12 — 2]

pour tous les points {’ et {”” de l'ensemble IT'.

On voit de (6) que l'inégalité (10) est aussi vraie pour tous les
points £’ et {” qui se trouvent sur le contour I'. De plus, on peut
démontrer de la méme manidre que linégalité (10) est vérifiée,
lorsque £” est un point arbitraire du contour I et {* est un point
queleonque de l'ensemble II'. Done, on voit, en résumant, que
I'inégalité (10) est vérifiée pour tous les points £’ et £ dont chacun
est situé soit dans l'ensemble IT’, soit sur le comtour I

Supposons, & présent que {’ est un point arbitraire de len-
semble II’ ou du contour I' et soit £ un point quelconque duo
quadrilatére 2’2, 2" 2,. Pour tous les points {” situés dans len-
semble JI’ ou sur le contour I' on a linégalité (10). De plus, pour
un point fixe {* la différence f({") — £({*’) est une fonetion monogéne
de la variable {” partout dans le quadrilatére 2’ 2, 2 2;, sauf peut-

534
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-8tre aux points de l'ensemble II’. Il en résulte que le maximum
de la fonetion | £(§') — f(£")] est atteint aux points £ situés dans
Vensemble [I' ou sur le contour .I" et, par suite, l'inégalité (10)
subsiste pour tous les points {” du quadrilatére 2z 2”2, et pour
tous les points {’ situés dans Pensemble /I’ ou sur le eontour I

En supposant que ' et [ sont des points arbitraires du quadri-
latére 2’ 2, 2" 2, et en considérant la différence f(L') — f(£”) comme
une fonction d'une seule variable £/, on démontre de la méme
manidre que l'inégalité (10) est vérifiée pour tous les points (' et [

6 .
du quadrilatére 2’2, 2’ 2. En posant K(0) == i On Voit done. que

Vinégalité (1) subsiste pour les mémes points [ et £, ce qui achdve
la démonstration. :

Lemme 2. Pour tous les poinis 2' et 2" de Vensemble II on a
() |f&)—f(")| < K(o)+ |2 — 2|

oy K(06) est le nombre défini dans le lemme 1.

Démonstration. Supposons tout d’abord que le point 2 se
trounve sur une des droites d;(2), j=1,2, qui correspondent au
point 2", ou bien que le point 2’ se trouve sur une des droites d)(2")
qui correspondent au point 2. Supposons, pour fixer les idées, que
le point 2’ se trouve sur une des droites d,(2'') 1). Puisque la distance
entre deux points quelconques de l'ensemble IT est inférieured o?
on a

| —2"| <<t < o

et, par suite, en tenant compte de la condition b qui figure dans
la définition du systéme S(IT, 0), on obtient l'inégalité

&) —f@ ) < o |2 — 2},
d'olr il résulte I'inégalité (11).

Supposons, & présent, que le point 2’ ne se trouve sur aucune
des droites d;(2"'), j==1,2, et que le point 2’ ne se trouve sur
aucune des droites d(2'), j=1,2. En choisissant d’'une fason quel-
conque les quatre droites d,(2'), &;(2""), 6,(2’), 0y (2"') et en désignant

1) Nous savons qu'il existe en général Plusietrs droites d, (¢') qui correspondent
au point 2/,
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respectivement par 2, et 2, les points d'intersection des droites
d,(2), 0,(’") et des droites d;(2”), d,(z'), on voit que les points 2,
et 2, sont différents des points 2/, 2”/ et, par suite, que Pon se trouve
dans les conditions du lemme 1. On obtient done Dinégalité (11),
en posant, dans l'inégalité (1), {'=2/, {"=2". Le lemme 2 est
ainsi démontré.

Lemme 3. Soit C un cercle de centre z, ¢t de rayon r, situé
dans le plan du domaine D. Supposons que z, (C II et que
(12) mesﬂ(zo,_r)>1_~ai,

7T e

ot II(2y,7) est la partic de Vensemble II comprise dans le cercle C.
Dans ces conditions

(13) | /(&) — f(eo)| < Ki(0) -7
pour tous les points 2 vérifiant linégalité |2 — 2| <%r, oir Ky (0)
ne dépend que de o (& savoir K,(o)=2 - K(0)).

Démonstration. Supposons que z est un point quelconque
vérifiant I'inégalité

1
(14) |z—zo|<—2—r

et soient ' et {” deux points qui possédent les propriétés suivantes:

10 Le segment £’ C” est paralléle & I'sxe des g,

20, Le point 2 se trouve sur le segment ' £~ et
(15) e =fe—"| =3 +|e—m|-0:

Prenons deux cercles C’ et C” de rayon égal & o%.|z— 2|
ot de centres (' et . Il est clair que les cerles C’ et C” se trouvent
4 Dlintérieur du cercle C et que l'aire de C’ = l'aire de C< motr2
Done, il résulte de l'inégalité (12) que dans chacun des cercles C’
ot C il se trouve des points de l'ensemble II. Désignons par 2’
et 2"’ deux points quelconques de 'ensemble IT situés respectivement
dans les cercles C’ et C".

Soient 6, (2'), dy(2") et J,(2"), 6,(2") les droites passant respec-
tivement par les points 2’ et 2’ et appartenant au systéme S(II, o).
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Nous supposons toujours que les droites de ce systéme vérifient
toutes les conditions de la proposition énoncée b la fin du § 2
Comme les points 2’ et 2’ appartiennent & I'ensemble II, on a done

(16) {8(&), 09} > 8000, {§(2"),09}>38000, (j=1,2)

Fig. 2.

Désignons par 2, et 2, les points d’intersection des droites d,(2’),
dy(2"") et des droites d,(2"), d,(2). Lies points 2’ et 2 étant respec-
tivement dans les cercles C’ et C”, on a les inégalités

a7 |F—f<< "= < 0t |2 —2y| <ot

Comme le segment {'[” est parallsle & axe des ¥, on voit, en
comparant (15), (16) et (17), que le point 2, est extérieur aux droites
0,(2'"), d3(2') et, de méme, le point 2, est extérieur aux droites
0,(#), dy(2”); de plus, le point 2 est & Pintérieur du quadrilatére
722" 2. En vertu du lemme 1 de ce paragraphe, nous avons done

(18) | fl&)—fte

ot K(0) ne dépend que de o.
En comparant les inégalités (14), (15) et (17), on obtient

|z'—z”|<lz'—§"+|§'—*§'/|+|§”_‘
e, par suite, en vertu de (18),

(19) f@) — &) < K(0) - .

P e—z| << oter, |2

17

2’| <2a’r+~;—<r
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Les points 2’ et 2z, appartenant & l'ensemble II, on a, en vertu
du lemme 2 de ce paragraphe,

| /(") — fleo)| < K(0)+ 2" — 2.

De plus il résulte de (14), (15 (]7 ) et de linégalité o< === que

1600
2’ ~-—z(],|< r4- ra+a”r<r

et, par suite, que

(20) | /(&) — f(z)] < K(0) -7

En comparant les inégalités (19) et (20), on obtient l'inégalité (13),
ot K,(0)=2.K(o).

Lemme 4. Si la mesure de Uensemble II est différente de zéro,
la fonction f(z) posséde presque partout dans II une dérivée f’(z)
satisfaisant & Vinégalité

(21) |/ @) <3 Ki(0),
ot K,(0) est le nombre défini dans le lemme 3.

Démonstration. Démontrons tout d’abord que pour chaque
point z de ’ensemble I7 qui en est un point d’épaisseur superficielle 1)
on a Plinégalité

t —_

(22) lim sup lfki‘%—ﬂz—) <3.K,(0).
h—>0

Soit 2 un point quelconque d'épaisseur superficielle de I'en-

semble II et qui appartient & cet enmsemble. On peut trouver un

nombre 7,, qui dépend en général de 2z, tel que l'on ait pour

r <71y
mes II (2, r)

“mrt

(23) — o4,
ot II(z, r) est une partie de 'ensemble IT comprise dans le cercle C
de centre z et de rayon r.

1) On dit qu'un point 2 est un point d’épaissenr superficielle d'an ensemble
. Q,(r)=1 olt Q(r) est la partie de l'ensemble ¢
ETs

mesurable ¢, lorsque lim
r->0

contenue dans le cercle C(r) de centre 2 et de rayon r.
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Soit 24 un point quelconque situé dans le plan du domaine D
et tel que

1
(24) B < g7

En posant 3« |k| ==, nous aurons

(26) < gy r<r.

On obtient done, pour cette valeur de r, I'inégalité (23) et par suite,

en vertu du lemme 3 de ce paragraphe et de la premidre inégalité (25),
e+ B —f@) < Ky(0) - r = B1,(0) ||

pour toutes les valeurs de h vérifiant l'inégalité (24). Il en résulte
que l'inégalité (22) se présente pour tous les points 2 de 71 qui sont
des points d’épaisseur superficielle de cet ensemble, c'est-b-dire que
Pon a Pinégalité (22) presque partout dans Pensemble JZ. On voit
done, d’aprés un théoréme de M. Stepanoff, que la fonetion f(2)
posséde une différentielle totale de Stoltz presque partout dans IT 1),

Nous avons supposé que la fonetion f(2) vérifie toutes les eon-
ditions de la proposition énoncée & la fin du § 2. Done, il corres-

pond & chaque point 2 de IZ, sauf peut-étre les points appartenant

4 un ensemble fini ou dénombrable, deux droites d, (z) et d, (?) pas-
sant par ce point et telles que les deux limites

lim (4 (z)]f.&t%;[(?) L (=19

b

existent et possédent la méme valeur finie. Il résulte d'un lemme que
la fonction £(2) posséde par suile une dérivée finie f/(2) presque

1) Btepanoff, Uber totale Differenzierbarkeit, Math. Ann. 90 (1928), p. 818.
On dit qu'une fonetion f(z) posséde wnme differentiells totale de Stoltz en un

% oy

Point 2, lorsque les dérivées pa.rﬁielles -é%éz_) e g_:’i +i dv. af ‘ (z) —_ g_'z + i _3;

existent ot vérifient la condition
fetta)—fii) — 2Ly, 21y,
Az—0 . Az = ] ol Azmdw-{-@Ay.
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partout dans II'?). De plus, on voit de I'inégalité (22) que I'on a (21)
presque partout dans IT. :

§ 4. Démontrons maintenant la proposition énoncée & la fin
du § 2. Considérons le domaine D' et l'ensemble parfait 7 men-
tionués dans I'énoncé de cette proposition. Soit B un carré quel-
conque, situé & lintérieur du domaine D', dont les c¢dtés sont pa-
ralléles aux axes de coordonnées. Désignons par a la longueur de
chaque c6té du carré R et soit » un nombre entier positif quel-
conque. Nous prendrons, dans la suite, ce nombre assez grand pour
que la quantité 5_1-2-2;#’ soit inférieure & la distance du carré R

de la frontidre du domaine 1’ et que I'inégalité

1 40a
@ T <
soit vérifiée. Divisons chaque c¢6té de B en n parties égales et me-
nons par les points de subdivision les droites paralléles aux axes
de coordonnées. Le carré B sera alors partagé en n® carrés R

1<<j<<n? de cotés %2).

nis

Soit £ un nombre positif arbitrairement petit, mais fixe, que
.  pes ! 1 . o
nous supposerons toujours inférieur & e 8<Z' Désignons par 2,

le point d’intersection des diagonales du ecarré R,; et soit y,, le

Y) D. Menchoff, Sur les fonctions monogines, 1. c., lemme 1 du § 7.
L’énoncé du lemme est lo suivant: Soit f(2) une fonction continue (non nécessai-
rément univalente) définte dans un domaine D. Supposons que f(z) posséde la
proprieté K''' en un point z,, intdrieur & D, et en méme temps admette en ce
point une différentielle totale de Stoltz. Dans ces conditions la fonetion f(2)
posséde au point z, une dérivée finie f'(z,).

Nous disons que la fonetion f(2) posséde la propriété K''' au point z,, s'il
existe deux rayons rectilignes f, et #, issus du point z,, situés sur deux droites
différentes et tels que les deux limites )

tm (1 EH D =70

(i=12)
B0

existent et possédent la méme valeur finie,
?) Nous numérotons les carrés B, dans un ordre quelconque.
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8a .
cercle de centre z,, et de rayon 7, = Nous allons considérer

les trois types différents des carrés I,

Désignons par R, ceux des carrés F,, pour lesquels on a
Pinégalité
@)

Hﬁ_g"l > 1 g2 o4,
wrl

ol II,, est la partie de l'ensemble II' comprise dans le cercle y,,.
Désignons ensuite par R, ceux des carrés R, qui ne contiennent pas
4 leur intérieur de points de l'ensemble II, Soient enfin R’ les
carrés RB,;, qui différent des carrés R, et Ry, c’est-A-dire qui con-
tiennent & leur intérieur des points de I'ensemble 71 et pour lesquels

se présente Uindgalité

wes [T,
wrd

®) <l—éot.

Désignons par E, Pensemble des points qui se trouvent & Iin-
térieur ou sur les cotés des carrés RE;". Nous allons démontrer. que
4 lim mes B, = 0.

n~rca

En effet, dans le cas contraire il existerait un nombre positif
fixe 4 tel que Vinégalité mes Z,> 1 subsisterait pour une infinité
d'indices n. En posant E = limsup &,, nous aurions done mes Ez=A

n=ycao

et par suite
(5) mes & > 0,

Soit 2 un point quelconque de 'ensemble E, Il existe une suite
d'indices 7, kl:m my==oco, tels que le point z appartient » tous les

ensemb-les E""' Désignons par R¥ celui des carrés R, qui contient
A so’n Intérieur ou sur son contour le point 2 et soit IT¥ la partie
de Vensemble I comprise dans le cercle Vnps qui correspond au

carré B, ;= R¥. On a, en vertu de I'inégalité (3)

mes IT¥

1 — g gt
nry,

Puisque ,ILTQ =0 et que les nombres & et ¢ sont fixes, on voit

icm
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que le point 2 considéré n’est pas un point d’épaisseur superficielle
de l'ensemble II.
Pour chaque valeur de % le carré R} est un des carrés R et,

Py

_par suite, contient & son intérieur des points de VFensemble JT.

I’ensemble II étant parfait et la diagonale du carré R¥ tendant

vers zéro avec %, on voit que le point 2z appartient & 'ensemble I7.

.Nous avons supposé que 2 est un point queleconque de Ien-
semble Z. Donc chaque point de I'ensemble E appartient & Pen-
semble I7 et, en méme temps, n’est pas un point d’épaisseur super-
ficielle de I7, ce qui est impossible, puisque mes B > 0. De cette
contradiction nous obtenons I'égalité (4).

§ 6. Considérons les intégrales

ff(_z) dz, ff(z)dz et ff(z)dz

CRy) C(Ry) CRY")

prises dans le sens positif suivant les contours des carrés R,, R,
et E,’. Nous avons supposé que la fonction f(2) est monogéne en
chaque point du domaine 2, sauf peut-étre aux points de l'en-
semble JI. Puisque les carrés R, ne contiennent pas & leur intérieur

de points de I'ensemble II, on a done

% [ r@az=0

CRY)

pour chaque carré R,.
Considérons & présent les intégrales

@) [ f@aa

Prenons un carré B, et désignons par IT* la partie de 'ensemble I
comprise dans ce earré. Soit 2, un point quelconque de I'ensemble II*
et soit C(z,,7) un cercle de centre 2, et de rayon 7, ol

4a 8a
3) —=r>e—.
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Désignons par y le cercle y,, qui correspond au careé I, == R,

8a
'est-a-dire y est le cercle de rayon 7, == — dont le centre se trouve

an point d'intersection des diagonales du carré Z;. Il résulte de

I'inégalité (3) que
(4) v, =20, ¥ ZZET,

et, par suite, que le cercle C(zy,r) est & l'intérieur du cercle y.
Désignons par IT(2,,7) et II’ les parties de I'ensemble II comprises

respectivement dans les cercles C(go,7) et y. Nous aurons en vortu

de Pinégalité (2) du § 4

(6) El—fi;;éz >1—go!

et, par suite, aire de C(z7) — mes II(2,7) <&t otmry, dol il

résulte que :

(6) mes J1(z,,7) > 7wr® — gt o4 @ 1y
En comparant les inégalités (4) et (6) de ce paragraphe, on obtient
finalement

@ mes II(z,, )

7

>1—

Nous avons désigné par II(z,, r) la partie de l'ensemble I/
comprise dans le cercle C(z,r) de centre z, et de rayon r, vérifiant

les inégalités (8). Puisque le poiut 2, appartient & Vensemble II,
il résulte du lemme 3 du § 3 que

® | @) — fleo)| < Ky (o) -

pour tous les points 2 vérifiant I’inégalité
® | ‘
22 | < § r,

ot K, (o) ne dépend que de 0. Dans Vinégalité (8) le point z, peut

8tre un point quelconque de lensemble IT* et » est un nombre
arbitraire vérifiant les inégalités (3).

Soient 2 et 2 deux points quelconques situés & lintérieur ou

icm
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sur le contour du carré R,. Prenons un point queleconque de Ven-

semble I7* et posons, dans linégalité (8), =fth—“. Nous aurons

Lf(e) — f(z0)| < Ky (0) ﬂ’_‘.‘_

pour tous les points 2z vérifiant Iinégalité |z — 2,| < —

. ‘ 2a .
Puisque |z’——z0|<7 et |o" —z| <7, on obtient done

g " 8a
(10) @)=/ < Ei(9)- —
pour tous les pomts 2" et 2’ du carré R,.

Soient (ay, by), (az, by) (an, bp) €t (ay, by), ay<Tagy by <y, 1
coordonnées des sommets du carré R,. Nous anrons

‘ a
(11) ag—a,1=b,—bl=’;.

Nous avons démontré dans le lemme 4 du § 3 que la fonetion

J (@) posséde presque partout dans IT une dérivée f'(2) qui vérifie

linégalité

(12) Lf'(@)] < 3« K,(0),

ol K,(0) a la méme signification que plus haut. Done les quatre
. . du du dv v .

dérivées partielles 9%’ 3y’ 3%’ Iy existent presque partout dans

l'ensemble II* et vémﬁent les inégalités

) |
n<3E@,  |5l<3-KO,

é)v

(13)

S| <38 K(o),

De plus, on a les relations
du__dv  du dv
(14) 353y 9y 9=
presque partout dans II*,
Ecrivons la relation évidente

(15) ff(z)dz=f(udz_vdy)+if(vdm+udy)

CRY C(RY) CURY)
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et faisons une transformation de chacune des intégrales curvilignes

fudw, fvdy, /vdw, /udy

CRY) C(Ry) CRy) C(Rp)

en une intégrale double. Considérons Dintégrale f udy. Soit II,

CIR})
ensemble des points appartenant & [7* et ayant une ordonnée fixe y.
11, est évidemment un ensemble fermé ou vide. En supposant que
Pensemble IT, n’est pas vide, désignons par

G=w, iy et & =ua Fiy ob a<<a, s=1213, ...,

les extrémités des intervalles contigus & l'ensemble II, et woient
¢'=a'-}iy et ¢’=0"+iy les extrémités de lensemble II,.
Posons, de plus, a, +ig=1¢,, ay 4+ iy ==¢;. Puisque les points 2,
et 2, appartiennent b, l’ensemble II nous avons, en vertu du lemme 2
du § 8, | f(=)— — 2| et, par suite,

(16) | (s:y)""“wsa |<K1 0’) “w.;)

pour tous les intervalles contigus & lensemble II,, ol K,(0)=
=2+ K(0) a la méme signification que plus haut (la relation entre
les constantes K(o) et K, (o) a té introduite dans la démonstration
du lemme 3 du § 3). En posant

/ / 8
(17) r = 2(a — al) "-I- —;?E, e 2((12«- a”) + .;2., &,

on a évidemment

4a , - 8a 4a 8a
Fiad 278’ ‘n—>" >‘;z“'3;
c'est-d-dire +' et +/ vérifient les inégalités (8) de ce paragraphe
Par suite, en prenant, dans 'inégalité (8), 2p=1¢" et 2, ==¢" et
en tenant compte des inégalités évidentes

7

’ , r
IC'—L‘1|=a—'al<§, |c-c| an__.a<

nous aarons

/@) —FEN<K(0)r, | fla)—Fle)] < K (o)- ",
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d’ott il résulte, en vertu de (17), que

(@', y) — u(a1, 9)| <2 - Ky (0) (0" — @) + K;

(18)

|u(ay y) —u(a”, y)| <2-K,(0) (0 —a") + K, (0)'—— .
Désignons par u,(x) une fonction de z qui coincide avee u(z, y)
dans I'ensemble II, et aux points ¢,, ¢, et qui varie linéairement dans

les segments 2,2, s=1,2 8,..., ¢, ¢’ et ¢’ ¢,. Il est clair que

- duy () (x) du (@, y)

(19 re dx

presque partout dans l'ensemble II,; par suite, il résulte des iné-
galités (13) et (16):

9””(”)3 < 8.&(0)

pour toutes les valeurs de  dans l'intervalle (&', @”), sauf peut-éire
un ensemble de valeurs de mesure nnlle. On a done

ar’

(20) o =l = [ 2T 2% g,

et, de plus,

@ (e 1) — u(el, 9) = f utag,

En comparant (19), (20) et (21), on obtient

— u(@;, )l

u(a’ 1y)'—u(a y)_ axdx_l_z' u(ms,

la somme 3 étant étendue & tous les intervalles contigus & Ven-

semble II,. Par suite, en vertun de (16) et (18),

@) ulaa, 9) —ular, 9) = [ 52da + n(9)
1z,
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olt (
(8) In) <8 Ku(0)-[ 3t 0+ @ — ) - (1) +

T 16
+ K0 e

Nous avons obtenu la relation (22) et 'inégalité (23), en supposant
que l'ensemble II, n'est pas vide. Lorsque cet ensemble est vide,
nous poserons 7{y) = u(a,y) — u(a,,y). En vertu de 'inégulité (10),
nous aurons, pour ce nombre #(y), linégalité (23), ou il faut

prendre a, — a, =% au liew de 3 (w; —ua;) - (a' — a,) - (a3 — a”).

du )
Nous aurons alors la relation (22), en y remplagant f Q‘édw par zéro.

1,
by

En posant f 7(y)dy=10 et en tenant compte de la relation

. b‘
évidente

f“dy =jE“(a27 y) — u(a,y)] dy’

CRY) b

on obtient de l'inégalité (22):

by
@4 fualy:fL/ggdm] dy + 6.
CRY) W Iy
11 est clair que : ‘
by

f [2 (@6 —a) = (¢'—a;) - (as wa”)J dy = mes IT" 1),

&y s

ol JI" est I'ensemble de points qui se trouvent dans le carré R,,

mais n'appartiennent pas & l'ensemble IT*. Par suite, en vertu
de (11) et (23),

(R, 3

(26) 18] <8 (o) mes IT" 4 K, (o .l%gwa

1) Lorsque, pour une valeur queleonque de g, 'ensemble II, est vide, il faut
remplacer dans cette relation le mombre 3 (@] ~— ) - (8 ~— ay) = (4, — @)
par a, —a,. ¢
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La dérivée %Z est une fonetion bornée, définie presque partout dans

Pensemble I7*. Done, il résulte d’un théordme de M. Fubini que

I3

Ju du
A/L/‘é—m-dx]dy:ffﬁdxdy,
By Ty . I

d’olt I'on obtient, en vertu de (24),
du
fudy—ffé;dzdy—l— 6.
ORY) >
En répétant les mémes raisonnements pour les intégrales
fudx, fvtl:c, fvdy
C(RE) (R C(RL)

et en tenant compte de la relation (15), on trouve finalement

/f(z)dz=——ff(g—§+g—:)da:dy—l—i/f(g—-:—g—;) dzdy+ 6,
1+ s

CWRY
ol

/24 54: a3
(26) 16,1 <82 Ky(0) - mes IT" + K, (0) - 1 &

Les relations (14) étant vérifiées presque partout dans I'ensemble IT !
on a done

@7 f (o) de = 6.
C(RY)

Il est clair que le carré B, est & lintérieur du cercle y, dont le
centre coincide avec le point d’intersection des diagonales de ce carré

et dont le rayon est égal & rnx%q. Il en résulte que

mes I7"” <C aire de R, — mes IT* < 7 72 — mes Ir,

ol I'on désigne, comme précédemment, par II' la partie de l'en-
semble II comprise dans le cercle y. En comparant cette dernidre
Fondamenta Mathematicae. T. XXV, 6
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inégalité avee Vindgalité (5), on obtient

64 q*

mes II" < et ot ==&t 70+ t

et, par suite, en vertu de (26) et (27),

[ reras

CRy)

2
< 64K (0)- (B2 208w 1)+ 2,-@:.

. 1 a? . ,
Puisque & < 7 ot o= aire de R,, on trouve finalement

ff(z)clz

C(RY)

(28)

< Ky(0)+ &+ aire de R,

ol Ky(0) ne dépend que de 0. L’inégalité (28) est vraie pour tous
les carrés R,.

§ 6. Considérons & présent les intégrales

crREYy

7

Prenons un ‘des carrés R, et désignons par II** la partie de l'en-
semble I contenue dans ce carrd, Considérons les droites d,(2),
Jj=1,2, du systéme S(II, 0) qui correspondent aux points 2 de
Vensemble I7**. Nous supposons que le systéme S(II, o) vérifie

toutes les conditions de la proposition énoncée & la fin du § 2,
Par suite, nous avons les inégalités

1) {62}, 0} > 3000, {4,(z); 05} > 300 ¢

pour tous les points 2 de l'ensemble I7** et
correspondantes d;(2),

, Désigno.ns PAr &y =0, 4iby, H=ay ik, 2= as 4 i by,
a=a+iby, o <a, b < by, les sommets du earré R’ et soit

¢=a'~+ i}’ le point d'intersection des diagonales de ce carré. On s,
comme précédemment,

(=12

pour toutes les droites

(2) az"'al-———-b,——-blzza
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Posons

, @ . - a
alza,—%-tg?:OOc, a2=a2—}——2~7~z-tg3000,
®) ’

b;=b1m2n

-tg 300 g, b;:bg—f—g‘%-tggooa,

o =a;+ib, e=a4ib,

4 . -

et solent 4,, d,, 4, et 4, les angles qhi possédent les propriétés
suivantes: :

1% Les sommets des angles fi}, fiz, ﬁg et f’f‘ se trouvent res-
pectivement aux points ¢, ¢,, ¢4 et ¢,. )
2°. L'ouverture de chacun de ces angles est égale a 600.

3°. Les bissectrices des angles A et A, se trouvent sur la droite
passant par le point ¢ et paralléle & l'axe des a.

49. Les bissectrices des angles A, et 4, se trouvent sur la droite
passant par le point ¢ et paralltle & l'axe des y.

B. Langle A, est situé & gauche du point ¢, et langle A, est
sitné & droite du point ¢,. .

60. L'angle 4, est situé plus bas que le point ¢; et langle A,
est situé plus haut que le point ¢,. '

6%
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En vertu de (1), (3) et (4) les angles Ay et Ay sont situés de
deux cotés différentes de chaque droite d;(2), 2 C JI™, j==1,2;
les angles A, et A, possédent la wméme propriéts. Si Jos droites
d;(2) et 0y(2) ont la position indiquée sur la figure 1, les angles

4, et A, sontsitués du méme c0té de chaque droite d,(2), 2(C II**,
et les angles A,, A, sont situés du coté opposé de ces droites. De

plus, les angles 4, et A, sont situés du méme cbté de chaque
droite dq(2), 2 (C JI** tandis que les angles A, et 4, sont situds
du ¢bt6 opposé de ces droites.

Chaque droite d,(2), 2 C II**, j==1,2, partage le plan de la
variable 2 en deux demi-plans que nous désignerons par w’(d(2)]
ot w”'[d;(2)). Pour fixer les idées, mous choisiroms les notations de
la fagon que les demi-plans o'[d;(2)] et ®’'[d,(2)] contiennent

respectivement les angles Ay, 4, et les angles Ay, 4, et, de méme,
que les demi-plans '[d,(2)] et w"[dy(2)] contiennent respectivement

les angles A,, A, et les angles 4,, A,.

Désignons par w;, j==1,2, l'ensemble des points intérieurs &
tous les demi-plans w’[d,(2)], 2 C [I**, et de méme, désignons par
@/, j=1,2, Pensemble des points intérieurs i tous les demi-plans
o"'[0;(2)], ot 2 C II**.

Comme les angles A, et A, se trouvent & lintérieur de chacun
des demi-plans w'[d, (2)], I'ensemble ) n'est pas vide et contient
tous les points intérieurs & ces deux angles. Par la méme raison,
les ensembles o, w, et ®w, ne sont pas vides et contiennent
respectivement tous les points intérieurs aux angles ff,, ﬁa, ou fl}, Ay,
ou bien A4,, A,.

Soit 2 un point quelconque de I'ensemble w;. Il est clair qu'il
existe un cercle de centre z, et de rayon fixe dont tous les points
appartiennent aussi & l'ensemble ;. En effet, dans le cas contraire,
le point 2, serait un point limite pour les points qui se trouvent
sur les droites 6, (z), 2(C JI**. Mais, d’aprés les propriétés du systéme
8(II, o), une position limite des droites d, (2) est aussi une droite de
cette nature, & savoir d,(2*) (propriété 2, § 2). De plus, o* ( IT**,
puisque I'ensemble IT** est fermé. Par suite, le point 2, se trouve
sur une des droites 6, (2), & IT**, ce qui est impossible. Llen-
sémble w; est donc un domaine ouvert. On démontre de la méme

manidre que les ensembles w;, w; et w) sont aussi des domaines
ouverts.
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Désignons respectivement par I et L;, j =1, 2, les frontidres
des domaines w; et w;. Nous allons démontrer que chaque point
de l'ensemble L; se trouve sur une des droites 6, (z), 2 (C II**. En
effet, suit 2 un point quelconque de lensemble L;. Tout point du
domaine ; est & lintérieur de chacun des demi-plans w’[d, (2)].
Par suite, le point 2’ se trouve & lintérieur de chacun des demi-
plans '(d,(2)]. ou bien appartient & une des droites d,(z). Mais le
point 2’ n’est pas un point intérieur au domaine w; et, par suite,
ne se trouve pas & l'intérieur de tous les demi-plans o’ [d,(2)]. Done
le point 2’ appartient & une des droites d; (2), c'est-a-dire chaque
point de l'ensemble L; appartient & une des droites d,(z). On
démontre de la méme maniére que chaque point de l’ensemble L.’
appartient aussi & l'une des droites d,(2) et, de méme, que tous les
points de chacun des ensembles I, et L, appartiennent i Vune des
droites dy(2) (on suppose toujours que z (C JI**).

Il est clair que pour chaque valeur de j, j=1,2, les points
intérieurs & un demi-plan quelconque w’[d;(2)], & (C IT**, ne se trou-
vent ni & lintérieur ni sur la frontitre du domaine w; et, de
méme, les points intérieurs & un demi-plan queleconque ”[d;(2)],
ne sont situés ni & l'intérieur ni sur la frontidre du domaine ;.
Il en résulte que pour aucune valeur de j (j=1,2) les domaines w;
et ;" n'ont de points communs.

Soient 2" et 2 deux points arbitraires de l'ensemble I;. D’aprds
ce qui préceéde, ces points sont situés respectivement sur deux
droites 6, (') et d,(£"), o {' C IT** et £ C II**. Les droites 6, (L")
et dy(£") ne peuvent étre différentes et paralléles, puisque dans le
cas contraire une des droites d,(f’) ou 6,((”), & savoir d,({’), serait
situde du c6té différent de la droite d,({”") que le domaine w; et, par
suite, le point 2' mne pourrait pas étre situé sur l'ensemble L;, ce
qui est impossible. Done, si les droites 6, ({’') et d; () sont différentes,
elles possédent un point commun {,. Le point 2’ se trouve sur
I'ensemble L; et, par suite, ne peut pas étre situé de l'autre coté
de la droite d,((”) que le domaine w;. De méme, le point 2’ ne
peut pas étre situé de I'auntre c6té de la droite d,(£’) que le domaine w;.
Done les segments {,2' et {,2” constituent un angle obtus et, par
suite, nous avons les inégalités (fig. 4):

(6) =G| <|e—2"|, [ =G| <|e—2"];
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Démontrons maintenant que

(6) 2" 02y >38000, {2 Oy} > 8000,

ol 2’ et 2’ sont deux puints quelconques de I'ensemble L.

Nous avons déja vu que les points 2’ et 2" doivent &tre situds
respectivement sur deux droites d;(£') et &,(5"), on L' II** et
¢ C I 81 6,(8) = 6,(L"), les inégalités (6) sont vérifies en vertu
des inégalites (1). Lorsque les droites d,({’) et d;(£”) wont diffé-
rentes, elles possédent, d’apréds ce qui précéde, un point commun g,

et, de plus, {3 ("), 6,(C")} < o.

OE)
Fig. 4.

On a, en verlu des inégalités (1),

rnmas A

{Ls2", 02} > 800 0,
{627, 09) > 300 .

Puisque les segments ,2 et £,z coustituent un angle obtus,
il résulte de ces derniéres inégalités que les inégalités (6) sont
yvérifides.

On démontre de la méme maniére que les indgalités (6) subsistent
pour deux points quelconques 2’ et 2 ‘de 'ensemble Ly et, aussi,
pour deux points quelconques de chacun des ensembles I; et L",

Il est clair que chaque droite paralléle & I'axe des x contient
des points intérieurs & chacun des angles 4, et 4, et, par suite,
des points intérieurs b chacun des domaines o7 et ;. Il en résulte
que toutes les droites paralléles & l'axe des possédent des points
communs avee chacun des ensembles L; of L;. Daailleurs, en vertu

{&#, 0> 3000,
&2 0y} > 3000,
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~de (6), ces droites peuvent avoir au plus un seul point commun

avec chacun de ces ensembles:

En raissonnant de la méme maniére, on démontre que, d’une facon
générale, chaque droite paralldle & l'axe des z ou & Paxe des y posséde
un et un seul point commun avec chacun des ensembles L et L,
j=12

Désignons par ¢ (x) lordonnée d'un point de lensemble L cor-
respondant & I'abscisse @. Il résulte de ce qui préeéde que () est
une fonction univalente, définie pour toutes les valeurs de 2. De

plus, on voit de la seconde inégalité (6) et de I'inégalité o< l—g)—o

(voir § 2), que

J 1
Q) &) — (=) tg (f — 800 a)..—: otg 300,
a—u | 2 ;
quelles que soient les valeurs o’ et x et, par suite, que pour chaque
valeur de x la fonction @(x) posséde des nombres dérivés bornds.
Il en résulte que l'ensemble Lj est une courbe rectifiable dont
Péquation est y = @(z). On démontre ‘de la méme manidre que
chacun des ensembles L;, L; et L, est aussi une courbe rectifiable.
Lorsque #'==2'-|-iy’ et 2’=2"4iy” sont deux points quel-
conques situés sur une certsine courbe L; ou L;, j=1,2, nous
désignerons par .2'2" la partie de cette courbe comprise entre les
points 2’ et 2. En supposant que les points 2’ et 2" se trouvent
sur la courbe Lj, nous aurons, en vertu de (7),

s mrA 1
(8) longueur de .2’ 2" < |o' — "] 1+ ctg? 800 ¢ < P |2 — 2|,

et I'on démontre de la méme maniére. que l'inégalité (8) subsiste
auési, lorsque 2’ et 2/ soni des points quelconques situés sur l'une
des courbes L), Ly ou L.

Puisque, pour une valeur fixe de j, les domaines w; et w;” n’ont
pas de points communs intérieurs, ces domaines sont situds de denx
cotés différents de chacune des deux courbes I et L. Nous avons

déja vu que les angles A et 4, se trouvent dans le domaine o),
tandis que les angles A, et Ay sont situés dans le domaine w{ De
méme, les angles .4;, A, se trouvent dans le domaine o) et les
angles 4,, A, sont situés dans le domaine .. Par suite, les angles
4, ot A, sont situés du méme coté de la courbe Ly, tandis que
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les angles ff, et zf,, se trouvent du c¢dté opposé de cette courbe et,
de plus, les angles Afl, A, sont situés du méme ¢6té de la courbe L,

tandis que les angles fig ot Af\‘1b sont situds du c¢b6té opposé de ceite
courbe. Il en résulte que les courbes L; et L, possédent au moins
un point commun 2 (voir fig. 3, p. 83). De plus. ce point est unique,

En effet, supposons par contre que les courbes L; et L, possédent
un autre point commun z;. Le point 2 est situé sur deux droites
d, (&), 65(Ly), tandis que le point 2) est situé sur deux droites d, (&),
05(L2), ot les points {7, &1, §; et £, appartiennent & l'ensemble IT+*,
D'aprés ce que nous avons déjd vu, le droites d,(f;) et d, (L)) ou
bien coincident, ou bien possédent un point eommun §y. D’ailleurs,
dans le dernier cas, les segments (o 2; et {,2; constituent un angle
obtus, Il en résulte que '

{#a, 6 G)<o,
puisque, d’aprds la propriété 3° des droites d,(2), on a linégalité
{0, (81, 6,(&)} << o). On démontre de la méme manidre que

— A

aa, 6(E) <o,
ce qui est en contradiction avee l'inégalité {d, (1), dy (L)} = 8000
[propriété 4° des droites ;(2)l. On woit done que les courbes L]
et L, possédent un et un seul point commun 2.

On démontre de la méme manitre que les courbes de chaque
couple (Ly, L;), (L{, L) et (L, L,) possédent un et un seul point
commun. Nous désignerons respectivement ces points par 2;, z et 2,
(voir fig. 3, p. 83). De plus, nous poserons 2)=a;-}-iy,, Jj=1,2384,
ol z; et y; sont réels. Nous avons déju vu que le point 2, est
situé sur deux droites &, (Z;) et dy(Z;), ou & (C IT* et §o C 1T,
Cest-d-dire les points { et {; se trouvent dans le carré E;. On

obtient du triangle 4 2 {; ;
Ji—tl _ |G—g
sin 2 L, 5 sin X bz b,

d’ol il résulte

o A< paEL

1 Xoir la définition du systéme S ,SJI, 0) uu §2,p, 62, Lorsque les droites 61 (G{)
ot 61 @1) coincident, l'angle {z;' z{', (51@1'} est égal 4 zéro,
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Les cotés du carré R, étant égaux a ﬁ’ nous avoms
n

&G—8

<2a
17
De plus, il résulte de Iinégalité {6, (L;), & (L)) => 800 ¢ que

sin 3¢ & 21 G = sin {0, (5, 6, () 2> sin 800 0 > o,

En comparant ces derni¢res inégalités avec l'inégalité (9), nous
obtenons finalement

(10) d—fl<g 2t
¢ n
Le point {; appartenant an carré K., on voit donc que la
distance du point 2z, au carré R, est inférieure & %-%—;, et l'on
démontre de la méme manidre que les distances de chaque point

p T . . . 1 2a
2y, # ot 2, au carré R," sont aussi inférieures 2 i Il en
0

résulte que

p , 1 Bba s s 1 ba

o —a <5 lmmal <o on
(11)

. . 1 ba . , 1 ba

e <TSn lEmEl<ey

ol x; et y;, j=1,2,8,4, désignent, comme précédemment, les
abscisses et les ordonnées des pointsz;. On obtient de I'inégalité (8)

’ 7 1 ’ ’
(12) longueur de .2j 2, << ra |2 — @],

ot les indices j et & peuvent avoir des valeurs appartenant & un des
quatre couples (1, 3), (3,2), (1,4) ou (4,2). Par suite, en vertu de (11),

. s 1 ba
(13) longueur de “zjz“<53'7

pour les mémes valeurs de j et k.

Désignons par F l'ensemble de tous les points z qui ne sont
intérieurs 3 aucun des domaines o;, oy, w; et w,. Il est clair
que F est un ensemble parfait simplement connexe dont la frontiére
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se compose de tous les points appartenant aux courbes L2qz;, .2; 2,
o2 2 et .2 2;%). Par suite, on voit de l'inégalité (13) que le dia-
. g 1 20a
métre de l'ensemble & est inférieur & PRl
Nous allons démontrer que pour tous les points @' ot 2 de
Pensemble F' on a l'inégalité

W fE)—fe) <Ki(o)- 5,

ol Ky(o) ne dépend que de .

En effet, soient tout d’abord o' et 2 des points queleonques
de la courbe .z;z;. Puisque cette courbe est une partio de la
courbe Lj, il résulte de ce qui préeéde que les points 2’ ot 2 se
trouvent respectivement sur deux droites &,(f”) et 6,(L”) du #y8-
teme 811, 0), ot {'(C II** et {"(C LI**, Supposons tous d’abord que
les droites 4, (f') et 6,(") sont différentes. Nous avons vu que,
dans ce cas, les droites d, (£') et d,({"”) possddent un point eommun &,
pour lequel on a les inégalités (5). Lovsque les droites 4, (L")
et 0,(0") coincident, nous supposerons que {, est un point quel-
conque situé & l'intérieur du segment 2’2", Il est clair que nous
avons, dans ce cas, les mémes inégalités (),

Il résulte de la définition méme des domaines w), w), i=1,2,
que tous les points de I'ensemble II** ne sont des points intérieurs
& aueun de ces domaines. Par suite, Pensemble J1** ost une partie
de Tensemble F. Les points 2 et 2 se trouvent sur la courhe
.2 2, et les points ', [’ appartiennent & Vensemble /7%*, Comme
tous les points de la courbe .2; z, se trouvent sur la frontidre de
Pensemble 7' on voit que les quatre points 2, 2", {* et [ appar-
tiennent & Pensemble 7. Le diamétre de ce dernier ensemble étant

2

cpe s 1 20qa . .
inférieur A 5a" =5,y hous obtenons done les inégalités

1) Nous dirons qu'un ensemble ¢ de points, appartenant & un ensemble parfait ¥,
est a frontidre de cet ensemble, lorsquo ¢ se compose de tous les points de [ qui ne
sont pas des points intérieurs de cet ensemble, 11 peut arriver que tous los points

.

de Densemble ¥ appartiennent & sa frontidre. Cels lien, par exemple, si les
courbes in z; et “Zé Z; coincident, tandis que chacune des courbes Vzi 8& ot UB'; Z;
se réduit & un point (on pourrait démontrer que dans ce cas les courbes uz{ 2
et UZQZ; sont des segments rectilignes),
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7 4 1 20 s "’ ! 1 20
1) lz‘_§1<&3'””fs [ —¢& |<E§'7;7
N 1 20a
!2 —_Z l < &—2 o ‘71'*

et, par suite, en vertu de (b),

1 204 b1 20
‘§0“3!<“02'—n ) 18o—= ‘<_02__Tza,

(16) 1 40 | 1 40
t a ‘s a
|8o— &' pr Rl 16— f<a"g"n“-

En comparant les inégulités (16) et (16) avec Iinégalité (1) du
§ 4, nous obtenons finalement

[ ’zl"“g,|<aa 1211~§/1]<0,
5—C1<o,  |G—0"<o
Les points &' et {, se trouvent sur la droite 6,(f'), tandis que

les points 2 et [, se trouvent sur la droite 6, (£”). On ohtient done
des inégalités (17) et de la propriété 5° des droites d;(2) %)

(7

FE—fENS 52—, ) —AE <t

Z”—' g/l!,

/(o) —F&) <

L0l A& A < -l — L],

Q|

d'ott il résulte, en vertu de (15) et (16), que

: 1 20
FE) — N <5228 fen—fe] < 5228,
1 40a 1 40a

G =/ <

et, par suite, que

(18) f&)—F) <

o W)= <5
120a
—
L’inégalité (18) est vraie pour tous les points 2 et 2’/ de la
courbe .2 2j. )
On démontre de la méme maniére que I'inégalité (18) est aussi
vérifide, si les points 2’ et 2’ se trouvent sur la courbe .z 23 ou

1) Voir la définition du systéme S(o, II) au § 2, p. 62.
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si ces deux points sont situés sur la courbe .z;2; ou bien ']
sont situés sur la courbe .z;2;.

Supposons & présent que 2 et 2 sont deux points queleconques
de la frontidre de l'ensemble F, c’est-d-dire qu'ils sont deux points
queleconques dont chacun est situé sur une des courbes .2{2f, .z|z;,
vZ 2 ou % 2. Supposons, pour fixer les idées, que 2’ se trouve
sur la courbe .2jz2; et 2 se trouve sur la courbe .2;2;. Nous aurons
en vertu de (18)

|fle) — f&)] < 013 . ‘%‘241;0"?7
| f&)— )| < :33 QS_,‘E,

/ , 1
| fle1) — fleg)| < P R
et, par suite,

(19) | f(&)—fz") < .}é ,860a

o

Liinégalité (19) est vérifiée pour tous les points 2" et 2 situés
sur la frontitre de Vensemble F.

Désignons par II, 'ensemble fermé qui est une partie commune
des ensembles II ‘et F, II, = (II, F), ot soit ¢ un point quelconque
de I,. Prenons une droite 6, (2) du systéme S(I, 6) qui correspond
au point 2 et désignons par 3 un des points communs de la droite
0,(2) avec la frontitre de l'ensemble F. Le point Z se trouve sur
une des courbes .z{z}, .2z, v 2y ou 2 2.

Nous avons déja va que le diamétre de l'ensemble ' est infé-

. . 1 20aq .
rieur & o On obtient done

(20) o] < 5 208
of, par suite, en vertu de Pinégalité (1) du § 4,
(21) 2 —z2| <o
Puisque 2 appartient & I'ensemble I, il résulte de (21) et de la

propriété 59 p. 62 des droites ¢,(2) que L'on a |f(3»‘,)——f(z)\<~!1 ‘|2 —zl,
o
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d’ott Ton obtient, en vertu de (20),

22) Fo—f) < 552

Soient, & présent, 2’ et 2” deux points queleonques de len-
semble I7,. Nous tirons de l'inégalité (22)

1 20a

@) 16— <L, L. 2

&) —fE] < - 22,

ol 2’ et 3”7 sont deux points de la frontidre de I'ensemble ' qui
se trouvent respectivement sur les droites d(2’) et 6 (2”), corres-
pondant aux points 2’ et 2. On obtient de l'inégalité (19):

&) —f) < L.380a

o n
et, par conséquenf en vertu de (23), | f(¢) — f(2")| <K,(0’)-%, oll

K, (o) = 43—30. Nous avons ainsi obtenu l'inégalité (14), p. 90; nous

I'avons obtenue pour tous les points 2’ et 2/ de Pensemble II,. De
plus, il résulte des inégalités (19) et (23) que U'inégalité (14) est aussi
vérifiée, si 2’ et 2z’ sont deux points quelconques situés sur la
frontiére de l'ensemble #, ou bien, si 2’ est un point quelconque
de la frontidre de I'ensemble F, tandis que 2’ est un point quel-
conque de l’ensemble II,.

Nous avons supposé que le nombre n est assez grand pour que
la distance du carré B a la frontiére du domaine D’ soit supérieure

2}5-—2—%, (voir § 4, p. 713). Puisque le diamatre de l'ensemble F' est

inférieur & %--2%2 et que cet ensemble posséde des points communs

avec le carré R, on voit que tous les points de l'ensemble 7' se
trouvent & l'intérieur du domaine D. Mais la fonction est monogéne
partout & lintérieur du domaine D', sauf peat-étre aux points de
Vensemble II. Par suite, la fonction f(2) est monogéne en chaque
point de Pensemble F, sauf peut-étre aux points de l'ensemble II,.
Il en résulte, en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 1
du § 3, que l'inégalité (14) est vérifiée pour tous les points 2’ et 2
de l'ensemble Z, ¢. q. f. d.
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Désignons par Z; lensemble de tous les points appartenant
4 F et situés dans le carré It,". Puisque chaque courbe .2{z;, .z 2,
o2y 25 8t L2352 posséde au plus un point commun avee chacun des
cotés du carré R, il est clair que F, est un ensemble parfait,
simplement connexe dont la frontiére se compose des arcs des courbes
OB R4y w2 %y W% 25, o232 eb des segments situés sur le contour du
rectangle R,". Dailleurs, sur chacuve des courbes .e2jz], .z 23,
“242 et .z 2 il existe au plus un arc apparlenant & la frontitre
de I'ensemble F, et, de méme, sur chaque e6té du carré B! il existe
au plus un segment qui se trouve sur la frontiére de F,. Désignons

par 4, larc de la courbe .zj2, appartenant & la fromtidre de
I'ensemble Fj, olt

(24) j=1, k=4; j=1, k=38, j=4, k=2 ou J=38, k=2,

De méme, désignons par s, un segment rectiligne situé sur le
¢bté 2,2, du carré R,” et faisant partie de la frontidre de Vensemble By,
ot les indices j et % sont définis par les égalités (24) et g (j=1,2,8,4)
sont les sommets du carré B," (voir fig. 8, p. 83).

Il peut arriver que certains arcs 4, ou certains segments s,
v'existent pas. Par exemple, l'arc 1, n’existe pas, lorsque la courbe
correspondante .zj2; est extérieure au carré R, et, de méme, le

segment g, wexiste pas, si 'ensemble 7" n'a pas de points communs
avece le ¢oté 7z, du carré R,

n

4, étant une partie de la courbe “2) %, ON &

longueur de 4, < longuewr de .2}z,

et, par suite, en vertu de (13),

1 bHea
(29) longueur de A < e

De méme, s;, est une partie du segment 2;2,, qui est un coté du
carré R, par suite,

(26) longueur de s;, << |2 — 2| = 2,
n

Désignons par @ lensemble de tous les points intérieurs du
carré R,’ qui n’appartiennent pas & lensemble 7. I1 est clair que
Tensemble G est une somme de certains domaines ouverts g,, chacun
desquels est connexe et dont le nombre est au plus égal A quatre;
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c'est-i-dire que nous pouvons supposer Vindice » prendre des valeurs
vérifiant l'inégalité 1<Cv vy ol 9,<C4. Tous les domaines 'R
sont simplement connexes, sauf le cas ol tous les points de len-
semble ' se trouvent & Pintérieur du carré R.”. Dans ce cas vy =1
et le domaine g, est doublement connexe. Lorsque tous les points
du carré FE." appartiennent & l'ensemble F, les domaines g, nexis-
tent pas1).

Puisque II**(C Fy®) et que la fonction f(z) est monogéne en
chaque point du carré R;", sauf peut-8tre aux points de 'ensemble I7**,
on voit que f(2) est holomorphe & Pintérieur de chaque domaine 9y
De plus, le econtour C(g,) de chacun de ces domaines est formé
évidemment d’arcs des courbes .zj2;, en nombre fini, et de segments
rectilignes situés sur le contour du carré R,’; le contour C(g,) se
compose done d’un nombre fini de courbes rectifiables.

En désignant par 2, un point quelconque de I'ensemble 7' et en
posant f(2) — f (%) = @(2), nous avons, en verta de (14), p. 90,

@7) 19 < Ky(0) -

pour tous les points 2 de l'ensemble F. Nous pouvons écrire, en
choisissant convenablement le sens de parcours des arcs A, et des

segments §;,,
Jre iz = [ 9@ as=

CR) C(RYY")
(28) »
:—.2‘[/(p(z) dz—l—fq)(z)dz] +2/¢(z)dz,
Lk A 5k v=1Clg,)

ot la somme I est étendue & tous les couples d’indices 7 et k qui

i

g'obtiennent des égalités (24) %). Nous avons en vertu de (25), (26)
et (27) ’

1) On pourrait démontrer que dans ce cas tous les quatre sommets du carré R,
appartiennent & I'ensemble I7.

%) Nous avons vu p. 90 que JI™*(C F.

%) Lorsque certaines courbes Ay ou certains segments 7, n'existent pas, il fant

remplacer les intégrales corresponduntesxf @(2)dz ou sf ¢ (2) d= par zéro,
ik 'k


GUEST


96 D. Mencholf:
1 Ba?
[o@i: < Ki0)-5-55,
Aj,,
(29) | @
| fe@d] <K@ 55
Sik

pour tous les couples d'indices j et % qui figurent dans les éga-
lités (24). De plus, la fonction f(2) étant holomorphe & Dintérieur
de chaque domaine g,, on obtient

(30) &f p(2) dz =0.
cle,)

En comparant la relation (28) avec les inégalités (29) et avec
la relation (30), on trouve finalement

1 Ha2 al?
ff(z)dz < 4-K,,(a)-5§-%?+4. Ks(g).ﬁ
CRYY
et, par suite,
(31) {ff(z) dz]I < K, (0)+ aire de R;,
‘ )

ot K,(6) ne dépend que de 0. L’indgalité (81) est vérifiée pour
chacun des carrés R

§ 7. Nous pouvons maintenant définir la valeur de Vintégrale

[rea,
ct®)
ol B est un carré quelconque, situd & lintérieur du domaine D,

dont les cdtés sont paralldles aux axes de coordonndes, Nous aurons
4videmment .

0 [oa=3 [f(z) 243" [reyas+ 3" [reen

CRy oY R

ol les sommes 3, 3 et 3" gsont étendues respectivement & tous
les c’-,'tarrés .R,',, R et R, En tenant compte de la relation (1) du § 5,
de l'inégalité (28) du méme paragraphe et de I'inégalité (31) du § 6,

icm
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on obtient de la relation (1) du paragraphe présent:

@ | [rea

ol & est un nombre arbitrairement petit, mais fixe.

Nous avons désigné par Z, Vensemble de tous les points qui se
trouvent & lintérieur ou sur les ebtdés des carrés R, et nous avons
démontré que lim mes /i, =0, (voir § 4, p. 74). Or, il est évident que

>0
"

mes B, == 3" aires de R,’, d’ot il résulte que

< K,(0)- s-2‘taires de I, K, (o) -Ewaires de R;’,

lim S‘m aires de R, =0
ftroa "

Par suite, on peut choisir le nombre n assez grand pour que
linégalité

3) Py

soit vérifiée. De plus, il est évident que

143

' aires de I, < e- aire de R

4) Zlaifes de R, <C aire de R.
En comparant (2), (3) et (4), on trouve finalement

fle)dz| < Ky(0)- e+ aire de R,

()

CR)

olt K;(0) ne dépend que de o.
On peut prendre le nombre e arbitrairement petit, indépendam-

ment du nombre o. Par suite, en vertu de (5),

f(&)dz=0.
C(R}
La proposition de la fin du § 2 est donc complétement dé-
montrée, ce qui achéve la démonstration du théoréme énoncé & la
fin du § 1, p. 60.
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