Uber erreichbare Punkte.
Von
Stefan Mazurkiewicz (Warszawa),

1. s-erreichbare Punkte.

Sei E eine kompakte Untermenge des R,. Wir bezeichnen mit
E, die Menge der s-erreichbaren?!) Punkte von E, und werden die
Borelsche Klasse von E, nach oben abschitzen ?).

Satz 1. Die Menge E, der s-erveichbaren Punkte der kompakten
Menge EC R, st ein Gy,

Sei:
1) Ry gy Rgyeee

die Folge aller algebraischer s-Zykel, welche in R,~FE liegen und

Eckpunkte mit rationalen Koordinaten besitzen.
Sei D(i, §, k, 1), 4, 4, by 1= 1, 2...

' 1\ 8
folgende Eigenschaft besitzen: entweder ist 2, in U (w, 70’:—%-_1) ) nicht

enthalten, oder es existiert ein s+ 1-komplex Z; und ein s-Zyklus 2
mit den Eingenschaften:

() 5CU (w, 17) —B

1) Im Sinne der Definition von Alexandroff (Ann. of Math. 36 p. 15
1835). Wir betrachten Komplexe mit dem Korper der rationalen Zahlen als Koef-
fizientenbereich.

?) Dies ist ein.Spezialfall des von Alexandroff (L. o, » 34) gestellten
Problem VII.

3) U(z, 4) = Innengebiet der Kugel in B, mit Mittelpunkt ¢ und Radius 4.

die Menge aller ¢ F welche
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(8) ACU (o ) B
(4) Zi=u—2

(wir bezeichnen mit Z den Rand des Komplexes Z)4).

Die Menge D(i,j, k,1) ist leer oder offen (rel. E). Sei xeD(4, 7, k, 1).
1
U(w,m)#o.

Wenn also #,¢E und

Wenn #z in U ('w, F}m) nicht enthalten ist, so ist #—

: 1
Sei ber—U >m,

7y lso z st in U(

1 .
(w’wk—kl)’ dann ist o(b, w)
1 .
@y, )< o(b, m)'—“fc“;my so ist (b, #,)>

nicht enthalten, also w, e D (¢, 9, k, 1).

1
70 + Xy, m)

Wenn dagegen zCU (w, %%ﬁ)’ 80 bezeichnen wir mit # die

kleinere der ‘beiden positiven Zahlen:
1 r
®  o|zn(R—v(w 7)) <5 o (r—v

Ist o (wy, ®)<<%, @, ¢ E, s0 hat man (4) und:

(w, {I%;z)) -{-E].

(8) e U(ml, 11-)_.1@

M 4C U+ T +l) —E

also », ¢ D (3, §, k, 1). Somit ist' unsere Behauptung bewiesen.

Zum Beweis von Satz I geniigt es offenbar die Formel:
(8) ‘ Ea=[177§11][;1p(i1 i & Vs 4k 1=1,2,..

zu beweisen.

Sei we X, ! eine natiirliche Zahl. Nach einem Satz von Ale-
xandroff®) existiert eine Zahl o,>0 derart, dass jeder s- Zykel
ZCU (w, 0) filr jedes positive ¢<o; mit einem in U(z,0)—E

1 . . 1
4) Mit anderen Worten: wenn 2(C U-(:c, 70—-1:7)’ 8o ist 2 in U(% T) — B

mit einem in U(m, ﬂ-;m:-l) ~ Ji liogenden Zyklus homolog.

5 1. ¢ p. 18 Lemma,
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liegenden Z};klus in If(m, %—) — F homolog. Sei k;, die erste nattir-

liche Zakl fir die 731117 <o, Dann ist fir jedes natirliche j,

Ty 1L\ o ]
jedes zCU (m, Eﬂ) mit einem in U(m, WL -H) E liegenden Zy

klus in U (m, %—) — E homolog. Also:

(9 .’L'GQIZD(’L', 7'7 kl: l)
d. h. a fortiori:

S 111D Gy, by 1
(10) wef.ﬂuD(,"”’ X))

Da (10) fiir jedes I gilt so ist:
> by 4y Koy 1),
(11) EsCﬂ.;?gll]D(w, ) 1)

Sei jetzt ze[] Y]] 11'] D(4, j, k, 1) und 5>0, Wir bestimmen
1R

zunichst I, so dass l1'<'7' Wegen: #¢ %’ 1] [’] D(i, j, k, I,) existiert ein
1
SR Wir set 1

k, derart dass: we ]j ] ]‘]D(z, jy kyy 1), Wir setzen a,,-kl T

ein beliebiger s-Zyklus in U(z,0,)— ¥ und ¢<o, eine positive Zahl.
Offenbar kann man 4, so bestimmen dass 2, mit z in U(w,0y)—FE

Sei 2

homolog ist. Sei j, eine natiirliche Zahl derart dass: TR <0,
Wegen ,C 0Tz, 0)=U[2, E‘i‘z‘) und @eDliy, jy, by &y) existiert ein
1 1

, 1 . .
’ CU(x,m) —BCU (@,0) — B dorat dass:

(12) a~ i Ula, I)—BCU@n—E

1
da aber:
(13) s~z 0 U0, 2r) —BCU@n)—E
: " k- !

8o ist 2~2" in U(x, n) — E. Nach dem zitierten Satz von Alexan-

droff ist also e E,. Also sind Formel (8) und somit Satz I
bewiesen. ‘
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2. Erreichbare Punkte.

Sei wieder B (C R, eine kompakte Menge. Ein Punkt « e H
heisst - (schlechthin) erreichbar wenn ein (scilicet mehrpunktiges)
Kontinuum O existiert mit ¢ E = »; man darf annehmen, dass C
ein einfacher Bogen ist mit # als Endpunkt. Sei E, die Menge erreich-
baren Punkte von K.

Nun ist folgendes bekannt®). E, ist analytisch, dagegen in R,
braucht E, ist keine Borelsche Menge zu sein. Dariiber hinaus ich
beweise ich folgendes:

Satz 2. Die Menge B, der erreichbaren Punkte einer kompakten,
ebenen Menge E ist eine Borelsche Menge.

Wir erweitern die Ebene durch Adjunktion des unendlich fer-
nen Punktes und ersetzen die Euklidische Metrik durch die Metrik:

2 oy — |
(loes241) (Jo[24-1)

mit anderen Worten wir verwandeln R, in eine S8, durch stereo-
graphische Projektion. Jetzt definieren wir in 8§, — E eine neue
Metrik ¢*(x,, #,) in folgender weise: wenn x;, z, zu derselben Kom-
ponente von 8, — E gehdren, so ist o*(x,, x,) die relative Entfernung
von o, und @, in dieser Komponente d. h. o* (z,, x,) = Inf 6(L), wo
L alle Kontinua durchlaift, welche #, und z, enthalten und in 8, — F
enthalten sind?); wenn dagegen x,, ¥, in verschiedenen Kompo-
nenten von S, — E liegen, so ist ¢*(xy, 2,) = 2. Den Raum S, — E
mit der Metrik ¢* bezeichnen wir durch (8, — E)*. Jetzt erweitern
wir (8, — E)* zu einem vollstindigen Raum I' mittelst des Cantor-
Meray-Hausdorff’schen Verfahrens 8), (S, — E)* ist offen in T,
also I = I' — (8, — E)* abgeschlossen in I', somit eine absolute
I's-Menge.

Sei 7¢I,. Es existiert eine Folge {rz}, mit: zxe (S, — E)¥;
lim ¢*(wg, T) = 0. Dann ist {2y in der ¢-Metrik a fortiori konvergent
k>0

(14) 0 (y, &) = V

gegen einen Punkt v(s)eE. Mam beweist ohne Miihe, dass: 1? »(1)
eine stetige Funktion ist, 2) dass v(z)e B4y 3) 2"0(1) = E,. Also ist E,

Tely

) Urysohn: Proc. Akad. Amsterdam 28 p. 984—893. Nikodym: Fund.
Math. VIII p. 2560258,

7y Vrgl. Fund, Math. 1 p. 167169,

8) vegl. z. B, Kuratowski: Topolegie I, p. 200 ss. (1933).
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die Wertmenge einer stetigen, kompleven awf I'y definierten Funktion.
Da I', ein absolutes @, ist, so ist B, eine analytische Menge; wir
erhalten somit das bekannte Resultat von Urysohn.

Ein Punkt v, ¢ B, heisst mindestens n-fach, wenn seine Ur-
bildmenge: v—!(v;) mindestens n Elemente der Menge I', enthilt.

Sei E® die Menge der mindestens dreifachen Punkte von H,.

Hilfssatz: ED ist hochstens abzihlbar.

Sei {W;} eine Folge von Kreisbereichen (in der g¢-Metrik),
welche ein unbegrentzt feines Uberdeckungssystem von 8, bildet.
Sei @; die Menge aller Punkte von E, welche aus mindestens drei

" verschiedenen Komponenten von W,— E erreichbar sind. Nach
einem Satz von Whyburn?®) existieren zu je drei bestimuten
Komponenten von W;— E hdochstens zwei aus diesen drei Kom-

ponenten erreichbare Punkte von K. Also ist @; und @ = g@; héoch-

stens abzéhlbar. Es geniigt also zu zeigen dass E,(,s’CQ. Sei vy e B,

Es existiert ein #,>0 und drei Punkte 7 ¢ I', derart dass:
(15) o(y)=vy;  ¢*(%, ) =2my; §,1=1,2,38, j F1.

Jetzt kann man drei Bogen®) v, ay j=1,2,3 bestimmen so
d_ass: E(vya;)=v, und dass auy lime(x, v) =0, @ew,a; auch
lim ¢*(z, 7;)=0 folgt und weiterhin drei Bogen v,b,C v,a;, j=1,2,3
80 dass: . '

(16) *(Wo by, v br) = Lt J, 1=1,2, 3, j ’|= l

' Sei 7, = minimum ¢(v,, 4); j=1,2,3. Die Folge W, bildet
ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von §,, daher existiert
ein W, mit den Eigenschaften:

(17) ‘ Vo EWm;

Dann ist bje S;—W,,. Sei ¢; der erste Punkt (von v, aus gerechnet)
von vy bj, Welcher in 8, — W, liegt, d; ein Punkt von v, b, welcher

zwischen v, und ¢ liegt, endlich vy d; der Teilbogen von v,b; zwischen
U und d;. Dann ist:

(18) fDOdIC Wm;

6(W ) <minimum (ny, 7,).

E(vo dj) _ 'vo.

) Fund. Math. XIV p. 317.
1) ab bedeutet einen .einfachen Bogen, mit Endpunkten a, b

.
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Sei D; diejenige Komponente von W, — E welche d; enthiilt; ge-
"miss (18) ist v, aus D; erreichbar.
Sei j ==1; nach (16) hat man:

(19) oX(dyy dy) = .

Wire nun D;= D,, so konnte man d; und d; durch ein in D;
liegendes Kontinnum C; verbinden; dann wéire aber:

(20) Q*(db d/) é 6(01)<6(Dj) § 6(Wrn)<ﬂ1'

in Widerspruch mit (19). Also D; == D;. Somit ist v, aus drei Kom-
ponenten von W, —E erreichbar, also: v,e@,(C¢ und der Hilfs-
satz ist bewiesen.

Jetzt kann man den Satz Il in wenigen Worten beweisen.
Wir setzen:

(21) Py=-Y(BD);  Ty=v={(B,— EY).
Dann ist:

(22) T1 = ]‘2 + Ps

@) B,= B 4 o(T})

T, ist die Urbildmenge einer abzihlbaren Menge, also ein F, (rel ).
Daher ist I'y ein I'; (rel I';), und somit ein absolutes I's. Die stetige
Funktion v(tr) nimmt auf I'; jeden ihrer Werte hochstens zweimal
an, daher ist die Wertmenge dieser Funktion v(I';) — eine Borelsche
Menge ™). Nach (23) ist E, die Summe einer abzihlbaren und einer
Borelschen Menge, also eine Borelsche Menge, w. z. b. W.

1) T,usin: Legons sur les en,'sembles analytiques et lewrs applications (1930}
p. 176 ss.

Warszawa 22/XTI. 1935.
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