266 Sophie Piccard.

La famille @,, se compose donc des ensembles
2), (4), (1,3), (1,8), (2,3), (2 4), (4,5), (1,2, 3), (1, 2, B),
1,3,4), (1,3,5), (1, 4 5), (2, 3,4), (,2’ 4, 5), (1, 2, 3, 4),

1,2,3,5), (1,2, 4, 5), (1,3,4,5), (2,3,4, 5), (1; 2,3,4,5) et ().

En formant la famille @,,,, on voit sans peine qu’elle ne contient
pas Densemble (1, 2, 4). Pour le prouver, il suffit de prendre les diffé-
rences dans lesquels le premier terme est un des ensembles (1, 2, 3, 4),
1,2, 4, 5), (1,2, 3, 4, 5) et le second terme un ensemble E quelconque
de la famille @,.

Si Pon avait (1, 2, 3, 4) — B = (1, 2, 4), il en découlerait que
3¢E; or, si Ee®y et 3¢H, alors B contient soit 'élément 1, soit
I’élément 2 et la différence en question ne peut pas étre 1’ensemble
1, 2, 4).

Pareillement, si ’on avait (1, 2, 4, 5) — B = (1, 2, 4), ’ensemble
E dexrait contenir I’élément 5, donc aussi 1 ou 4 et on voit encore que
(1, 2, 4, 3)—E (1, 2, 4). o

Enfin, si (1, 2, 8, 4, 5) — F = (1, 2, 4), on aurait 3 ¢ F ainsi que
5¢E et, vu les cas précédemment analysés, on aurait

(1, 2; 39 4’ 5) —E 4_‘ (1’ 2’ 4‘)°

Or, je dis que Pensemble (1, 2, 4) appartient & la famille @y
Pour le démontrer, il suffira de prouver que la famille @,, contient
les ensembles (1), (2) et (4), c’est-d-dire que chacun de ces trois
ensembles est une différence de deux ensembles de la famille @y
Or, en effet,

1=(1,23—(@238), @=@@—() ®=®—()

La formule (9) est ainsi établie pour la famille finie @ envisagée
d’ensembles finis,
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Endliche Uberdeckungen topologischer Riume.
Von
P. Alexandroff und A. Kolmogoroff ) (Moskau).

1. Es sei F' ein topologischer Raum. Ein endliches System & von
abgeschlossenen bzw. offenen Teilmengen 4y, 4, ..., A, von F heisst
eine abgeschlossene bzw. offene multiplikative Uberdeckung *) von F,

wenn F:—.;’A,- und jede nichtleere Durschnittsmenge Y- FRD: VRS W

von Elementen von & ein Element von G ist. Eine Zellenzerlegung
(insbesondere eine Simplizialzerlegung) eines endlichen Polyeders
stellt ein einfaches Beispiel einer abgeschlossenen multiplikativen
Uberdeckung dar.

Die grosste Zahl 4 von der Art, dass es in G eine abnehmende
Folge von 4 voneinander verschiedenen nichtleeren Elementen

'AIX D AIQD bhad 3 Aiz

gibt, heisst die Ldnge der multiplikativen Uberdeckung G. Liegt
irgendeine endliche Uberdeckung U von F (d. h. irgendein System von
endlich vielen Punktmengen A; mit 2 A;="TF) vor, so erhiilt man eine _

multiplikative Uberdeckung G D) U, wenn man das Mengensystem
U durch die Durchschnittsmengen von je endlich-vielen Elemente
von U ergénzt. Besteht dabei U aus lauter abgeschlossenen bzw.
offenen Mengen, so gilt dasselbe auch von ©. Ferner ist die Liinge von
© offenbar hichstens so gross wie die Ordnung von U; sie kann aber auch
kleiner sein: ist F ein Quadrat, besteht Ul aus den Quadraten einer
Unterteilung von F in kleinere Quadrate, und ist G die dazugehdorende

!) Die NrNr. 1 und 2 sind von Alexandroff, die NrNr. 3 und 4 von
Kolmogoroff. :

*) Terminologie iiberall — wie in Alexandroff-Hopf, Topologie I, Berlin,
Springer 1935.
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multiplikative Uberdeckung, so ist die Ordnung von U gleich vier,
wihrend die Linge von G gleich drei ist. Die Linge jeder Simplizial-
zerlegung eines n-dimensionalen Polyeders ist gleich n; die Ordnung
der durch die Grundsimplexe der Simplizialzerlegung gebildeten Uber-
deckung kann dabei beliebig gross sein.

Der Zweck der vorh'egenden Note ist die Beziehungen zwischen
Linge und Ordnung von Uberdeckungen zu prizigieren und insbe-
sondere den folgenden Satz zu beweisen, der selbst fiir den Fall eines.
n-dimensionalen Wiirfels F neu zu sein scheint und eine Verschir-
fung des Lebesgue-Brouwerschen Pflastersatzes darstellt:

Satz. Bei hinreichend kleinem £>>0 ist die Linge jeder abgeschlos-
senen und jeder offenen multiplikativen e-Uberdeckung eines m-dimen-
sionalen Kompaktums F mindestens gleich n -+ 1.

Beweis. Es sei 6 die gegebene multiplikative Uberdeckung
von F'; F sei dabei als abgeschlossene beschrinkte Menge in einen R™
eingebettet. Wir bezeichnen mit N den Nerv, mit 4 die Linge von G.

Lemma. Jedes freie®) r-dimensionale Simplex von N enthilt —
falls r 22 4 ist — eine freie (r — 1)-dimensionale Seite.

Beweis des Lemmas. Es sei 47=(ay... a,) ein freies Simplex
von N und zwar eine freie Seite des Grundsimplexes

L= (O er Qr Qg1 ..o Ay), U=,
Da r>4, also r4-1>> 1 ist, existiert ein p <7 mit
Age vt A=Ay ... Ay Ay,

wopei A; das dem Eckpunkt a; von N entsprechende Element von
G ist. Dann ist

1= (ay ... @p Gpi3 ... ar)
die gesuchte Seite von z7. Denn es sei
2= (g ... Gp Apio ... Gp Gy ... @)

ein Grundsimplex von N mit ™~ als Seite. Aus der Defim'ﬁoﬂ der Zahl
p folgt, dass auch

) 3) .Ei? freies Simglex eines Komplexes K ist ein solches, welches Seite von
einem. einzigen Grundsimplex ist; ein Grundsimplex ist ein Simplex, welches

zu keinem anderem Simplex von K als Seite gehd i wird j i
e rt. Dabe:
als Seite von sich selbst betrachtet. g ~1 wird jedes Simplex
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2= (g v Bp Opt1 Ap oo Op Ap oo Ay)

lein Simplex von N ist; da es 2" als Seite enthiilt, muss z = 2% . h.
eg milssen die aj, ¥ << h <Cv, unter den a;, 0 < ¢ <C %, enthalten sein.
TFolglich ist #” eine Seite von 2%, die — als Grundsimplex — mit
identisch sein muss. Das Lemma ist hiermit bewiesen.

Ist N als Euklidischer Komplex in einem R™ realisiert, so folgt
aus dem Lemma die Moglichkeit, mittels eines wiederholten Hinein-
driicken 4) der freien Simplexe das Polyeder N in ein hochstens A-di-
mensionales Polyeder in sich zu deformieren, und zwar so, dass wih-
rend des Deformationsprozesses jeder Punkt von N in dem ihn enthal-
tenden Grundsimplex von N verbleibt. War & von vorneherein eine
e-Uberdeckung, und N in der Nihe von § realisiert %), so folgt aus
dem Bewiesenen, dass F' mittels einer 2¢é-Verschiebung in ein hochstens
A-dimensionales Polyeder iibergefiihrt werden kann, womit unser Satz
bewiesen. ist.

2. Der obige Beweis gilt sowohl fiir abgeschlossene als auch fir
offene U'berdeckungen. Im Falle offener Uberdeckungen kann man
auch folgendermassen verfahren.

Es sei wieder G eine e-Uberdeckung, N der in der Nihe von &
Euklidisch realisierte Nerv. Mit Hilfe des Abbildungsverfahrens von
Herrn Kuratowski ¢) bilden wir F in das Polyeder N ab. Die Abbil-
dung heisse x. Dann ist die Menge aller Punkte von F, diein das Innere

eines Simplexes z" = (4, ... ar) abgebildet werden, gleich
Ay... A— 3 Ay

wobei Y bedeutet, dass die Summation iiber alle von 0, ..., verschie-
dene Indexe erstreckt ist.

Es sei nun 2"=(a,... a,) ein n-dimensionales Simplex von N,
n>=A. Aus
' Age v Ap=A- . Ap- Apy

folgt, dass Ag-...-Ap—Apys, also erst recht Ay 4,— Y A leer ist,

4 Alexandroff, Gestalt u. Lage usw., Annals of math. 30, 1928—29,

88. 150—161 oder Alexandroff-Hopf a. a. 0. S8. 382—383.
5) Alexandroff-Hopf SS. 160—161 und Kap. IX § 3 (8S. 363 u. f.).

¢ Vgl. Kuratowski, Fund. Math. 20, 1932, S. 191 oder Alexandroff-
Hopf a. a. 0., SS. 366—368.
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dass also das Innere von (g, ... @) frei von Punkten von x(F) ist. Mit
anderen Worten: jedes £” besitzt eine Seite, deren Innere keinen Punkt
von x(F) enthilt. Da x(F) abgeschlossen ist, enthilt jedes " ein nicht
zu x(F) gehorende Teilgebiet. Da dies bei jedem & gilt, muss
dimP<<A—1 sein, w. z. b. W.

8. Der Fall abgeschlossener Uberdeckungen ldsst sich auch
direkt durch folgende kurze Konstruktion erledigen. Unser Ziel
wird offenbar durch den Beweis des folgenden Satzes erreicht:

Ein Kompaktum F, welches eine abgeschlossene multiplikative
& Uberdeckung G von der Linge 4 besitzt, besitzt auch eine abgeschlos-
sene &-Uberdeckung von einer Ordnung << 4.

Beweis. Es seien 4,, ..., 4; die Elemente der Uberdeckung G.
Unter dem Rang des Elementes A, von & verstehen wir die Lénge
des aus allen in A4, enthaltenen Elementen von & gebildeten Teilsy-
stems G, von G 7). Die Elemente von Range » von & bezeichnen wir
mit An, 4=1,..,8. Zwei verschiedene Elemente vom Range haben
als Durchschnitt ein Element von einem Range <.

Wir setzen jetzt

-Bri = U(-Ari'9 dr),

worin die d,> 0 fiir r=1, ..., 4 schrittweise wie folgt definiert sind.
Die Zahl d, sei so klein (sonst beliebig) gewihlt, dass die By paar-
weise zueinander fremd sind. Sind die d», 7' <7, schon definiert, so
withlen wir d, so klein, dass fiir beliebige A.y Ay Ayi- Ay=Ark
B.,..., B;jC By gilt. Schliesslich sei

Cri—m_:Bn"_ VB ke

r <l r\l
Fir ‘L=*=j ist 0 i* falls Ari-A,j=A,Jk ist —
Grz er Bn Bry—B ’kCB 'k—Br’lz"—

=0, denn —

gilt.

Falls also ein Punkt zu mehr als einer unter den Mengen C gehort,
8o miissen die r untereinander verschieden sein; die » sind aber die
Riinge der verschiedenen Elemente von &, sie konnen deshalb nur »
verschiedene Werte annehmen, so dass ein Punkt von F hdchstens
zu 4 verschiedenen Mengen C gehoren kann und die Ordnung der
durch die C gebildeten e-Uberdeckung von F héchstens gleich 4 ist.

7). 4p ist also ein Element von Gn.
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4. Unser Satz lisst sich mutatis mutandis auch auf (nicht not-
wendig metrisierbare) normale Réume R tibertragen, von denen nicht
einmal die Existenz einer abzdhlbaren Basis, geschweige denn die
Kompaktheit vorausgesetzt wird. Es gilt nimlich folgendes:

Bs sei U= (Gy, ..., G) eine endliche offene Uberdeckung und
G =(4yy-..y As) eine endliche abgeschlossene multiplikative Uberdeckung
des normalen Raumes R, wobei G in U eingeschrieben (d. h. jedes 4;in
mindestens einem G enthalten) ist. Dann existiert eine ebenfalls in U
eingeschriebene abgeschlossene Uberdeckung € = (Cy, ..., 0,), deren Ord-
nung die Linge von © nichi dbertrifft.

Der Beweis bleibt derselbe wie in Nr 3. Nur miissen anstatt
U(Aw d) offene Mengen Un A, betrachtet werden, die falls
A, C @y ist — den Inklusionen U, Grund im ibrigen denmNr 3
fir die U(4., d,) verlangten Bedingungen geniigen.

Bolschewo-Komarbvka (bei Moskau), Weihnachten 1935.
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