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Sur une suite universelle d’ensembles dénombrables.
Par
W. Sierpinski (Varsovie).
Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant,

qui donne une solution & un probléme posé récemment par M. E.
Szpilrajnl):

Théoréme I: Il existe une suite infinie d’ensembles
(1) X,, X, X, ...
formés de mombres naturels, telle que
(2) Y, ¥, ¥,..
diant une suite infinie donnée quelconque &’ensembles dont la somme
s=3 ¥,
nomg;els naturels Iy < ky < kg < ... et une transformation biunivoque f

de Vensemble N de tous les nombres naturels en Uensemble 8, f(N)=8,
telle que

(3) H(Xn,) =

Nous déduirons le théoréme I du théoréme IT que voici:

est dénombrable, il exwiste une swite infinie croissante de-

Y, powr m=1,23,.

Théoréme II: Il existe une suite double

{a)} (m=1,2,3,.. ,~n =1,2,3,...)

formée des mombres 0 et 1, telle que

{ur}y (m=1,2,3,...; n=1,2,3,...)

1) Cf. Fund. Math. t. 26, p. 3131%).
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dtant une suite double donnée quelcongque formée des nombres 0 et 1, /
il existe une suile infinie croissante de’ nombres naturels Iy <kya<lky<...
et une swite infinie b, loy lyy ... qui me différe de la swite 1,2,3, ...
que, peut étre, par Vordre des termes, telles que

(4) am=ul' pour m=1,2,3,.. 6 n=1,2,3,..

n

Démonstration. Soit
() Sy, Sy 'Sa’-"

une suite infinie formée de toutes les suites finies des nombres 0 et 1
(p- ex. 8 =(0)1 ‘82:(1)7 83::’(070); S4=,(0,1) SS=(1; 0)’ ‘86:(1, 1),
S7=(0: Oy O): S8=(07 07 1)7 et’c)-’ oo

Nous définirons (pour m=1, 2, 3,...) la suite infinie

' m m m
(6) Uiy Qyy Oy y e
comme il suit,
m étant un nombre naturel donné, il existe, comme on sait,

des nombres naturels 'p et ¢ bien déterminés par m, tels gue
m =21 (2 ¢—1).

Ecrivons d’abord les termes consécutifs de la suite S, et
ensuite les termes consécutifs de la suite §;, en la répétant une
infinité de fois: ,

SP’ qu Sqi Sq: ‘Sq’

La suite infinie de nombres 0 et 1 ainsi obtenue sera, par définition,
la suite (6). Cette suite est évidemment périodique & partir d'un
certain terme (p. ex. pour m=60 nous avons p=3, ¢=8, 8,=(0,0),
85=(0,0,1), et la suite (6) est ici: 0,0, 0,0, 1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,...).
La suite double {a;'} (m=L1,2,3,...; n=1,2,8,...) est ainsi dé-
finie. Elle jouit, comme on le voit sans peine, de la propriété (P)
suivante:

(P) Quel que soit le nombre naturel s et les nombres naturels
Ry, ko ooy ks, la suite infinie o, Oz Opy ... des suites finies

ko ke K
‘711:(“,,‘7 @,y veny q',,'r) (n=1, 2, 3, w)

est périodique & partir d’un certain terme.
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Nous prouverons que la suite double {¢™ satisfait aux con-
ditions du théoréme IL ‘

Soit {w,} (m=1,2,3,..; n=1,2,8,...) une suite double donnée
quelconque formée des nombres 0 et 1. Soit & un nombre naturel
donnée. Soient (c;, o}, ..., &) (1=1,2, ..,7,) toutes les suites & s
termes 0 ou 1 (parmi les 2¢ suites possibles) pour lesquelles il existo
une infinité de nombres naturels n tels que

up=c; pour m=1,?2,..,s.

Soient (6, ey &) (i=1541, 7,+2,...,2°) toutes les autres
suites & & termes 0 ou 1. Il existe done, pour tout nombre naturel i
tel que 7,+1<<i<{2°, un nombre naturel p: tel que la suite
(6] €y -y ¢;) o8t distinete de chacune des suites (ul, u, .., u’) pour
n > py. Soib o

Qs = T0AX (Drot1y Pryt2y ooy Dys)

On voit sans peine que l'ensemble X, de 7 suites (o}, c, ..., ¢)

(=1, 2, ..,rs) jouit des deux propriétés suivantes:

1° Toute suite (“1.1”‘}" ey u:) oll n>¢, est une des suites
de ’ensemble H,,

2° 11 existe pour tout nombre i=1,2,.., 7, une infinité de
nombres naturels n, pour lesquels les suites (u},, ui, vy %) et
(6}, &, ..y ¢ coincident.

Nous appellerons B, Pensemble B, relatif auw suites {uly
(m=1,2, .., 85 n=1,2,3..).

Nous définirons maintenant par l'induction les suites infinies
de nombres naturels I, Iy, b, ... et & <k, <k;<.. comme il suit.

Nous poserons h; = ¢, et

’ lo=n powr n=1,2,..,h,.

L’engemble El est formé de suites &4 un terme (0 ou 1); on a done v
soit E; =((0)), soit H,=((1)), soit FE,;=((0), (1)). Posons dans
le premier cas §=(0), dans le second S=(1) et dans le troi-
giéme 8 = (0, 1). D’aprés la définition de la suite (5), il existe un
nombre naturel p tel que 8, = (uj, Uy, ..., u,) ot un nombre natu-"
rol ¢ tel que 8, =48. Nous poserons

by =2""1(2¢—1)
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D'aprés la définition de la suite (6), nous aurons évidemment

1
a,f; =u, pour n=1,2, .. h.

Soit maintenant s un nombre naturel donné et supposons que
nous ayons déja défini les nombres Ay, kg ..y ls; byly, ...y ln, et les
nombres %y, kg ..., ks tels que

1) : hs 22 s,

m

2) aim=u"

In

pour MK, N hyy
3) ’ensemble B, relatif aux suiﬁes
{a;;"'} (m=1,2,..,8 n=123,..)
" coincide avec l'ensemble E, relatif aux suites

wh (m=1,2,..8 n=1238,.),

1) (“,.:“..’ ‘)eEs pour n=l, by oy by

(Les propriétés 1)—4) sont, comme on voit sans peine, vraies
pour $=1). '

Soit g le plus petit indice tel que g1, pour n=1,2,..., k,.
D’aprés 4) et 3), il existe le plus petit indice j tel que j> h, et

k m
a,/"=u; pour m=1,2,..8
Posons
hst1=max (j, gst1).

Supposons que nous ayons déja défini les nombres naturels 7, pour
7<%, oll ¢ est un nombre naturel >h, et < hory (co qui est vrai
pour i=hs). Il existe (d’aprés 4) et 3)) le plus petit indice » tel que

. k,
r>l, pour n<Ci et am=u], pour m=1,2,.. 8

Nous poserons Iy =7.
Les nombres l},s+1, l},s.;.g
duction.

y ey lng,, sont ainsi définis par Pin-
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D’aprés la propriété (P) de la suite double {a]'}, i existe un
nombre naturel
(7) dZmax (4 1, ..., l,,s+2)

tel que la suite infinie des suites (4 s termes)

(@y, a® .y a®) (n=d+1, d+2,:.)

n

est périodique: soit ¢ le nombre de termes de la période: nous

pouvons supposer que !>k, (en prenant, s’il faut, les multiples

de 1a période). B,
D’aprés (7) et 4) toutes les suites

(8) (@, Py .y ab) (n=d+1, @+ 9,.., d+1).

appartiennent & F, et (d’aprés les définitions des nombres d et t),
toute suite de E, est une des suites (8).

Nous définirons maintenant les nombres by, b,, ..., by comme
il suit.
Si 1<<i<Ct, nous poserons: b;=0 quand

k:s/
(a,d+i, FIRERTI d+l’ O)EE3+1

et b;=1 dans le cas contraire (donc, quand (ay, ,, 7, ;. &y, 1)eBars).

Si t <1< 2¢, nous poserons: b;=1 quand

k ks F
(@glesr @y oy B 1) € Bo

et b;=0 dans le cas contraire.
D’aprés la définition de la suite (5), il existe un indice g tel que
8g == (b1, byy ., b2e). 7
D’aprés linégalité ¢ >k et la définition de la sujte (5), on a g>ks.
Soit n un indice <<d et Fl,1,... lhgyy . D’aprés 4),
ona (af, a® .., a¥) eEs, ot il existe un nombre ¢ égal 3 0 ou & 1,
tel que (a’, a’ " . @, ¢)eB,yy, ce qui résulte sans peine de 4) et

de la déf.initlon de Pensemble H.i (les s premiers termes de cha-
que suite de F,.; formant une suite de Ej).
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8i (ab, a, .., al, 0)eB,1, posons f,=0, sinon, posons fy=I1.

Les nombres f, sont ainsi définis pour n<<d, naEl, by .oy by, ).

Posons eneore »
fa=ul™ pour m=ly by ey Ingyy

D’aprés la définition de la suite (B), il existe un nombhre naturel p
tel que
S,, = (fl: fzf ey fd)‘

Nous poserons .
ko1 =27 (2¢—1).

Comme g > ks, oD & Ket1 > ks

On vérifie sans peine que les propriétés 1)—4) subsistent quand
on y remplace le nombre 8 par s+ 1. On démontre aussi facilement
par l'induction que parmi les nombres l, Iy, ..., In, figurent tous les
nombres 1, 2, ..., 8 (pour 8=1, 2, 3,...). On en déduit aisément que
la suite infinie 1, I, lg, ... ne différe que, peut étre, par ’ordre des
termes de la suite 1, 2, 8, ... Enfin, il résulte tout de suite de 2) (pour
s=1,2,3,..) qu'on a la formule (4). .

Le théoréme II est ainsi démontré.

Soit maintenant {a7} (m=1, 2, 3, ...; n=1,2, 3,...) une suite
double satisfaisant aux conditions du théoréme II. Posons, pour m
naturels: '

(9) Xm == E [a: = 1]

Je dis que la suite infinie d’ensembles (1) ainsi définie satisfait aux
conditions du théoréme I.

En effet, so0it (2) une suite infinie donnée quelconque d’ensem-
bles dont la somme 8 =§,’ Y, est dénombrable; soit done

n=1
8 = (pys Pay Py +-o)-
Définissons maintenant la suite double {u} (m=1,2,3,...; n=1,2,3,...)
en’ posant
uy =1, 8i Pne¥nm
(10) ’ ’

m .
w, =0, 8i p.noneXy.

D’aprés le théoréme IT, il existe une suite infinie croissante de nom-
bres naturels %, k,, ks, ... 6t une suite infinie &, I, Iy, ... qui ne dif-
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~ fére de la suite 1, 2,3, ... que, peut-6tre, par 'ordre des termes, tels

quwon a la formule (4).
Posons
(11) f(ln)=pn pour n=1,2,3,..

La fonction 7 ainsi définie transforme évidemment d'une fagon
biunivoque ’ensemble N de tous les nombres naturels en I’ensemble 8.
Je dis qu'on a la formule (3).

En effet, 1a suite I, I, Iy, ... ne différant de la suite 1, 2, 3,...
que, peut-&tre, par l’ordre des termes, la formule (9) donne (pour
m=1,2,38,..)

(12) Xy, =Bapr=1].

Or d’aprés (10), la formule p.e Y, est (pour m et » naturels)
équivalente & la formule u, =1, done, d’aprés (4), & la formule
af:!:: 1 et, d’aprés (12), & la formule I,e¢ X, ,. La transformation f
étant biunivoque, cette dermiére formule équivaut & la formule
f(ln) = f(Xg,), done, d’aprés (11), & la formule pnef(Xy,).

Les formules p,e¥n ot pnef(Xy, ) sont ainsi équivalentes

(pour m et m naturels), d’oll la formule (3).
Le théoréme I est ainsi démontré.
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