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Daprés la propriété de lensemble N, chacun des ensembles

N(a) N <(k=1,2,3,..) est de puissance < 2%. Donc (le nombre

cardinal 2% n'étant pas, d’aprés le théoréme de J. K&nig, une.

somme d’une infinité dénombrable de nombres cardinaux < 2““),
I’ensemble

(1 B=8—N=5[N()—X)
est aussi de puissance < 2%.
Or, on a d’aprés (1):
@) NDS—R

Supposons que 'ensemble S contienne un sous-ensemble parfait P.
Comime on sait, en supprimant dans un ensemble parfait moins que
2% points, on obtient un ensemble contenant des sous-ensembles

parfaits. L’ensemble §—R contiendrait donc un sous-ensemble

parfait, contrairement & (2) et & la propriété de ’ensemble N. L’en-
semble § ne contient donc aucun sous-ensemble parfait et par suite
est de mesure intérieure nulle.

De méme, on démontre que l’ensemble

ON(a,) + ON(a,) fi‘ ON(ay)+...

est de mesure intérieure nulle.

L’ensemble N satisfait done aux conditions de M. Szpilrajn,
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Samuel Eilenberg (Warszawa).

(e mémoire!) a pour but de développer une méthode per-
mettant de traiter sans notions d’homologie toutes les propriétés
topologiques qui s’expriment par le premier nombre de Betti. Les
théorémes sur 'unicohérence et sur les coupures du plan, que I'on
démontrait jusqu’ad présent par des procédés trés divers, seront
démontrés ici par une méthode unigque. Dans beaucoup de cas on
obtient ces théorémes dans une forme plus générale (v. surtout
parties I et IT); le plus souvent c’est I’hypothése de compacité qui
se trouve superflue. ' ’
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I. LEMMES GENERAUX. UNICOHERENCE.

§ 1. Termes et notations.

Tous les espaces et les ensembles & considérer seront sup-
posés métriques ou situés. dans des espaces métriques.
le—y| désignera la distance, entre les points 2 et y,

76(X) = sup Iw—-—yl, : o(e, Y) = inflo—yl.
ye¥

x, ye

U(x, r) désignera I’ensemble des points y e X tels que |z—y|<r.

R,, K, et 8, désigneront respectivement: l’espace euclidien
4 n dimensions, la sphére n-dimensionnelle (fermée) et la surface
de la sphére (n+1)-dimensionnelle. En particulier, nous entenderons
respectivement par R,, K; et 8; l'’ensemble de tous les nombres
réels, I'intervalle clos (1, 0> et Pensemble de tous les nombres com-
plexes satisfaisant 4 la condition |z]=1.

X X Y désignera le produit cartésien des espaces X et ¥, c. & d.
I’ensemble de tous les couples (z,y) o 2zeX et ye¥, métnsé par
la formule

(@1 Y1) — (B9 Yol = yl“& — &, + l’!/l""(‘lﬂF-

YX désignera la clasgse de toutes les transformations continues
de X en sous-ensembles de Y. Dans le cas oh l'espace Y est borné
ou bien l'espace X compact, on considére Y*¥ comme un espace
métrique, en posant pour f, fye¥Y¥

f1“f2l=:‘€1£ V1(.w)‘—
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Une transformation fe8; sera dite inessentielle, lorsqu’elle.
appartient & la méme composante-de espace S que la fonetion
folz)=1. Dans le cas contraire on dit que la transformation f est
essentielle.

Deux transformations f1, fa€ ST seront dites homotopes, lorsqu’il
existe une transformation g8 telle que g(x, 0) —fl(m) et g(x, 1)=f,(»)
pour tout xeX. Une transformation homotope & la transformation
fol@)=1 est dite homotope & Vunité.

Etant donnée une transformation feSf, nous écrirons

(YCX),

lorsqu’il existe une fonction ¢ e R{ telle que f(z)=e¥® pour
tout ¢ ¥. Nous dirons qu'un espace X jouit de la propriéié (b),
lorsque

f~1 sur Vensemble Y

(b) f~1 sur X pour toute fonction feSy.

Les tranformations fe Sy telles que f~1 sur X coincident,
comme il sera démontré plus loin, avec les transformations homo-
topes & l'unité. Dans le cas de X compact elles eoincident donec,
comme on le voit facilement, avec les transformations inessen-
tielles.

Un ensemble Y est dit rétracte d’un espaee X, lorsque ¥C X
et qu'il existe une fonction ge ¥X telle que g(y)=y pour tout ye ¥.

§ 2. Propriétés générales des t'rans!ormn%tions
continues en §,.

Pour chaque couple z;,2ye8; tel que |o;—z24<2, mous dé-
signerons par [zl,zz] l'angle aign (muni de son signe) que doit effec-
tuer le vecteur Oz1 jusqu’a sa coincidence avec le vecteur m, On
a évidemment :

1 el = Z

—1
(2) 81 0(2y Zgyeey 2a) <1, alors 2 (24, Zit-1]=121 #u)-
Pour démontrer (2), il suffit de remarquer qu’il emte une

demi-circonférence contena.nt I’ensemble (25, Zgveey 2n)-
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Nous nous appuyerons dans la suite sur les propositions
suivantes:
(38) Prémisses: I° Uespace X est connewe,

2 9y er-R{C:

30 elPD=gi¥:®) pour tout xeX.

‘Théese: il existe un entier k tel que @y(x) — @y(a) = 2kn pour
tout xe X.

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que la fonction

%(m);%w) est continue et ne prend que des valeurs entieres.
T : s
(4) Prémisses: 1° Vespace X est conmexe,

20 q)eRf{,

P HAXTI<L, o fm)=e¥® pour welX.
Thése: p(X)]<<m-df(X)].
Démonstration. Soit w,eX. Posons

W(@)=g(@o)+[(f(20), f(#)] pour zeX. ,

On a ‘l/)eR{X et daprés (1): ehp(x)~= PLAED LT END () F(2) ?f%)) ==
0

;:f(m)=e’9°(x‘. Comme W(xy)=@(x,), on conclut de I° et de (3) que
¢(x)=1(x) pour tout zeX, d’olt ,

A9 )] <2 sup [f(o0), f2) | < 25up 5 fla) —flo)] < - LA,

() Prémisses: I° les ensembles X, et X, sont fermés (ow ouverts)
dans Vespace X,-+X,, -
20 Vensemble XX, est connewe,
30 feSiY"‘_X"' ,
£ f~1 sur X, et sur X,
Thése: f~1 sur X,+ X,.

Démonstration. D’apres £°, il existe deux fonctions @, eRY
et @reRE telles que f(x)=e®® pour 2veX, et que f(x)=ePW®
pour z ¢ X, En vertu de 2 et de (3), il existe donc un entier k tel
que ¢,(2)—@y(x)=2kn pour tout #eX, X, En posant
P(@)=p,(2) pour zeld,
P(2)=py(®)+2kn  pour =z eX,,

on a f(x)=e9W® pour tout xeX,+ X, et ¢ eRIT™ gelon 1. Par
conséquent f~1 sur X, +X,, ¢ q. f. d.
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(6) Prémisses: I° f ¢ SF,
20 f~1 sur un ensemble Y CX.
Thése: il eviste un ensemble ouvert UD)Y tel que f~1 sur U.

Démonstration. D’a,I;rés 2, il existe une fonction ¢ Ry

telle que f(y)=e*® pour yeY. Faisons correspondre & tout ye¥
un &0 tel que

(1) Uy, &)<,
(i) e[ X -Uly, 2¢)] <.
Posons

¥(®@) = 9(y)+[f(y), /(@)] pour @eU(y,e,).
On a d’aprés (1)

(iii) el = iy, eiINl).KX); = f(y) ._% = f(a).

La démonstration sera finie, lorsqu’il sera prouvé que la relation
(iv) @ e Uy, &y,)  Ulyy &)

entraine la relation

v) @)+ Y, {2)] = @)+ (¥y), f(@)].
Or, on a d’aprés (i)

@<y et [, @<z
et selon (iv)

s0it Yy, e U(yy 2¢), s0it y,e Uy, 28,),

|P(y1) — p(y2)| <.
Finalement, on obtient

l(y)+Fyy), H@)] — @lya) — [fw,), fl2)] <27

ce qui entraine (v) en vertu de (iii).

" Fundamenta Mathematicse, T. XXV 5
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(7) Prémisses: 1° Vespace X est separable, |
20 pour toute composante Y de X et tout ensemble owvert UD Y,
il existe un ensemble U’ ouvert, fermé et tel que YCU'CU,
2 fesf,
40 f~1 sur toute composante Y de X.

Thése: f~1 sur X.

Démonstration. En vertu de 4% (6) et 2% on peut faire

correspondre 4 toute composante ¥ de X un ensemble U(Y)DY

ouvert, fermé et tel que f~1 sur U(Y). D’aprés 1° on peut appliquer
le th. de Lindel5£?) et obtenir une suite { ¥} telle que X = )jU Y.

En posant V,=U(X,)— )U( Y,), on obtient X = )] Vi Or, les en-
n==1
sembles V. sont ouverts, fermés, digjoints deux & deux et on a f~1

sur chacun d’eux. Il en résulte que f~1 sur X.

Remarque.
espace X qui est goit compact, soit localement connexe, soit.de di-

mension 0, soit contenu dans R;.

(8) et (8') Prémisses: I° Despace Y est connexe et localement connexe,
10 Y est un continu,
2 fe 8K,
3* pour tout meX on a f~1 sur ()XY,
40 4l ewiste un yye Y tel que f~1 sur X:X(y,)

Thése: f~1 sur XXX.

Démonstration. D’aprés 4°, il existe une fonction @yeR{
telle que f(x, y,)= €7 pour zeX. D'apres 3“ il existe pour tout
e X une fonction w.eR{ telle que f(x,y)=e Hxlt) pour tout
(€, y) e X X ¥. Comme ¢%=¢¥<¥) on peut donc supposer que
Po(@)=x(y,y) pour tout zeX (en remplagant, #’il y a lien, y,(y) par

YY) — Yu(Yo)+Po(®)). Posons @(w, y)=1w{y) pour (z,y)eXX Y.
On a évidemment
(vi) flz,y)=e%=8  pour (w,y)eX X7,

(vii) P(D, Yo)=po(®w) pour zeX.

?) C. Kuratowski [1], p. 102.

La prémisse 2° de (7) est vérifiée pour tout,
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La démonstration sera achevée, lorsqu’il sera prouvé que la fon-
ction ¢(x, y) est continue sur XX ¥, ce qui se réduit au cas on X
se compose d’une suite infinie {,} convergeant vers un point 2.
Dans ce dernier cas, il suffit de démontrer la continuité de ¢ seu-
lement dans les points de (z,)X Y.

Ad (8). Considérons une’ suite arbitraire {y,} de points de ¥
convergeant vers un point yoeY. La suite {(x,, 7,)} converge alors
vers (g, ¥o), et on a en vertu de (vi) une des deux relation suivantes:

(vii) lim g(ayy 9n) = ¢(@0y ¥0)

i%) - |@(@nyy Yn) — P(0, Yo)|>7 pour une suite croissante dindices {n)).

La fonction f étant continue, il existe un entourage UCY
de yo, tel que O[f(xy, U)]<% et que d[f(w,, U)]<i pour tout n>n,
ou n, est suffisamment grand. I’espace Y étant loealement connexe,
on peut supposer que l’ensemble ouvert U est connexe. Comme la
fonction ¢(x,y) est par définition continue pour x fixe, on a en
vertu de (4)

S (o, A, U<z
Considérons maintenant une suite arbitraire {y,} de ¥, eon-
@(%oy ?10)I<

U)]<2 et pour n>ny.

vergeant vers un point yg de U. On a |p(z,, yo) —
[@(2Zny Yn) — P(@ny Yn l< 4 partir d’un n suffisamment grand. Il en
résulte que si c’est (vm) qui se présente, la fonction ¢ est continue
en tout point de (x,)X U, tandis que si c¢’est (ix) qui a lieu, la fon-
ction @ n’est continue dans aucun point de (x,)}X U. En vertu de
la connexité de Y il suffit donc d’indiquer une suite {y,} satisfaisant
& (viii), pour en déduire la continuité de g en tout point de (o)X ¥.
Or, on obtient une telle suite, en posant p. ex. y,=1y, puisque
im. (2., o) = 9(an, Yo) en vertu de (vi)

Ad (8’). Conformément & 3“ on a f~1 sur toute composante
de X XY. Or, espace X XY étant compact, il résulte de (7)
(remarque) que f~1 sur XX Y. Soit weRFY une fonction telle que

(x) f(®, y)=ev® 0 pour (#;y)e XXY.
La ‘démonstration sera achevée, lorsqu’on aura établi la continuité

de la fonction ¢(z,y)— y(a,y), ce qui équivaut en vertu de (vii)

4 la continuité de la fonction g(x, ¥)— (@, ¥o) — [W(2; ¥)—v(@, Y1
h*
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1l suffit donc d’établir l'existence d’une suite d’entiers {k,) telle
que @(a, y) — P(wn, y)=2k,m, pour tout yeX et tout n=1,2,... Or,
leur existence résulte de (vi), (x), et de (3).

(9) Pour guw'une transformation fe 8 soit inessentielle, il faut et
il suffit quil ewiste une fonction geR{ telle que Vensemble p(X)
soit borné et que Vo ait f(x)==ev™ pour tout we X.

Démonstration. Pour prouver que la condition est suf-
fisante, on n’a qu’a poser f{(r)= "™, pour obtenir un continu
sitié dans S¥ et qui joint les fonctions f et fo(@)=1.

La condition est nécessaire. Remarquons d’abord que la
condition est satisfaite en particulier pour la fonetion fy(z)==1; il
suffit notamment de poser g,(z)=0. Soient maintenant f;, f, e S

" deux fonctions telles que |f,—/f,|<<2. Supposons qu’il existe une
fonction bornée @,eR{ telle que f,(@)=e»® pour we X. En posant
Po( @)= (£)+[f1(2), f2(®)], on obtient une fonetion continuc et bornée
qui remplit en vertu de (1) 1'égalité

Ei7:) == g () . gl iV A9 = f,(g5) « 1)

fl(a') = f2(w)-

Nous avons ainsi prouvé que les fonctions feSi qui remplis-
sent la condition considérée forment dans Si un ensemble ouvert,
fermé et contenant la transformation inessentielle f,. Or, Lensemble
des transformations inessentielles étant par définition connexe, elles
remplissent toutes cette condition.

Théoréme 1. Etant donnée wune transformation fe Sy, pour que
Pon ait f~1 sur X, il faut et il suffit qu'elle soit homotope & Vunité.

, Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, sup-
posons que qaeRf‘ est une transformation telle que Ton ait f(m)=ef9"(*"
pour reX. En posant

g, )= - pour (x,1)e XX K,,

on vérifie que f est homotope & unité.

La condition est suffisante. Soit geS7** wune fonction
telle que g(x,0)=f(xr) et g(w,1)=1 pour xeX. On a g~1 sur XX(1).
Chaque transformation continue de K, étant évidemment inessen-
tielle, on a en vertu de (9): g~1 sur (&) XK, pour tout xe¢X. Il en
résulte selon (8) que g~ 1 sur X X K, et par conséquent que f~1 sur X,
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Prémisses:‘ I° Les ensembles X, et X, sont fermes,
2 felT,
3 f~1 sur X,- X,

Thése: la fonction f admet une eviension f sur X,+X,, telle
que f'~1 sur X,.

(10)

Démonstration. Soit @eR™™ une fonction telle que
f(x)="e»® pour wreX,.-X, Il existe®) une fonction ¢’ e R telle
que ¢'(x)= (@) pour weX, X, Il suifit de poser

f(@)=f(z) pour weX,
f(®)=e¥® pour zeX,

§ 8. Espaces unicohérents.

Un espace connexe X est dit wunicohérent, lorsque pour toute
décomposition de X en deux ensembles X, et X, fermés et connexes,
l’ensemble X,-X, est connexe.

Théoréme 2. Tout espace conmese X, jouissant de la propriéte
(b) est unicohérent.

Démongtration. Supposons que X ne soit pas unicohérent.
1] existe alors deux ensembles connexes et fermés X, et X, et deux
ensembles fermés P, et P, tels que X=X,+X,, X, Xy=P;+Py
P,3=0=EP, et P,. P,=0. Posons
o(z, Py)
UO= oo B+ ela,
() =6
f(x) =gt

On a y(x)=0 pour weP, et tp(m}%:n pour zeP, de sorte que la
fonetion f est univoque ef feSi. . o o

L’espace X jouissant de la propriété (b), il existe une 01(11-)
ction geRY telle que flw)=e¥® pour weX. On a don(} YD) =¥ ’
pour xeX,, & W& =e¥® pour weX, et il existe d’aprés (3) deux
entiers %k, et k, tels que (@) =v(x)+ 2k, pour pe X, et que
@(x) = —(x) + 2k,m pour we X, Soient z;eP, eb 0,6 Py, O.n 2
P(w,)=0 et (w)=n. En substituant @, et @, 4 @, on obtient
d'une part g(a;)<@(v,) et d'autre part g(z;)>@(@s)-

our xeX
7y !

pour weX,
pour weX,.

3) C. Kuratowski [1], p. 211.
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Théoréme 3. Pour qu'un espace X, connexe et localement con-
newe soit unicohérent, il faut et il suffit qu'il jouisse de la propridté (b)9),

Démonstration. 'En vertu du th. précédent, il suffit de
montrer que, pour X localement connexe et unicohérent, on a f~1
sur X, quelle que soit la fonction feSt.

Congsidérons une snite finie d’arcs ouverts L,, L,..., L, tels que

(i) Si=Ly+Lp+...4Ln, 8(L)<%, LiLs150, L Liw=0 pour |k|>1,

les indices étant & traiter mod n.

. Soit K la classe des composantes des ensembles f—!(L;). Chaque
composante d'un ensemble ouvert situé dans un espace localement
connexe étant ouverte, la classe K se compose d’ensembles auverts
et connexes. En remarquant que X est connexe, il existe pour tout
couple @',z eX une chaine entre eux, c. 4 d. une suite 4,, 4,,...,4,
d’éléments de la classe K telle que '« ed,, " ¢d, et que A, 4,130
pour 0<Ci<p. , ‘ '

Faisons correspondre & tout A4;¢X un point x,ed;, et con-
sidérons le nombre .

@) I@,0") = (o), o] + 3 @0, @] + [, Ha)

ol 4,, 4,,..., A, est une chaine entre les points «’, ¢ X. Ce nombre
existe, puisque d’aprés la définition de la chaine et d’aprds (i) on a

;If(a") — (@) <4, [f)) — (w1+1)| <l et |f(wp) —f(@")].

Nous allons montrer que le nombre I(a',2”) ne dépend pas
du choix de la chaine A4,, 4,,..., 4,, ¢. & d. que pour toute chaine
Ay As,..., Ay entre z' et #” on a la relation

[, o)1 3 U@, Haee )] + o) o] =
= U100, Hwi)] +ZUai), Hot]+ e, ).

Or, en vertu de (i)

o) —f@)l<i et [f@)—FaD|<h,

4) Dans le cas ol I'espace X est quasi-péanien (voir plus loin p. 84), ce thé-
oréme a ét6 établi (dans un énoncé différent) par M. K. Borsuk [2], p. 190. Une
courte démonstration pour le cas ot X est un continu localement connexe se
trouve dans ma note [1]. Dans le cas d’espaces quasi-péaniens, on trouve les
th. 4—17 qui vont suivré aussi chez K. Borsuk [2], p. 197 et 204 et [1], p. 155.
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d’olt en vertu de (2)

[A(@"), )] —[f(@"), f@2)] = [f(@1), ()3,
et d’une fagon analogue
- [H@p) K" )] —[ftaty ), ")) = [f(p), Fy) 1.
11 suffit done de montrer que

e @)+ U, a1 e, i) + o, ) =
ou encore que .
@ 3 [, f@s)1=0

pour toute chaine ,,fermée‘ 4., 4,,..., Ap;—_Al. Dans le cas ot cette
chaine contient deux éléments égaux, p. ex. lorsque 4,=A; pour
1<k <I<p, -on considére deux chaines

.A.l) Ag, weny Ak=A1, .4.1.4.1, “eny Ap=_A1,
Ak, Ak-}-l, very Alz-Ak;

dont chacune a un nombre plus petit d’éléments que la chaine fermée
primitive. On peut donc supposer que les éléments de la chaine
sont distincts (excepté A, et 4,). '
Boit A, un élément arbitraire de cette chaine. Il existe par
définition un j tel que f(4,)CL. Soit R= Y 4. La chaine
‘ AeK—(Ayp) ’ \
Ay, Ay, ..., A, étant fermée et ses éléments étant différents, l'en-
semble B=3 A, est connexe et on a B(R. Soit P celle des compo-

santes de leil{li contient 1’engemble connexe B. L’ensemble A ;-+(R—P)
est. dans ces conditions connexe, puisque P est ouvert et fermé
dans R. Posons . R

' X,=P, X,=A4,+E—P).

Comme P.(R—P)-R=0 et A f1(L)—Axf1(L)=0, les en-
sembles P et 4, étant respectivement des composantes d’ensembles
ouverts R et f~!(L;) dans 'espace localement connexe X, on a

X,-X,=P.-Ay+ P.(F—P) =P -Ay+P-(B—P)-As+P-(B—P)-R=
=P MC Ay B= 4 [T+ T)— A=
=L;§j FE)+ 4w [FUL)—4i] ;gﬁ‘(L:)JrL-[m FUL)=
=4 ZFECTHE) ST =1y ST,
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done d’aprés (i)
X, XCF WLy L) + L Lyt
Lpr-Ljpr = 0.

L'unicohérence de X entraine la connexité de XX, (21 peut done
supposer que Xy XyC ! (Ly Lpa)y Aot B-A,Cf '(Tys), ce qui
donne f(Ax-1)+H( A1) C L1 En remplagant & successivement par
1,2, ..., p, on obtient

f(A1)+f(A2)+---+f(-Ah)CLj+LJ+I1
d’otr en vertu de (i)

o[f(,), f(#g)yeer f(mp)]<] .

En y appliquant (2), on en tire (iii).

Nous avons ainsi démontré que le nombre I(z',«"”) est une
fonction des variables ', " ¢ X seules. Cette fonction est continue,
puisqu’elle est continue sur chaque engemble de la claws“ge K.
Soit @,ef'(1) et posons @(z)=I(x, ). On a peRi et d’?prés
(i) et (1) .

61'(/'(,\'}: e1‘1(.\*1), M Gi | fevds flx)) (pfl: el[/(xi), /(-\‘1+1)]) .Gi L) A __
I==

™ (@) fl@) | flws) ~ fla)

de sorbt; que f~1 sur X, ¢. q. f. d.

fo) [yt ety

- Les th. 2 et 3 entrainent en vertu de (b) et (8) les deux théo-
rémes suivants: . :

Théoréme 4. La somme X,+X, de deuw ensembles fermés
(ou ouverts ), localement connexes, unicohérents et dont le produit X, X,
est conmeme, est un ensemble unicohérent?).

Théoréme 5. Le produit cartésien X XY de deuw espaces lo-
calement connexes et unmicohdrents est umicohérent?). ‘

En remarquant que R, est un produit cartésien de n droites R,
(de méme que K, des segments K,), et que la sphére S,.1 est une
somme de deux ensembles homéomorphes & K, et dont le produib
est connexe, on obtient le bien connu
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Corollaire 6. Powr tout n=1;2,..., les espaces R, K,, et 8,1,
sont unicohérents. :

Théoréme 7. Tout rétracte Y d'un espacé X localeme

4 nt conneve
et unicohérent est umicohérent*). i

Démonstration. Soit ge¥* une fonction telle que 9qy)=y
pour ¥ ¢¥. Considérons une fonction arbitraire fe87. On a fge ST et,
d’aprés le th. 3, fg~1 sur X. Par conséquent fg~1 sur i’, d’olt f~1
sur ¥, puisque fg=f sur Y.

Théoréme 8. Soit X=X, oit X,C X,C ... sont des ensembles

localement connexes et unicohérents. Si, en outre, pour toute suite
convergente de points de X, il ewiste un indice n tel que X, contient
tous les points de ceite suite, Ve pace X est unicohérent.

Démonstration. Soit fe 8. Soit #, un point arbitraire de X;.
Chaque X, étant par hypothése localement connexe et unicohérent,
il existe une fonction @,eRX: telle que f(x)=e¥"™ pour zeX,.
Comme 6™ = ¢®)  on peut supposer que ®u(,) = @4(®,) pour
n=1,2,.. '

Par suite de la connexité de X, et de ’égalité @,(a,)=@.r1(z,),
on a en vertu de (3) @, (%)=@n11(x) pour zeX,. PosonS"q;(w):q),,(m)
pour zeX, (n=1,2,..). On a évidlemment f(x)=e*® pour zeX.
Reste donc & démontrer que la fonction ¢ est continue. Soit & ce
but wz——m ay dans X; soit » un indice, tel que x4 ¢ X, pour k=1, 2,...

Par conséquent lim g(x) = lim @,(@x)=p.(x)=¢(z).
k00 h-yo0

Remarquons que la démonstration précédente -epose sur la proposition
suivante, que nous avons démontrée implicitement:

00 .
(11) - Prémisses: 1° X=X, ou les ensembles X;CX,C... sout connewes,
n=1 )
2° pour toute suite convergente de points de X, il ewiste wn indice n tel que
X, contient tous les poinls de cette suile,
3 fest,
£ f~1 sur X, (n=1, 2,...).

Thése: f~1 sur X. .

Remarque. On peut ajouter la connexité locale aux théses
des th, 4—8. %)

8) A ce § se rattache encore le th. 10 de la- partie II.
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§ 4. Espaces compacts.

Théoréme 9. Pour qu'une transformation fe8F dun espace
compact X soit inessentielle, il faut et i suffit que f~1 sur X.

La démonstration s’obtient directement de (9).

Corollaire 10. 8i Vespace X est compact, alors pour que Des-
pace ST soit connexe, il faut et il suﬁ%‘t que X jouisse de la propriété (b).

" Théoréme 11. Si les espaces X, et X, sont compacls et les es-
paces 812, 87 et X1-X, sont connexes, Uespace ST+ est aussi conmere.

La démonstration résulte immédiatement du cor. 10 et de (')

Théoréme 12, Si les espaces X et Y sont (‘ompacts et les 6spaees
St et ST conmeres, alors Vespace SEXY est connexe.

Démonstration. Soit feS87<Y. D'aprés le cor. 10, ona f~1
sur (2)X Y pour tout zeX et sur X X(y) pour tout ye¢Y. En dé-
signant donc par Y’ une composante arbitraire de ¥, on conclut
de (8') que f~ 1 sur XX ¥’, ce qui entraine en vertu de (7) (remarque)
que f~1 sur X+7Y.

Théoréme 13. Si Pespuce Si¥
Y de X est compacte.

‘est conneve, toute composante

. Démonstration. Supposons par contre que ¥ ne soit pas
compact. Il existe alors dans ¥ une suite infinie {ys} ne contenant
aucune suite convergente. Elle forme donc un sous-ensemble. fermé
de X. Il existe®) par conséquent une fonction we Ry, telle que $(yx)=k
pour k=1,2,... En posant f(x)=e"* pour meX on a feSE et,
en vertu de (9), il existe une fonction peRT, telle que 1’ensemble
@(X) est borné et que f(x)=e¥™ pour veX. On a done 6P — g™
avec @(Y) borné et avec w(Y) non borné, ce qui est en contra-
diction avec (3).

Théoréme 14. X dtant une courbe simple fermée, toute homéo-
morphie feSY est une tmnsformatwn essentzelle

Démonstratlon Dans le cas contrau'e, il existerait une
fonction ‘pe R telle que f(x)=e¥® pour xeX. La fonction ¢ serait
donc une homéomophie, ce qui est impossible, puisque R, ne con-
tient aucun sous-ensemble homéomorphe de 8,.
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Corollaire 15. 8, n'est pas un rétracte de K,.

Remarque. Le th. 14 entraine, par un raisonnement trés bref®),
le ,Fixpunktsatz' pour K, (cas particulier du ,Fixpunktsatz de
M. L. E. J. Brouwer), & savoir qu'il existe: pour tout 7e K% un
ze K, tel que f(z)=

Notons encore les théorémes suivants:

Théoréme 16. Etant donnée ume tramsformation continue g
o tranches”) connewes d'un espace compact' X tel que Vespace Si est
connexe, Vespace 81 Dest aussi®).

Théoréme 1%, Etant donnée une tmnsforma,twn intérieure g °)
dun espace compact X tel que Pespace 87 est connexe, Vespace ST
Dest aussi10),

II. COUPURES DE §,, THEOREMES QUALITATIFS.

§ 1. Le théoréme fondamental et quelques unes
"~ de ses appliquations.

Nous allons considérer dans la suite la surface sphérique §,,
composée du plan des nombres complexes R, et du point 2'=o0.
A tout point zeS,—(2')—(2'), olt 2’=0, nous faisons correspondre

~"

. 2 - B
le point 9"(z)=;. On a ainsi re 8%

On dit qu'un ensemble Y(C X coupe X entre les points
4, %y X, lorsqu’il n’existe aucun continu KCX—Y tel que z,, #,¢ K.
D’un ensemble ¥ CX qui ne coupe X entre aucun couple z,, 7, X—Y,
on dit qu’il ne coupe pas X,

Théoréme 1. Pour qu'un ensemble X C8,—(#)—(2") ne coupe
pas S, entre les points 2' et 2", il faut et il suffit que r~1 sur X.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
soit K (C8,—X un continu contenant 2’ et 2. Pour prouver que

r~1 sur XCS8,—K, il suffit de prouver qu’il en est,ainsi sur chaque

%) K. Borsuk [3], p. 385.

7) ¢. &4 d. ensembles de la forme g~(y) pour .'yeg(X).

8) Pour la démonstration voir S. Eilenberg [2], p. 165, th. 5.

%) ¢. & d. que V'ensemble g(U) est ouvert dans g(l si T était ouvert
dans A

10) Pour la démonstration voir §. Eilenberg [2], p. 175, th. 14 A ce § se
rattache encove le th, 11 de la partie II.

4
5
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composante C de V’ensemble ouvert S,—K. Or, O est notoirement
homéomorphe de R,!1), et par conséquent jouit de la propriété (b)
en vertu du cor. 1.6 et du th. I.3.

Pour montrer quela condition est suffisante, il suffit, en
vertu de I.(6), de considérer le cas ot X est ouvert.

Nous allons montrer d’abord que si un ensemble ouvert
X(C8y—(#')—(2") coupe 8, entre 2’ et z”, il existe un ensemble
fermé YCX qui coupe S, entre les mémes points. Posons & ce but

U= U(s, ).
. weSy—X

En supposant qu’aucun des ensembles fermés 8,—U,CX ne coupe
8 entre 2’ et 2", on obtient une suite K,C U, de continus contenant
2 et 2”. Or, §,—X étant fermé, on a H‘ U,=8;,—X. 1l existerait

n==

done, comme on sait, un continu K §8,—X contenant 2’ et 2",
contrairement & 1’hypothése. _ _

I’existence d’un ensemble fermé Y(C X qui coupe S, entre
- 2 et 2" tant ainsi établie, soit K, ’ensemble des nombres complexes
satisfaisants & la condition |s|<C1. On peut évidemment supposer
que Y CK,—(2"). Boit C la composante de K,—Y qui contient z".
On a 0:8,=0, puisque Y coupe 8, entre 2’ et 2.

Supposons maintenant que r~1 sur Y. Il résulte de I.(10)
 (eny posant X,=K,— 0, X,=0C, f=r) qu'il existe une fonction
re8%, telle que »'(2)=r(z) pour zeK,— C, donc telle que 7(z)=2
pour zeS;. Or, c’est impossible en vertu du cor. I.15.

On déduit de I.(7) (remarque) deux théorémes suivants:

Théoréme 2. Pour qu'un ensemble localement connewe X8,
coupe S, enlre deux points 2’ et 2", il faut et il suffit qu'une de ses com-
posantes coupe S, entre les- mémes points.

Théoréme 3. Pour qu'un ensemble fermé X (8, coupe S, entre

deux points 2’ et 2", il faut et il suffit qu'une de ses composantes coupe
- 8, entre ces points. ‘ '

11) La démonstration topologiguement la plus simple de cette proposition
releve de la théorie de la reprégentation conforme; elle n’a méme pas recours
au théoréme de Jordan. ' :

Dane le cas particulier o X est compact, on peut supposer que K est
un are simple polygonal. L’homéomorphie de 8, K avec R, est alors évidente.
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Théoréme 4. Aucun ensemble X (S, homéomorphe -& un en-
semble lindaire me coupe S, *%).

Démonstration. Il suffit évidlemment, en vertu du th. IT.1,
de montrer. qu'un ensemble linéaire jouit de la propriété (b). D*apiés
I1.(7) (remarque), on peut se borner aux ensembles linéaires et con-
nexes. Or, il résulte du th. I.1 qu’un ensemble linéaire et connexe
remplit la condition (b), puisque chaque transformation continue
d’'un tel ensemble est homotope & l'unité.

On dit gu'un ensemble Y s’obtient de I’ensemble X par une
déformation continue dans un ensemble Z, lorsqu’il existe une fon-
ction ge ZXXK, telle que g(#, 0)=x pour reX et g(X, 1)=1Y.

Théoréme 5. Si. Vensemble X C8,—(#')—(¢") coupe S, enire
2 et 2, chaque ensemble Y qui 8'obtient de X par une déformation
continue dams S,— (2')—(2"') coupe S, entre 2’ et 2".

Démonstration. Soit ge[8;—(2')—(2")1™>% une fonction
telle que g(x, 0)=a pour xe¢X et que g(X,1)=1Y.

Supposons que Y ne coupe pas S, entre 2 et z”. En vertu
des th. IT.1 et L.1, la transformation e8] est homotope & I'unité;
il en serait donc de-méme de la transformation r ¢ (z, 1) eSF et de la
transformation r g(x, 0)=r(x) eSf, qui est homotope & la précédente.
Or, en vertu des th. I.1 et IL.1, la transformation reSf ne peut

~ pas étre homotope & 'unité, quand X coupe S, entre 2 et 2",

Théoréme 6. Pour qu'un ensemble X CS8y—(2')—(2") ne coupe
pas 8, entre 2' et 2", il faut et il suffit qu'il existe une déformation
continue de X dans S,—(#')—(#’) en un point ).

Démonstration. La condition est suffisante en vertn du

th. précédent. Pour prouver quelle est nécessaire, admettons

que X ne coupe pas S, entre 2 et 2. 1l existe donc une fonction

pe RY telle que r(x)= l—%:em") pour xeX. Posons: '
g(x, t)=[(1 —1) |&|+1] e¢—09® pour (2, t)e XX K.

La fonction g ainsi définie déforme X dans 8y—(¢')—(2") en le point 1.

12) (e théoréme est df & M. Z. Dufréne. Sa démonstration (_fondét's sur

une méthode différente) a été présentée au Seminaire de la Topologie & 1'Uni-

versité de Varsovie le 4. 4. 1930; elle n'a pas été publiée. , I
1) Pour les ensembles X compacts voir K. Borsuk [?], p- 383
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Notons encore le

Théoréme 7. Etant donnés deux ensembles conne@*’es X ey
tels que XCYCX(CS, et dont Y coupe 8, entre #' et 2", il ewiste un
point qeY tel que X-(q) coupe 8, entre & et 2’ ).

§ 2. Les théorémes sur trois continus.
Coupures irréductibles.

Théoréme 8. Soient X,C 8, et X,C8, deux ensembles fermes
(o ouverts) dans X,~+X,, dont le produit X,-X, est connexe. 8i aucun
deuw ne coupe 8 entre les points 2 et 2", leur somme X, X, ne coupe
non plus S, entre ces points 15).

La démonstration g’obtient ' immédiatement
de L (5).

Théoréme 9.. Soient X,(C8,y, X,C8, et X3CR8, trois ensembles
connexes, dont le produit XX, X, n'est pas vide. ¥ aucun des en-
sembles X,+X; ne coupe S, entre les points 2 et 2", UVensemble
X+ X,+X; ne coupe non plus 8, entre ces points 18).

du th. IL.1 et

Démonstration. Il existe, d’aprés le th. 1.1, trois fonctions
(p,,eRle" % telles que r(m):ewi’(") pour veX;+X; On peut évidem-
ment Supposer que @,,(2)=@,3(2)=e@;,(2) pour un point ze X, X, X,.
Par suite de la connexité de X; on a selon 1.(3)

P12(2) =g ()
F 12(@)=Pop(T)
Pos(%) = 3,(2)

Y) Pour l& démonstration voir S. Eilenberg [2], p. 171, th. 12.

18) C’est une généralisation sur les ensembles quelconques du premier thé-
oréme de Z. Janiszewski [1], p. 62.

Remarquons que le deuxidme théordme de Z. Janiszewski [1], p. 62
g'obtient du théoréme 8 du texte d'une fagon presque immédiate. En effet, soient
X,, X8, deux ensembles connexes et fermés (ou ouverts) dont le produit X,-X,
n'est pas connexe. On peut évidemment supposer que z; et 2z, appartiennent
4 deux composantes distinctes de X;.X,. Aucun des ensembles ouverts (ou fermés)
¥,=8,—X, et ¥3=8,—X, ne coupe §, entre 2’ et 2z, tandisque leur somme
Yl'—}-Y2=(ngX)+(S,—X,)=S,—-—X1-X, coupe 8, entre 2 et z’'. En vertu du
théoréme 8, 'ensemble ¥,-¥,=(8,—X,)« (§,—X,) =9,—(X,+X,) est done
non connexe, ¢. q. f. d.

pour w®eX,,
pour e X,,
pour weXj.

16 isati .
) C'est une généralisation sur lea ensembles connexes quelcongques du’

théoréme de C. Kuratowski [8], connu sous le nom du »théoréme  sur trois

con‘:ionus“. Pour une démonstration procédant par homologie voir E. Cech [1],
p. 20, : ‘ '
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En posant donc
g(@)=py x) pour zeX-+X

on obtient une fonction univoque telle que r(z)= ey pour
we Xy+X,+ X5 Pour prouver que cette fonction est continue,
remarquons qu’une fonction qui est continue sur chacun des en-
sembles X+ X; 'est aussi sur X,+X,+X,. On a donc r~1 sur
X, +X,+X5 coq.f d - S

Remarquons que la démonstration du th. II.9 repose sur la proposition
suivante, que nous avons démontrée implicitement:

(1) Prémisses: 1° les ensembles X,, X, el X; sont cownexes,

20 XXy X,50,

30 legémxw.xn,

49 f~1 sur chacun des ensembles X;+X; -

Thése: f~1 sur X,-+X,+X,.

On en tire en vertu des th. I.3 et 1.9 les théordmes suivants:

Théoréme 10. Eiant donnés irois ensembles X,, X, et Xy connexes, lels
que Xy XpXy5k0 el que chacune des sommes X;+X; est un ensemble localement
connexe et unicohérent, la somme X,+X,+X, Vest aussi.

Théoréme 11. Etant donnés trois continus X, X, et X, tels que XX, X330
et que chacun des espaces SKITXI est connexe, Vespace SYH¥+% Test aussi.

@

Théoréme 12. Etant donnés trois ensembles X (S, X,C8,
et X, 8, connexes et tels qu'aucun des ensembles Xi+X; ne coupe 8,
entre aucun couple des Points 2y, 2y, 25€Sy Vensemble X,+X,+X; ne
coupe pas Sy au moins parmi un de ces couples™). .

Démonstration. Pour tout ensemble XCS2 qui ne coupe
pas 8, entre un couple x, et ,, il existe évidemment un ensemble
ouvert U)X ayant la méme propriété. Il existe par conséquent
trois ensembles ouverts Uy X;+-X; dont aucun ne coupe S, entre
aucun couple des points 2y, 2, 2. Soit ¥, celle des composantes de
U, Us; qui contient l'ensemble connexe X,. En définissant les

" ensembles Y, et ¥, d’une fagon analogue, on obtient trois ensembles
Y; DX, ouverts, connexes et tels qu'aucun- des ensembles Y+ Y;
ne coupe §, entre aucun couple des points 2y, 2 2. Le théoréme
sera donc démontré, lorsque nous aurons prouvé que Y,+Y,+ Y,
ne coupe pas S, au moins parmi un de ces couples. :

17) C’est une généra,lisatioh sur les ensembles connexes quelcongues du
théoréme de E. Cech [1], p. 20, dont la démonstration est basde sur I'homologie.
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On peut supposer que Y;-¥;4=0. En effet, en supposant que
Y,-Y,=0, on peut appliquer aux ensembles ¥,+ Y, et ¥,+ ¥,
le th. II.8. De méme, on peut supposer que Y, Y,:¥,=0, puisque
dang le cas contraire on pourrait y appliquer le th. II.9.

Soient maintenant L, ¥, trois arcs simples tels que L;-L;3 0,
Comme L,:L,Ly=0, on peut trouver trois arcs simples IL;C L,
tels' que chacun des ensembles L;-L; se compose d’un seule point
@y qui soit une extrémité commune de L; et L, ISensemble
Z=Li+I,+1I; est une courbe simple fermée et par conséquent ne
coupe Sy, qu’en deux régions ¥). Comme ily a trois points 2y, 2, et 2,
la courbe Z ne coupe pas S, eritre un couple de ces points, p. ex.
entre 2, et 2,. Nous allons prouver que Y, Y,+Y; ne coupe non
plus 8, entre ce couple de points.

. Sans compromettre In généralité, on peut supposer que zl—z
et que z3=2". D’aprés le th. IL.1, il existe done une fonction ¥ ¢R7,
telle que 7(x)=e"® peur weZ, et trois fonctions uneR, Yt telles
que r(z)=e"1Y pour we¥,+Y, et que

(i) ' Y(wy)=py(@y).
Pour weL;+ILj, on a evW=¢lrxt, ce qui entraine en vertu de (i)
et de I. (3) que y(@)=py(x). En particulier,
(ii) Y(@12)=031(%15)-

Considérons Iensemble Y,. On a e¥ul) = ¢l7«® pour weX, et,
de (i) et (ii), on tire @,(#,)=@s,(2,,). II en résulte en vertu del.(3) que

P1a(0)=q3y() pour xeX;. |

D’une fagon analogue '

P12()=Pgq() pour e,
Poa(®)=pgy(0) pour @eY,.
En posant

P(2)=py(x) pour weY,+Y;

on obtient done une fonction univoque, telle que r(x)=e¥® pour
2e¥,+Y,+ Y, et continue, puisqu’elle est continue sur chacun des
ensembles ouverts ¥, Nous avons ainsi établi que »~1 sur
Y, +Y,+Y, ¢ q. £. 4. ’

18) Nm‘m noug appuyons ici sur le théordme de Jordan, qui sera démontré
dans la partie III (th. 5) sane avoir recours aux résultats de ce §.
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Nous :allons appliquer les th I1.8 et II.12 & démentrer deux
théorémes qui concernent les relations enfre la notion de coupure
irréductible et celles de continu indécomposable et de continu
irréductible entre deux pomts“) Ces notions s'étendent sur les en-
gembles non fermés de la facon suivante:

Un espace connexe X sera dit irrdductible entre les pomts ®y
et @, lorsque

1° X contient z, et w,;

2° aucun vrai sous-ensemble connexe et fermé deX ne conment

ces deux points s1multanément

Un espace connexe X gera dit mdécomposable, lorsqu’ll n’est
pas somme de ses deux vrais sous-ensembles connexes et fermés.
Un ensemble X(C 8, sera dit une coupure wéduotv,ble entre
deux points 2y, 2,¢ S;—X, lorsque
1° X coupe S, entre les points 2; et 2; :
20 aucun vrai sous-ensemble de X, fermé dans X, ne coupe S,
entre ces points. -

1l résulbe du th II 8 qu une coupure méducmble est tou-
jours connexe.

. Lemme 1. 8iun ensemble X8, est une coupm‘e 1wédumble
de 8, ‘entre les points 2 et 2’ et 88 YC X est un ensemble conneme»
et fermé dans X, alors Vensemble X—Y est ammewe.( SRS

Démonstratlon En effet supposons que
En uppliquant le th, II.8 aux engembles ZY—[—P2 et Y+P2, dont

%

" aucun ne coupe S, entre 2’ et 2”,.on conclut que . X ne coupe pas Sz

entre 2 et z”, contrairement & ’hypothése.

Lemme 2. Si un ensemble "X C 8y, supposé une coupure irré-
ductible de: 8, entre deux poinis &' el 27, est, décomposable, il ewiste deusr
ensembles X, et X, commenes;. fermes, dans X et tels que :

(iid) x»—~;xl+x2, -
(iv) o o*x;:{:x et o:;:xf;:_x“f’
V) X=X x*xh, ferpi unt g o v} X=X $ X=X

1) C. Kumtowskl 3], D 180;.[8): p: 24; % Jmnszewxh etr'C Kum-
towski [1], p. 210; C. Kuratowski-[2}, L p. 200: —

Fundumenln Muthemuticas, T. XXVI. o
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Démonstration. 3i I'ensemble X est connexe et décompo-
sable, il existe un ensemble Y(C X connexe, fermé dans X et tel que

(Vﬁ) 0#17:#:.X, X#-‘-;:Y'.(Y"‘"‘Y. )
Po_sons o _
(Viﬁ.) X-L—":X . X — Y, ‘ -X2= . .cY: — .J»Ylu

Les engembles X, et X, sont fermés dans X et connexes d’aprés
le lemme précédent, Les relations (iil), (iv) et (vi) s’obtiennent de
(vii) et de (viii) par un calcul immédiat. Pour démontrer (v), il
suffit de remarquer que 'on a 1’identité

XX V=X X—XX—X-X—7
pour chaque ensemble YC X fermé dans X %),

Théoréme 13. Un ensemble X S,, supposé une coupure irré-
ductible de 8, entre tout couple des points 2., 2,, 23 ¢Sy, €8t une somme
de deux ensembles connexes indécomposables **).

De plus, dans le cas ot X est décomposable, la décomposition
de X en deux ensembles comnewes indécomposables est donnde par le
lemme II. 2. ‘ '

- Démonstration. Supposons que X soit décomposable. Il
‘existe alors, selon le lemme II.2, deux ensembles .X; et X, connexes,
fermés dans X et satisfaisant & (iii)— (vi). Supposons qu’un de ces
ensembles, p. ex. X,, ne soit pas indécomposable. Il existerait
alors deux ensembles Y, et Y, connexes, fermés dans X et tels que

(ix) Xy=Y,+¥,, Y X, Y,

Nous allons montrer que ‘
X4+ Y,+ Y, XX +Y, e XX +7,

En effet, la premiére de ces relations résulte de (ix) et de (iv). Fn
supposant que X=X, + Y,, on aurait selon (vi) X, C Y, contrairement
a (ix).

Ces inégalités montrent que les ensembles X,, Y, et Y, satis-
font aux hypothéses du th. II. 12, contrairement & I’hypothése que
X=X,+Y,+Y, coupe 8, entre tout couple des points 2y, 2, et 2.

-20) C. Kuratowski [1), p 37 renvoi 2.
#) Pour les continus voir C. Kuratowski [8], p. 138 et [5], p. 38.
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Théoréme 14. Un ensemble X 8y supposé une coupure

irréductible de S, entre 2 et 2, est soit indécomposable, soit remplit
les conditions:

&Yz.AYl'—E'XZ,
P, - P,=0,

XI‘X2=P1+.P2,
Py 0Py,

ol Xy, Xy Py et Py sont des ensembles fermés dams X, et X;, X, sont ‘
connewes et irréductibles entre chaque couple de points @, e P, et z,¢ P, %),
De plus, les ensembles X, et X, sont donnés par le lemme I1.2.

Démonstration. Supposons que X est décomposable et
soient X, et X, les ensembles donnés par le lemme II.2. En vertu
de (iv), aucun d’enx ne coupe S, entre 2’ et z”. Il existe done deux
fonctions @,eRi" et @ e R telles que r(w)=e¥™ pour weX; (i=1,2).
On peut supposer que @,(%y)=e,(x,) pour un point ®,e X, X,
Désignons par P; 'ensemble des points zeX, -X, tels que @,(x)=p,(x)
et posons P,=X,.X,—P,. Les ensembles P; et P, sont fermés
dans X et on a P,=F0 et P,= 0, puisque, dans le cas contraire, on
obtiendrait r~1 sur X, en posant ¢(z)=@;(x) pour xe X,

Reste 4 démontrer que X, et X, sont irréductibles entre tout
couple de points z, e P, et x,¢P,. Soit & ce but ¥ X; un ensemble
connexe, fermé dans X et contenant o, et x,. Supposons que ¥+X,
ne coupe pas S, entre 2 et 2. Il existerait donc une fonetion weR; t*
telle que r{z)=¢"® pour we Y-+ X, et que p(z,)=0¢,(#;)=¥s(z,). En
vertu de I.(3), on aurait donc @(x)=gpy(z) pour veY et W(@)=@,()
pour weX, Aol @,(@,)=@y(®,), ce qui est impossible, car
wge Py. L'ensemble Y+ X, coupe donc S, entre 2’ et 2. Par conséquent
X=Y+X,, d’0on, en vertu de(v), X;C Y et finalement X, =¥, ¢.q.f.d.

§ 3. Connexité locale. Coupures locales.

Etant donné un ensemble quelconque X, désignons par L(X)
lensemble des points weX pour lesquels il existe un entourage U
de z aussi petit que l'on veut et tel que lensemble X- U soit con-
nexe. I’ensemble L(X)C X ainsi défini est évidemment un G La
condition X L(X) équivaut & la connexité locale de X; chaque
ensemble Y tel que X C ¥ CIL(X) est dans ce cas localement connexe.

L —————,

22) Pour les continus voir C. Kuratowski [3], p. 137 et [Blf p. 235. Pour
le cas de eontinus, un théordme inverse sera démontré dans la partie IIT (th. 20).
. o
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On appelle ensemble gquasi-péanien tout ensemble Gy loca-
lément connexe et situé dans un espace complet.

(2) Prémisses: 1° XCYC X+L(X),

20 f€S1Y’

3 f~1 sur X.

Theése: f~1 sur Y,

Démonstration. Soit cpeRIX une fonction telle que
(i , flx)= 6’9"(‘) pour xelX.

Soit :veL(X) Selon la déﬁmtlon de L(X), il existe un entourage U
de x tel que XU est connexe et que S[f(X.U)]<1. On en tire
en vertu de L (4) o[p(X-U)]<m. Il en résulte que 1’oscillation de
la fonetion ¢ au point #2) est <2m; en vertu de (i) elle est done égale
4 0. La fonction ¢ admet donc une extension ¢’ sur 1’ensemble
X4+L(X)DY ) et, par suite de la continuité des fonctions f et ¢,
on a f(y)=€#® pour tout yeY.
(8) Prémisses: I° Vensemble X est quusi-péanien,

20 fE Si"y

3 f~1 sur toute courbe simple fermée Z(CX.

“Thése: f~1 sur X.

Démonstration. Nous allons montrer d’abord que f~1 sur

la somme L,+L, de chaque couple d’arcs simples L,, L,(C X. Comme
f~1 sur L, et sur L,, on peut supposer que L1 «Ly==0. Soit @geL,-L,.

Il existe alors deux fonctions @,eRi' et p,e Ri* telles que f(@)=e P

pour weL; (i=1,2) et que @,(3)=@,(2,). En supposant gque
fnon~1 sur L;+ L, on doit admettre que l'ensemble P, des
points x e L+ L, tels que @,()F=¢,(«) est non vide. Les ensembles P,
et P,=1I,-L,—P, étant fermés et non vides (puisque zyePy),
il existe deux ares simples - L“C:L1 et LC L, n’ayant en commun
que leurs extrémités @' et o' telles que Py(x')=pa(@ ') ot @y(@” ) Fpy(2).
Mais alors on voit facilement que fnon~1 sur la courbe simple
fermée Li+ L;, contrairement & I'hypothdse.

zé) C. kKuratowski [lj, p. 210.
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Soient maintenant Ly, Ly, L,C X trois arcs simples. Nous-allons
prouver. que f~1 sur L,+L,+L;. On peut supposer que Li-L;30,
puisqu’en supposant p. ex. que L,.Ly;=0, on aurait f~1 sur L,+L,
et sur L,+Ls; ‘en appliquant I.(5), on aurait donc f~1 sur

- Ly+Ly+Ly. Soient ¢, 6B et @,e BRI deux fonetions telles que

fle)=¢"® pour weL,, que f(x)=e"™ pour weL,+L; et gque
@4(my)=14(2,) pour un point z,eL,-L,. Soit maintenant xeL,+(Ly-+Ls)
un point différent de z,. Comme L,-Ly+0, il existe dans L,+Lg
un arc simple L; contenant », et . Comme f~1 sur L,+ILz ona
@1(@) = @y(2). Il en résulte, en posant ¢(x)=e@,(x) pour weL; et
P(@) = @y(®) pour wéL,+ Ls, que f~1 sur Ly+ Ly+ Ly,

En vertu de I.(7) (remarque), on peut supposer que 1’ensemble
X est connexe. Soit w,e X et choisissons un nombre g(z,) tel que
f(@o) = €%, Considérons un point arbitraire x,¢ X et un arc simple
LCX contenant z, et », (un tel arc existe, puisque X est connexe

et quasi-péanien). Il existe donc une fonetion weR{ telle que
f(@)=¢%® pour veL et que P(x))=¢(x,). Posons. (s, )=w(z;). On &

. f(@)=€¥®; pour terminer la démonstration il suffit donc de prouver

que la fonction ¢ est univoque et continue.
Soit & ce but 2 eX et 0<eL1. Il existe un nombre 7>0

tel que la relation |¢—w,|<ln entraine |f(2) -—f(ml)|<-—— L’ensemble X

étant quasi-péanien, on peut choisir un nombre 071>0 d'une mamére
que la relation |z,—,| <7, entraine l'existence d’un are simple L tel
que v, wg¢L et que d(L)<7. Désignons par L, et L, deux arcs, simples
tels que @, @, eL; et @, g€ Ly, Comme f~1 sur Ly+L,+L, il existe
une fonction weRIT=TE  telle que f(z)=e¥? pour weL;+L+1L
et que w(w,)=g@(z,). Par définition, on a done g(y) =P(®@,) et
¢(@,)=1(,). Or, les relations d(L)<7 et wleL entrainent d[f( L)]<;—l,

ce qui donne en vertu de L.(4) l’megahté dw(L)]<¢e et ﬁna.let

|9 (o0 )—p(@y)| <. IR
Les th. II.1 et IL (2) donnent le »
Ihéoréme 15, XC 8, dant um ensemble qui ne. couye pas S,

entre 2 et 2 ) Pensemble X -I-L(X)-——(z )—-—(z") ne coupem;plm 8,
entre 2’ et 2. :
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" Corollaire 16. X 8, dtant un ensemble qui ne coupe pas 8,,
tout ensemble Y tel que X C YC X+ IL(X) ne coupe 8, non plus.

Les th. II.1 et II. (3) donnent le

Théoréme 17. XC 8;—(2')—(2") dtant un G5 localement con-
nese et qui coupe S, entre 2 et 2", il ewiste une courbe simple fermée
Z(C X qui coupe S, entre les mémes -points ™).

Corollaire 18, XC 8, dlant un @; localement connexe, chaque

_ constituant ) de Sy — X est sa composante.

. Théoréme 19. Une coupure X C 8y—(2')—(2") irrédctible entre
¢ o2’ et qui est localement connexe, est une courbe simple fermée.

Démonstration. Soient ¢ >0 et e X. L’ensemble X étant
une coupure irréductible entre 2’ et 2”, I’ensemble X— U(w, ¢) ne
coupe pas S, entre 2’ et 2”. Il en résulte en vertu du th. I1.15 qune
Pensemble L(X)—(2')—(2")— Uz, &) C L[X— U(w, £)]—(2')—(2") ne
coupe non plus 8, entre 2’ et ¢’. L’ensemble L(X)—(2')—(2") est done
une coupure irréductible entre 2’ et #'. Il en résulte en vertu du
th. IL17 qu'il est une courbe simple fermée. Or, comme
XCL(.w)e-(z)———(z "), X est également une courbe simple fermée,
puisqué aucun vrai sous-ensemble d’une courbe simple fermée ne
coupe S, (th, II.4).

" -Théeréme 20. 8i Vensemble X CB8, est localement connexve et ¥
est un ‘constituant de 8,— X, chaque point we Y—Y est accessible
de ¥'%), -c. & d. qu’il existe'un continu K (contenant plus d’un point)
tel que meKCY-H )

Démonstra.tnon ‘Soit {ys} une suite de points de ¥ con-
vergeanb vers @. Désignons par Y’ la composante de S,—X' qui

contient le point y, o X’=L(X)——(w)——§(g,,). En vertu du th. IL.15,
. k=1 .

) PourXtermévoxrR L. Moore[l],p 260 et C. Kuratowski [3], p. 140,

%) ooad. l’ensemble d'es pomts qui se laissent joindre par des continus avec
1n point fixe. ‘

%) Ce théoréme est bien connu pour les X compacts.
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on a YxeY pour k=1, 2,.., et par conséquent z¢Y’'. L’ensemble X

étant un G localement connexe, Y’ est un constituant de S,—X’

(cor. I1.18). Il en.résulte qu’il existe un continu K CY' irréductible

entre les points y, et .- Reste & montrer que K—{x)(C ¥. Lensemble

K—(w) étant, comme on le sait, connexe, on a K-—(z)C X" ot X"

est la composante de 8;,—X"'= 8;—[X'+(x)] qui contient le point y,.
Or, on a

X'=X"+(2)=L(X Z(%DX

X'’ est donc un @y localement connexe et Y est un eonshitﬁant
de 8;—X" (cor. IL. 18).  Par conséquent: Y"CY puisque XCx",
d’odt K—(x)CX, c. q.f. d.

" Corollaire 21, X (8, étcmt un, ememble localement oonnewe,
chaque constituant de S;—X est ferme dans 8,—X. '

Nous allons maintenant apphquer le th. IL15 pou.r éta,bhr
un théoréme concernant les coupures locales de 8, ‘

On dit qu'un ensemble X(C 8, coupe 'S, localement dans un
point ¢ 8,, lorsqu'il coupe chaque entourage U de suffisamment
petit. On voit aussitét que pour les ensembles X fermés (localement
dans le point x) cette condition équivaut & la condition -

2 6 8y— X —L(8;— X). -

En effet, ces deux ' conditions équivalent & celle que pour

tout entourage suﬂlsamment pemt U de = l’ensemble (S,——X) 2
ne soit pas connexe.

- Théoréme 22, Un continu- X CS, coupe kodemt 8, en tout
point veX qui coupe X. ~

‘Démonstration.. Il enste, _par hypothese, dfux points
%y, w,eX——(m) entre lesquels le pomt @ coupe le wcontmu X. Ilen
résulte que 8, —X +(x) coupe 8, entre L et m,, 1 fgque IS,—-X v
ne coupe pas S, | S, D’a.prés le th. II 15 on a donc znonelL (S,—-X)
Or, on a meS —X, pmsque @ coupe le contitin X @n ob"blent donc

C'orolla/tre ,33 Un_‘contmu ,X CS, m'édwtzble emre deuas
points @, et @y aoupe lch emeont- S, dam tout pomt meX-—-(wl)—-{m 2

Covollaire 24. Un continy indécomposable. XC 8. ooupo
localement 8, dams chacun de 8es pomts
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[II. COUPURES DE §, THBOREMES QUANTITATIFS.
§ 1. Préliminaires.

Etant donnés deux points différents #,, 2,¢8,;, posons:

Zy—R B2 Q
e s el By (00) = 2

ez 2) = P 2,

Ainsi définie, la fonction k.. transforme S8, en S, par homéo-
morphie et on a toujours h..(2;)=0, bz, (25)=o00. En posant donc

T2 (2)= |h:,:3(2)| pour zl#: 7, et ze Sz”‘“‘ (zl) — (%),

an(?) =1 PO‘H' =2y

ON & 77,2,(2)=7(ha2,(2)) ot on déduit du th. IL.1 et de la définition
de h,. les conséquences suivantes:

(1)  Pour gu'un ensemble X (8, ne coupe pas 8, enire les points
21y 2 8p—X, il faut et il suffit que Von ait
‘ Tz.z,’;l sur X.
(2) 7‘z,z2(’~’)""zgz,n(z)'fz;.z.(z)‘=1 pour tout z‘f&*.(%)“(%)"‘(%)-
Pour ehaqﬁe couple de ‘fonctions 1 fzeSix, nous écrirons

“fi~fs sur un sous-ensemble Y de X,

hi@)
fa(@) :
relation est symétrique et transitive, et que si f1~f2 et f,~f, sur ¥,

alors f, fi~fofo © 1;—1 ;: sur Y.

" 11 résulte du th. 1.1 que pour avoir fi~fy sur X, - il faut et il
suffit que les fonctions f, et f, soient ‘homotopes.
Les fonctmns f1 fasee - f,.eS; seront dites Vinéairement indé-

lorsque f~1 sur Y ou f(z ) On irérifie facilement que cette

pfmda/ntes, lorsque la relation ﬂ ﬂ"~1 sur X (p; entnels) 1mp11que

Pr=py=...=Pu=0.

L’ensemble @ 8 s'appelle une base d’un ensemble TC Su
lorsque 1° les fonctions de @ sont linéairement indépendantes
2% pour toute fonction ge®, il existe une suite finie fo ]‘2, v Iue® et

un systéme de nombres entiers D1y Pay-iry Pu telS que g~ Hﬂ” sur X. |
‘ ‘ o v i1 .
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En faisant correapondre & tout couple de fonctions Fur fae 85
la fonction f,-f,e SF, on obment un groupe a.behen, que nous dé-
s1gnerons également par SF 7)., L’ensemble P(X)CS; des fonetions
feSF telles que f~1 sur X est évidemment un sous- groupe de 8f.
Considérons le groupe-quotient ( ,,Faktorgruppe“) B X)= R 1P(X),
c. 4 d. le groupe qui s’obtient du groupe 87 en identifiant les éléments
homotopes #). On voit aussitét que les notions d’indépendance
linéaire et de base, définies plus haut, coincident avee les mémes

‘notions congues dans le sens habituel de la théorie des groupes,

appliquées au groupe B,(X). La proposition (3), qui va suivre, montre
que le groupe B,(X) est ainsi dit groupe libre (,,freie Gruppe*’). Nous
appliquerons dans la suite les propriétés élémentaires suivantes de
groupes abeliens libres: 1° s'il n'existe aucun sysiéme de n+1 dléments
linéairement indépendants, il eviste une base dau plus n éléments,
20 le nombre @'éléments d'une base ne dépend pas du ohouv de la base.

(3) Prémisses: 19 feSf,
2 fr~1 sur X pour un entier p:{:O
Thése: f~1 sur X.

Démonstration. Soit @ ¢ R une fonetion telle que [f x)P=eirtv)

pour tout xe.X. Posons y(x)= _J(@)+2in

Soit X; (i=0,1,..., p—1) Pensemble des xe X tels que ffw):e?"‘i"‘?.f
Les ensembles X; étant évidemment fermés et disjoints on a f~1 sur
Xo+X,+...4+X,. 1. Reste done & montrer que X=X+ X,+...4+X, ;.
Soit & ce but weX. Il existe un yeR, tel que f(w)=eW. On a done
flr)y=ew+nt (p=1,2 ) et par suite ePUtnN=¢¥M, Il existe done
un entier k, tel que p(y-+2nn)=g(x)+2k,m. L'égalité

(@) 2k,
P

pour we X et i=0, 1 yonsy Drrl,

Y+2nn=

montre qu’en faisant varier # on peut obtenir 0<C 70,,<p—1
D’oun @ e Xy, CXy +X1+ A X '
Démgnons par b,(.X) le nombre d’éléments d’une base ﬁme
de SI, $il v en a une, et posons dans le-cas contraire: bi(X) =00 ),
On"voit aussitét que la condition b,(X)=0 équivaut & la condition: (bi,
pour X compacts elle équivaut done (cor 1.10) 4 la connexité de S5

27) Ce groupe a été considéré (pour X compact) par N. Bruschhnsky m.
Cf. aussi K. Borsuk [6] et H. Freudenthal [1). SRs ,

: %8) Le nombre-b,(X) nous remplacera. le nombre de Bettl conespondant
A la dimension 1. Cf: N. Bruschlinsky [1]. B R TTaE R E
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(4) Pour toute fonetion feSf', il ewiste un entier p lel que f(z)~a

sur Sl

Démonstratlon Désignons par Ki l’mberva.lle fermé <0, 27>

et posons g(@)=e* pour zeKi. En posant *(@)=fg(z) pour zeKj,
on a f*e 8" et il existe d'aprés les th. 1.6 et 1.3 une fonction
g*c B, telle que fg(z)=e¥"® pour zeK; On a 6¥"=fg(0)=f(e")=
= f(6?7) = fg(2n) = ¢#°C", Q'onr l'existence d’un entier p tel que
@(2n) — (0)=2pn. Considérons la fonction ¢(2) faisant corres-
pondre & tout point zeS, tel que z=e¢* (0K2< 27) le nombre
p*z) —pxr. On a cpeRl , puisque ¢*(0)—p-0=¢*(27)—p-2m,
Ensuite e#@=¢ir*®). g-ipx=f(¢ix)+ (ei*) P=f(z) -2z 7. Il en résulte que
f(z)~2r sur 8.

(5) Toute fonction feS{
 espace donné X admel une extensions sur un ensemble owvert U

(tel que YCUCX).

Cette proposition résulte immédiatement du fait que 8, est un
rétracte- absolu de voisinage dans le sens de M. K. Borsuk?®).

Désignons par by(X) et by(X) respectivement le nombre des
composantes et celui des constituants3?) de X dams le cas ol ce
nombre est fini; dans le cas contraire, posons respectivement
by(X) =00 et by(X)=0031).

- % 2, Le théordme de dualité de J. W. Alexander.

Lemme 1. 8i les poinls 2, 2y, ..., 2, appartiennent & de divers
constituants de S,— X, les fonctions r,,,,, Vizy oy Tz, SOME liméai-
rement mdépendames sur X.

Démonstration. Dans le cas n=1 le lemme résulte de III.(3)
et; III (1) Admettons ce lemme pour n—1 et supposons que H r"' ~1
o sur X D'aprés L.(6), ﬂ exmte alors un ensemble ouvert U tel que

XC“UCS V(z,) et que H’ ol ~1 sur U. Désignons i)ar C; celle

<) K. Borsuk [5], p. 222 227 et 224
%) ¢f. renvoi ).

: < 3)-Le nombre b, (X) (on bo(X)) remplncera dfms la suite le uombre de
Beth correspondant i la dimension zéro.

ou Y est un sous-ensemble fermé dun

icm
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des composantes de S;—U qui contient % (i=0, 1, ...,n) et par K,
un segment rectiligne qui joint 0 avec 1'un des contmus Qy, Oy ..., Cy
(p. ex. avec C,) sans avoir des points eommuns avec les autres
(K4:0=0 pour i=1, 2, ..., n—1). L’ensemble 8,—U étant compact,
il en résulte que C,,C,, ...,C,_; sont des composantes de (S,—-U) +K,.

Or, on a selon ITI.(1) rz’;;' ~1 sur U—Kl, pmsque K, Co:}:O et
K 1° Ca ¥ 0. 11 vient donc

n-—l

Hr"1~1 sur U—K,,

=1 *

et par conséquent pl._p,_..;_p,,..l_() Le cas général se réduit
done au cas n=1, déja établi. o

Remarque.

Tl est évident que l’iﬁiiépendance linéaire des
fonctions 7.,

ey Paz, SUr X est une condition suffisante, pour
que X coupe S, entre tout couple parmi gy 21y -y %0 En effet, en
supposant que X ne. coupe pas S, entre z;, et 2, (0<a1<f,2<n),
on a selon III.(2) et IIL.(1) '

~1 sur X

7‘2»21‘ *Tagy, = Y22,

et les fonctions r,,, ..., T2z, D€ sont pas linéairement indépéndantes

sur X.
Oetbe remarque .et le lemme précédent mlphquut le

Théoréme 1. Pour tout ensemble X CS,, on a
bo(8,— X)<< (XH-I

Lemme 1. X8, étant un ensemble fermé et z,,, 21y eeny Zny e . une
suite (finie ou mon) de points de S,—X, qui contient evactemert wn
point de chaque composante de ;S’g —X, la suite des fonctions

Tariy Taz - r,,,,,,, .. est une base de Sl

,,,,,

Démonstration. Oonsulérons deux pomts Py :e,e S,—-X Il
existe deux indices %, et ¢, tels que chacun des couples Ty 2;, €6 D2y,
se trouve dans une composa.nte de 8,—X. On a donc selon I;[I (2!
et IIL.(1): TR

: r,,m_.ry,,, Ty ""»‘L r,, 5 sur X,

o Tagy, ~ ~1 gur, X, ' Tz,‘x, ~1 sur X
d’ou : :
o r—"lv:Nr’;il. * rz,zg, sur- - X“ ‘
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Pour démontrer le lemme, il suffit donc, en vertu du lemme
IIL.1, de montrer que, étant donnée une fonction arbitraire fe S7,
il existe un systéme fini de points mo, @yy oy LaeSp—X €6 un systéme

d’entiers D1y P2y 1P tels que f~[] o Sur X,

Or, selon IIL(5), 11 existe un ensemble ouvert U DX auquel
la fonction f se laisse étendre. Dans U, nous pouvons trouver un
ehsemble P X qui est somme d'un nombre fini de polygones ®2).
En unissant ces polygones par -de segments rectilignes, auxquels
on peut toujours étendre la fonction f, et en appliquant III.(5)
au continu composé de P et de ces segments, on parvient au polygone
IIDX sur lequel la fonction f se trouve ainsi étendue. Désignons
par Cy, Cy,..., Oy les composa,ntes de 8,—1I. Soit e C; (i=0,1,...,n)

et-posons Y=4, 2 @)

Chacun des ensembles C; est homéomorphe & K,33), de sorte
quil existe une fonction continue geII* telle que g(x)=x.pour
zell (c. & d. que IT smt un rétracte de Y). En posant f,(z) = fg(x)
pour z¢Y, on a flesl et f,(x)=f(x) pour weX.

Nous avons ainsi montré que chaque fonction fe Sx se laisse

étendre sur 8,, 4 Pexception @’un nombre fini de points @, @y, ..., Ty
Dans la suite, nous appliquerons l'induction compléte suivant le

nombre n. Dansle cas n=—1 ou n=0, on a f; e8> ou f, e85 ™, -

d’ott f;~1 sur X (cor..I.6, th, I.3) et finalement f~1 sur X.
Supposons & 'instant que @,= oo et x,=0. Désignons par K,
le cercle |2|<C? ol ¢ est choisi assez petit pour que 'on ait K3 X=0
et z; non e Ky (1=1, 2,
fermé et x, étranger & X. En posant pour ze S,

g(@)=H(t2),
on a geSf' et il existe d’aprés IIL (4) un entier p,. tel que g(z)fz”"~ 1

. a*) Nous a.ppelons ici polygcme tout ensemble fermé P(Y, qui est la fer-
meture d’un ensenible Guvert connexe et dont la frontiére se compose d’un, nombre
fini de segments rectilignes.

3) en vertu du' théoréme suivant, d’ailleurs le seul concernant 8, qui soit
postulé dans ce mémoire comme démontré (sauf le § 7):

Etant donné un continu X (8, toute composante O de Sy—X est horneon:orpM
& R, (ef. renvoi 1)),

-8 en outre, X est un polygone, 0 est honéomorphe & K,.

.y n—1), ce qui est toujours possible, X étant
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) N 2Pn .
sur §,. On a done fl(z)--z-P-;~1 sur la circonférence S; donnée par

la relation [¢]=t. Considérons la fonction f,( z)__fl(z) l ] pour
z€S2—I§o'(wl)'—(-Ké_Sl)= —(K5—81). On a f,~1 sur §;; en -vertu

de X.(10) (en y posant X,=Y —(Ks—8}), X,=Kj, j=f,), il existe

donc une fonetion f,e8; e qui est une extension de f,. Pour
ze X, on a ainsi

2Pn

fa(2)=fs(2)=f\(2)- H =f(2)- le]pn

Pour se débarrasser de I'hypothése que z,=oco et’ z,,:——, bh
n’a qu’s appliquer & §,1a transformation h;,‘” (qui fait passer z, en 0

et 2, en oo) et, par conséquent, & remp,lacer'la fonction l-zl— par r;,’n.

On obtient ainsi pour zeX
f(R)=fs(2) 772 (2)

avec f,€ 8/ T%W, ce qui réduit le cas de n-au cas de n——l

" Le lemme qui vient d’étre établi 1mphque lmmédlatement le
Théoréme 2. Pour tout ensemble fmé XC&#X, on a.
by(8;— X)=by(X)+1 ).

Corollaire 3. La classe des sous-ensembles fcrmés de S2 qui
coupent 8, en n (ou oo) régions est invariante par ‘rapport & Vhome-
omorphze.

Corollaire 4. Pour qd un  ensemble ferme x C 8, ne coupe -
pas S, il faut et il suﬂ’u que Z’espace 81 ‘801t cowneme”)

) Les nombres b, (Sy—X) ‘et b, (X} remplacant ici les nombres dé ‘Betti
(voir renvois 28) et 1)), on retrouve ‘ce théordine comme eas particulier du thé-
oréme de dualité de J. W. Alexander [1], p. 343; cf. aussi L, Pontrjagin [1].
Le théoréme 2 peut étre aussi regardé comme cas particulier d'un théordme de
H, Freudenthal [1], p. 162, dam l’énoncé duqnel les ;uatwus d’homologxe
n’interviennent pas.

) K. Borsuk [4];, p. 247.
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Théoréme 5. (de J ordan). Chaque courbe simple fermée X (C 8,
coupe S, en deux régions et en est la frontiére commune.

Démonstration. D’aprés le th. I.14, on a b(X) =21 et d’aprés
111, (4) on a b,(X)<C1. 11 en résulte que by(X)=1 et par conséquent
que by(S3—X)=2. Pour prouver que X est la frontiére de chacune
des deux régions de §,—X, remarquons que d’aprés le th. IT.4 aucun
vrai sous-ensemble de X ne coupe pas. S,.

Considérons les propriétés suivantes d'un espace compact I:

(@,) La classe des sous-ensembles ouverts de Y est invariante par rapport i 1’homé-
omorphie.

(ag) La classe des coupures fermées de ¥ est invariante par r&pporti a 'homé-
omorphie, .

(a,) .De tout point ye¥ il existe un entourage connexe U, aussi petit que
Pon veut, contenant y et tel que I'ensemble ¥—U soit connexe.

Théordme 6. Les propriéids (uy) et (dg) impliguent (ay).
Démonstration. Soit X un sous-ensemble ouvert de ¥ et X’ (CY son image
homéomorphe. Considérons un point arbitraire x e X. Il existe selon (a,) un en-

tourage connexe UCX.de =, tel que 'ensemble Y—TU est connexe. L’ensemble

 F=U—U est une coupure fermée de ¥. D’ a.prés (23), son image F' l'est donc

aussi. Démgnons par 4 la composante de Y—F" qui contlent I'engemble connexe U’.

On a (Y——F y—A430. Pour prouver que l’ensemble U’ est ouvert, il suffit d’'éta-
blir Pégalité T’ =A.

Supposons par contre que A—TU’'40. Par suite, 'ensemble F* -+ U’ coupe ¥

entre tout couple y,ed—U et y,e(l’——F )—A. 01, ona F'+U'=F+U)Y=(UY,
contrairement & (a,).

Corollaire 7.‘ La classe des sous-ensembles ouverts de S, est
invarianie par rapport & Vhoméomorphie.

~ § 3. La formule de Mayer-Vietoris-éech.

Le probléme que nous nous proposons de resoudre dans ce §
est d’évaluer le nombre bl(Xl—[—Xg) de la somme de deux espaces
X, et X, Nous ferons usage des. notations suivantes:

‘Y étant un sous-ensemble quelconque de X, nous désignerons

par G(X,Y) le groupe des fonctmns feSl qui admettent une
extension sur X,

" par H(X, Y) le groupe des fonctions fe S, telles que f~1 sur Y,
par P(X,, X,) le groupe des fonctions fe SF+*: telley que f~1
sur X, et sur X,,
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par ¢g(X, Y) le nombre d’éléments d’une base de (X, Y), lors-
qu’il en existe une flme, et oo en cas contraire.

Les signes (X, X) et p(X,, X,) seront entendus dans le sens
analogue.

Lemme 3. 8i les ensembles X, et X, sont fermés (ou ouverts)
.X X2=|=0 alors

p(xn X< bo( X, » Xg) —1.
Démonstration. Supposons que
X,  Xy=Py+P,+..+ P, (n>=>0)

ou les ensembles P; sont non vides, connexes, fermés {ou ouverts)
et disjoints deux & deux. Sownt

fly fm ) fm EP(Xn X!)

11 existe alors des fonctmns q),eRl et tp,eRx telles que fi(x)=e'rid
pour weXj, f(w)=6"4) pour xe X, et que @i(ry) =(2,) pour un
certain wye Py (=1, 2,...,m). On a e¥iI=evid pour ze X, X, et
I=1, 2,.., m, et, daprés L(3), ¢;(#)—¢:(x)=0 pour weP,
et (@) —)(w)=2kyx pour veP; (j=1,2,...,n) ou ky sont des
entiers. La matrice des entiers ky (I1=1,2,..,m; j=1,2,..,%)
ayant plus de lignes que de colonnes, il existe des entiers p,, p,, vseg Pm
qui ne s’annulent pas tous et pour lesquels on a '

(m>n).

» Sph=0" @=’1‘,2....,n);
-En posant done’ L

. m
P*@) =2 poie) pour zeX,
m :
PH@) = Xpipi(a) pour zeX,

' ! 1 S : m # m
on obtient une fonction univoque, puisque Vpnp,(w): 5’ pz’tﬁz(m)
pour tout weX,-X,, et continue, pmsque les ensembles X1 ‘et X,
sont fermés (ou ouverts). On a . - g
[I[f,(w)]”’ = ¢y pour tout aJeX1+X,

d’ott 'inégalité p(X,, X,)<m. Or m>b,,(X1 X,)—1 éta.m? a«rbltmm
on a p( Yp Xg)gbo(xl Xe)
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Lemme 4. Si les ensembles X, et X, sont connexes, fermés et
si Xy Xy 0, alors

P(Xq, Xp)=bo( X, - Xp) —1.

Démonstration. En vertu du lemme précédent, il suffit

de prouver que p(X,- X,) == by(X,+ X;)—1. Supposons que

Xl'X22P0+P2+’“+P" (%)0)

ol les ensembles P; sont fermés, non vides et disjoints deux & deux.
Posons pour j=1, 2,.

n 9(”1X1'X2_"-P])
e(@, P))+olx, X, X,—P))
fi(w) = ey
flz)y=1 pour zeX,.

Yy(2) = pour zeX,+X,,

pour xeX,,

On voit facilement que fje P(X;, X;). Pour prouver que les
fonctions f; sont linéairement indépendantes, supposons que

H [z

)P =e%®  pour tout e X+ X,

ol @eRM™ et les nombres p,, p,, .
£ PPt A-Prtn()]

<y pn sont des entiers. On a

pour we X, et e?®=e® pour xeX,. Il

existe donc d’aprés I.(3) deux entiers k, et k, tels que
n

o(x)+2kn =j§1 px) pour zelX,,

p(z)+2k,m =0
Il en résulte que

pour zeX,.

2(ky—Fy)m =j__21 pivfz) pour wxeX,-X,.

Soit maintenant @;eP; (i=0, 1, ...,n); on a @yz)=0 pour y:i:z et

¥(2:)=27 pour j=i. En posant donc z=x,, on obtlent S 22 Yi(w)=

pour tout ze X, X,. En posant dans cette formule mvw,, on obtient

=0. Les fonctions f; (j=1,2,...,n) sont donc linéairement in-
dépendantes
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Lemme 5. On a pour fout Y X:
by(X)=¢(X, Y)+-hX, T).

Démonstration. A chaque fonction geG(X, Y) faisons cor-
respondre une fonction ge ST telle que g(x)=g(x) pour z¢Y. Bvi-
demment on a ¢(X, Y)<<hy(X) et H(X, Y)y<<by(X); on peut done
supposer que les nombres g(X, Y) et h(X, Y) soient finis. Désig-
nons par

91y Gy ey Gn € G(X,V)C 87 n=g(X,Y)

, By, gy ooy b€ H(X,Y)C 87 =W ZX,Y)

respectivement les bases de ((X,Y) et de H(X,Y). Nous allons
montrer que les fonctions

(i) 91y Goy -
forment une base de S7.

Supposons que lon ait pour un systéme d’entiers p,, Pgy .oy Pny
1y Q25 +o+y qn

i) a“’ hl’ hE, vy h’"

ﬁ gt ["[' Bi~1 sur X.
i==1 i'-'—‘j

Il en résulte que [7 gli~1 sur Y, puisque h;~1 sur'Y, d’ott il vient

Pr=Py=...=Pp,=0. On a done [] Bii~1 sur X, doit ¢;=g=...=¢u=0.

Les fonctions (i) sont done lméa,lrement mdépenda,ntes
Soit maintenant f une fonotlon arbitraire de S7.

des entiers p,, pyy...,Pn tels que f~ﬂl glisur Y,d’ou f [_]1 (g "e H(X,X).

Il -existe

ey @ tels que f.g1(gl,)‘ﬂi ~ 1[_71 R
sur X et finalement :

n m
f~[]gl-[]h{* sur X,
i=1 =1

Théoréme 8. Pour tout couple densembles connexes et fermés
X, et X, tels que X, X,==0 et que les nombres by(X,), by(X,) et bo( X, Xy)
sont finis, on a
by X+ X,) = by Xy) 40y Xg)+bo( Xy + Xp) —1 "
— [g(Xqy Xy Xp)+9(Xgy X,y - X,)——g(Xl—}-Xz, X, X,)] *).

36) Cette formule est analogue & la formule de P'addition établie dans la
théorie de I’homologie par W. Mayer [1], p. 40, L. Vietoris [1], p. 162 et
E. Cech [2], p. 178.

Fundamenta Mathematicae. T. XXVI. 7
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Démonstration. L'égalité qui est & démontrer se réduit
en vertu des lemmes III.4 et IIL.5 & Dégalité

M+ Xg) Xy Xo) =X, X+ Xp)+MXgy Xy Xo)+p(X;, X,).

A toute fonction feH(X;, X;-X,), c. & de & toute fonction
fe8T telle que f~1 sur X,-X, nous pouvons, en vertu de I.(10),
faire correspondre une fonction fe ST telle que flw)=f(z) pour
ze X, et que f~1 sur X,. D’une fagon analogue, nous ferons cor-
respondre & toute fonction ¢eH(X, X,;-X;) une fonction ge Sft¥s
qui en est une extension felle que g~1 sur X;. On a évidemment
f{?ﬁH(-Xr‘*‘Xz’ Xl' Xz); d’olt h(Xla X1‘Xz)<. h(XH'Xz: Xx'Xz) et
WX 5, X 3 X )< X1+ X 3, Xy Xp); comme P(X,, X,) CH(X,+ X, X, X,),
on peut donc admettre les nombres h(X,, X, X,), M(X, X+ X,) et
p(Xy, X,) finis. Soient

fi for ooy fn € H(Xyy Xy - Xy) - n=M(X;, Xy Xy),
G1s G2y vy Gm € H(Xp X3+ X)) m=h(X,, X, X,),
Ry by, ooy bt € P(X4, X,) l=p(X;, X,)

les bases correspondantes. Nous allons démontrer que les fonctions

: (11) ?17 72! sevy f—m .‘717 gz; eey .amy hl’ hm “eey h

forment une base de H(X,+X,, X, X,).
Supposons que l'on ait pour un systéme d’entiers

Py Paseesy Py Qs Qarersy Iy 81y B3peeny 81
n . m l
[1 A gl [T hii~1 sur X, 4-X,.
== =

n

~ Il.en résulte que ﬂf"’~1 sur X, et n gfi~1 sur X,, puisque fi~1
sur X, g,~1 sur X et h~1 sur X1 et sur. X,. 'Par conséquent

{
P1=Ps== .. =Pp=0 =y=...=,=0, Ce qui donne 1'] hi'~1 sur X,+X,

et finalement s,=s,=...=8=0. Les fonctions (u) sont donc liné-
airement mdépenda,ntes
Soit' maintenant f une ’fonctlon arbitraire de H(X,+X,, X, - Xz)
Il existe des entiers p,, p,, . 2Py G Q- G tels que
~1
=1

sur X, et f~ H gft sur X,.
I=1

icm

- facilement de I1.(5) que p(X,, X,)=

Topologie du plan 99
Comme f;~1 sur X, et §,~1 sur X,, on a done

I ” (f) =" 17 (9) “"~1sur X, et sur X,

et il existe des entiers sy, 8,,..., 8, tels que

no._ oo ls~ .
f~ 70 [a [Ihf sur Xt X,

Nous allons examiner quélques cas particuliers ‘de la formule
que nous venons d’établir. Remarquons d’abord que 1’égalité

Xy + Xy Xy+ Xp) = WXy, Xy Xo) + X,) +p(Xy, Xy)

a été établie sans faire aucune hypothése sur les ensembles X, et X,
fermés (dans X,+X,). Supposons maintenant que b,(X,-X,)=0.
On a alors hy(X;+X,, X Xo)=by(X,+X,), MX,, Xy X,)=by(X,) et
(X Xy X,p)=by(X,), de sorte qu’on obtient la formule

by( Xy + Xy) = by(Xy) + by(Xp) + p(Xyy Xo).

Or, dans le cas particulier oli X,:X, est connexe ou vide, on voit
0. Nous avons ainsi démontré Ie

h(Xz, X1'

Théoréme 9. Pour tout couple d'ensembles X, et X, fermes,
tels que by( X, X,) =0 et dont le produit X, X, est connexe ou vide, on a

bl(X1+ Xz) = bl(X1) + b1(X2)-

~ § 4. Les théorémes de S. Straszewicz.

Théoréine 10. 8i aucun des ensembles X, (C 8, et X,(C S, fermes
(ou ouverts) dams X,+ X, ne coupe 8, entre aucun couple de 2g, 2y, ..., 2n
(n>0) tandisque X,+ X, coupe S, enire chaque couple de ces poinis,
on o by(X,+X,) =n+1%).

Démonstration, Considérons les n fonctions 7, ¢ 87" Ona
selon IIL (1) 7., ~1 sur X, et sur X, D’aprés le lemme IIL1,
ces fonctions sont linéairement indépendantes. Il en résulte que
p(Xy, X)) =n, dot X,-X,70 et, en vertu du lemme IIL3,
bg(Xl'X2)> n+1.

37) 8. Straszewicz [1], p. 168.
¥


GUEST


100 S. Eilenberg:
Théoréme 11, X,C 8, et X,C 8, dant des continus tels que
Syt Xy+ Xy on a
bo[8; — (X1 +X,)] 2=

Démonstration. Le théoréme est évidemment vrai dans le
cas ot X;-X,=0. On peut donc supposer que X;-X,==0. D’aprés le
th. JIL.2 et le lemme IIIL.4, on a

bol 83— (Xy+ Xp)]=by( X1+ Xp)+1 2 p( Xy, Xp)4-1=bo(X;- Xp), . ¢. £. 4.

bo( Xy X5) ¥

Les th. IIT.10 et III.11 impliquent le suivant -

Théoréme. 12, X,(C S, et X,(C 8, dlant des continus dont aucun

ne coupe S, et tels que Sy X,+ X, on a
bl 8y — (X1 4 Xy =bo( Xy Xo) **).

Théoréme 13, Si le produit X,-X, de deux continus X, 8, °

et X,C 8, n'est pas connexe, il existe deur points de S;—(X,+X,)

tels que X,-+ X, mais non X, coupe 8, entre euw?i®).

Démonstration. On a par hypothése by(X,- X,)>1, d’olt en
vertu du lemme IIT.4, p(X,, X,)>0. Soit donc feS{™™ une
fonction telle que f~1 sur X, mais que f non ~ 1 sur X,-+X,. D’aprés
le lemme IIIL 2, il existe une suite finie 2y, 2y, ..., 2, de points de
8;—(X,+ X,) entre lesquels X,+.X, coupe S, et une suite d’entiers

D1y Dose-y Pu (qui ne sont pas tous nuls) tels que f ~HI 'r”" sur X, -+ X,

On a done [ ] 'r’" ~1 sur X, et, en vertu dulemme III.1,il existe parmi

les points 2y, 2q,...; 2, Un couple entre lequel X, ne coupe pas S,
¢. ¢. f. d.

Posons & présent pour tout ensemble fermé X(C S,==X tel
que les nombres b,(X) et by(X) sont finis:

I(X) = bo(X) —by(X).

) 8. Straszewicz [1], p. 173.

) §. Straszewicz [1], p. 174.

40) C’est une généralisation du deuxidéme théoréme de Z. Janiszewski [1],
p. 62, due & MM. C. Kuratowski et S. Straszewicz [1], p. 154.
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Ce nombre a été introduit par M. S Straszewicz4) qui
a4 établi le théoréme suivant:

Théoréme 14. Pour tout couple d’ensembles fermés X,C 8,
et X,C Sz tels que 8,7 X,+X, et que les nombres by(X,), by(X,),
bo(X1), bo(Xa), by( X+ X,) et bo(X,-X,) sont finis, on a

<X1+X2)+I<X1-X2)=1<X1>+1(X2) ).

Démonstration. Le théoréme est évidemment vrai dans le
cas X, - X,=0, puisqu’en a (th. IIL9)
bo(X1+X2)=bo(X1)+bo(Xz)y b1(X1+X2)=b1(X1)+b1(X2)

(X, X,)=I(0)=0.
Supposons que le théoréme soit vrai dansle cas by X,;)=by(X,)=1
et bo( Xy)+by(Xy)=n. Soit by(X,)+by(X,)=n-+1. On peut done sup-
poser que X, n’est pas connexe. Désignons par ¥ une des ses
compogantes telle que Y-X,40. On vérifie facllement les formules
suivantes :
I( Xy 4 X,)+I[(X;, — X)- Xz] = I(X,— ¥)+I(X,+7Y),
I(X,- X,) = I[(X; —Y) X,]+I(X,- Y),
(X, — Y)+I(Y) = I(X)),

I(Xz“" Y)+I(X2' Y) = I(XzH‘I( Y).
La formule cherchée s’en obtient par addition.

Nous avons ainsi ramené le cas général au cas by(X,)=by(X,)=1

et X, X, 0. La formule cherchée prend la forme
bl(X1+X2)+b1(X1'Xz)—bo(Xl'X2)+]=b1(X1)+b1(_Xz)'
qui se réduit en vertu du th. IIL.8 & la formule
by( Xy - Xp)=¢( Xy, Xy+ Xo)+9( Xy Xy - Xp) —g( X+ Xy X+ X),
que nous nous proposons maintenant de démontrer.
Considérons les trois suites:

i r r e
011 C‘Z; orry Cn’s Cl: ": L) Cu"$

et

Coy ('gy ey C

41) M. 8. Straszewicz [1], p. 184 considére le nombre b, (§;—X)—by(X)
qui est gal, en vertu du th. IIL 2, & by(X)+1—by(X)=1—I(X). Dans la théorie

o0
de I’homologie on considére le nombre }'(—1)"p,(X) (o p,(X) désigne le n-itme
n==0 ’
nombre de Betti de X), quon. appelle la caractéristique d’'Euler-Poincaré.
Or, pour X (CS,+ X et 22, on a p,(X) =0, de sorte que cette caractéristigue devient
égale & py(X)—p,(X). Elle coincide done avee I(X) en vertu des renvois *) et 31).

) 3. Straszewicz [1], p. 184.
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ol {C}} désigne la suite des composantes de S,—X-X, telles que
(iC X,. D'une facon analogue {C;} désignera la suite des compo-
santes de 8,— X, X, telles que O’ C X,, enfin {C; désignera celle
composantes de 8,— X, X, telles que-C,m(X1+Xz)=};0. 11 est évident
que chaque composantes de S,— X,-X, figure dans ces suites exacte-
ment une fois. La troisiéme suite est certainement non vide, puisque
—(X;+X,)=& 0. En vertu du lemme IIL.2 les fonctions

- N ! 4

(1) Tz, s "'zuz;, ey Ty 21€ 0}

. ’ 172 %

(i) Yoy Faz)y eony Tagpyn 2 eCf

(1id) Tay Ty ooy gz zie Ci—(X,+X,)

forment donc une base de 87°®. La démonstration sera achevée,
lorsqu’il sera prouvé que 1° les fonctions (ii) et (iii) forment une
base de G(X,, X, XZ) 20 les fonctions (i) et (iii) forment umne bage
de G(X,, X;-X;) et 3° les fonctions (iii) forment une base de
G(X,+X,, X,-X,). Ces fonctions sont (sur X,- Xz) linéairement indé-
pendantes, puisqu’elles forment une base de S7""™, et appartiennent
& ces groupes, puisque
Zgy B1yeeny 2y By Bageeey G €83 — Xy €6 25y 2yy.0ey 2y 21y 22y, By € Sy—X,.
Pour prouver 1", considérons une fonetion arbitraire fe S

Ona X X,(C8,— 1—ZC§CX2 ‘11 existe done, en vertu du

lemme III.2 (a,pp]iqué a 8,— 2 C;— 2 0}’)
=1 i=1
D1y P2y

une sguite d’entiers

cves Doy D1y Py ooey Py telle que

f~ ”f:fz, L]lr"‘,, sur ;5'2——1‘_21 0,——-{21’ Ci DX, X,
On prouve 2° d’une fagon analogue
Enfin, pour démontrer 3° considérons une fonction arbitraire
fe81%. Tl existe donc deux suites d’entiers p,, pg, ..., Puy PYy Pyy vy P
€t 1y Gay <oy Quy Gy G2y -ovy Gy telles que -
f~ 1, inr’f'u sur X, X,

qi ‘I[
f N ,'Il‘rzuzl‘ ":I]l Tzl ;

suar X]. . Xz’
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d’oln
Ilrﬁ,'z,”' [ZTP’ ﬂ) ~1~1 sur X, Xy,
=1 % =1 W%
done py=ps=...=p,=0 et finalement

f~ ﬁrf"z sur X, X,
) i=1 ™

Remarque. Le th. ITI.14 reste vrai dans le cas oit S,=X,4+X,,
lorsqu’on pose I(8,)=2 (et non==1, comme cela résulte de la formule
I(X)=by(X)—b,(X); c'est d’ailleurs clair en vertu du renvoit?), puisque
Pa(8y)=1). En effet, le théoréme est évidemment vrai dans le cas
ou X;=X,=8, On peut donc supposer que X,—X,=0. On obtient
le théoréme cherché en appliquant le th. II1.14 aux ensembles
Y =X,—Ulx,e) et ¥Y,=X, ou U(mwe):X,=0 et £>0.

§ 5. Fronti¢res communes a n régions.

~Théoréme 15, Pour qu'un ensemble fermé X (S, soit une
frontiére*3) commune & n+1 régions *) (n>1), il faut et i suffit qu’il
existe m fonctions fy, foy ooy fne 85 linéairement indépendanies et telles
que fi~1 sur chaque emsemble fermé Y(C XY (i=1,2, ..., n).

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
soient Cy, Cy,..., C, les n-+1 régions-composantes de §,—X dont X
est la frontiére commune. Soit 2 e C; (=0, 1,..., ). L’ensemble X
est done, comme on le voit facilement, une coupure irréductible
entre chaque couple de points zy, 2y, ..., 24, ce qui entraine, selon III(1) -
que 7,.~1 sur chaque ensemble fermé YCX+Y (i=1,2,.., n) et,
selon le lemme III.1, que les fonctions rweS;Y sont linéairement
indépendantes. '

La condition est suffisante. Soient f;, fs ., foe 8T les fon-
ctions satisfaisant aux conditions du théoréme. D’aprés IIL (*)),_
il existe un ensemble ouvert U)X sur lequel les fonctions fy, f5, .-y fu
se laissent étendre. §, étant localement. connexe, il en résulte*)
I’existence d’un nombre fini de composantes C, Cs, ..., Cpy de S;—

4 Un ensemble X est dit froutitre d'un ensemble Y (S8, en formule
X =Fr(¥Y), lorsque X =¥+(5,—7Y).

44) ¢. & d. un ensemble ouvert et connexe.

45) K. Borsuk [7].

*
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telles que X'=8;— \“ OJC U. Soit C; une composante pour laquelle

Fr(C)+X. On a donc fr~1 sur Fr(C) (i=1,2,..,n) et, d’aprés
1.(10) {(en y posant X,=X, X,=0, f=f), on peut étendre les
fonctions f; sur X'+C;. On peut donc supposer que la rela.mon
Fr(C;)=X est vérifiée pour chaque j=1, 2, ..., m.

Or, les fonctions fy, fy ..., fn étant linéairement indépendantes,
il vient by(X’)=n, d'ott selon le th. ITL. 2 by(Sy—X') =n-1 et fi-
nalement mz=n-+1, c.q.f. d.

Corollaire 16. La classe des sous-ensembles fermes de S, qur
sont des fronméres communes & n (ou oo) régions est invariante par
rapport & Uhoméomorphie.

Théoréme 17, Pour qguw'un ensemble fermé X CS,+ X soit-une frontidre com-
mune & deus régions (ou, ce qui est la méme chose, qu’il 801t une coupure irréduciible
enire un couple de points de 8,—X), il faut et il suffit qu'il eviste une iransfor-
mation essentielle feSf__l qui soit inessenticlle sur chaque ensemble fermé ¥ CX+ Y.

Démonstration. Pour réproduire la démonstration précédente, nous

avons besoin des propositions suivantes: S )z
. . —(x)—(x.
1° Pour chaque couple de points z,, 2, ¢ S, il existe une fonction fe 8," '

telle que pour qu'un ensemble fermé X (C8,—(2,)—(x,) coupe S, entre z, et x,
il faut et il suffit que la fonction j transforme X d'une fagon essentielle ).

29 Chaque fonction jeS,, 1 ot X est un sous-ensemble fermé de §,, se
laisse étendre sur un ensemble ouvert U)X ).
3% Pour tout ensemble ouvert OC 8,, chaque transformation inessentielle

f eSEﬁ‘l") se laisse étendre sur C ).
4% Si un ensemble fermé X(CS,+X ne coupe pas .S, aucune transfor:
mation f eS,,_l n’est esgentielle 47),

Corollaire 18. La classe des sous-ensembles fermés de 8, qui sont des cou-
pures irréductibles entre deux points est invariante par rapport & Uhoméomorphie.

Théoréme 19. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un
continu décomposable X 8, soit une coupure irréductible entre deux
points est que Uon ait: »

X=X1+X27 X,=P,+P,,
P, Py=0, P304 P, :
ou Py et P, sont deuw ensemble fermés et X, et X, sont deuw continus
irréductibles enire chaque couple de points x,¢ P, et m,¢ P, ).

%) K. Borsuk [3].
) K. Borsuk [4], p. 247.
%) C. Kuratowski [6], p. 235.
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Démonstration. La condition est nécessaire en vertu du
th. II.14. Pour prouver qu’elle est sufhsante, il suffit en vertu
-du th. III.15 de construire une fonction feSE telle que fnon~1
sur X, mais f~1 sur chaque ensemble fermé YCX Y. Posons

o(x, Py) .
)= ——— .
Y(x) @, P)+o@ Py po?r zeX,
@) =er® pour weX,,

f(2)=e—1 pour weX,.

Nous avons établi dans la démonstratlon du th. IL.1 que
Jmon ~ 1 sur X. Pour prouver que f~1 sur chaque ensemble fermé
Y(C XY, il suffit de prouver que f~1 sur X—U(x,, ¢) ol o e X,
£>0 et U(w,, £)- X,=0. Or, X, étant irréductible entre chaque couple
#ye Py et @ye Py, il existe deux ensembles fermés Y, et Y, tels que

X, —Ul(zy, &) =Y+ X,,

Y, Y,=0,
pPCY,, P,CY,.
Posons:
Plx)=y(z) pour weX,,
g(z)=—1(x) pour zeY,,

) g(r)=—1y(x)+27 pour zeY,.

On vérifie facilement que @eRX ") et que f(r)=e®® pour
tout ¢ X—U(z,, ¢).

§ 6. Ensembles localement connexes.

Lemme 6. X8, dtant un ensemble localement connexe e
Zgy By -ooy Zn ume suile finie de poinis de S;—X, contenani exactement
un point de chaque constituant de S,—X, les fonctions

Tz Vazy o0y T2z,
forment une base de Si.

Démonstration. Il résulte du lemme III.1 que ces fonctions
sont linéairement indépendantes. Soit feSf. Il existe, comme on,
sait, un ensemble G; X’ DX sur lequel la fonction f admet une ex-
tension. Considérons 1’ensemble

=X -L(X)— __} (@),

r
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qui est un G; localement connexe contenant X. D’aprés le th. IL.15,
’ensemble S,—Y admet aussﬁi exactement n--1 constituants et
Zgy %1y -y 2o €St une suite de n-+1 points extraits de chacun d’eux.

Pour tout ensemble fermé Y, Y, désignons par Y} Pensemble
fermé somme de Y, et de toutes les composantes de S,—Y, qui
sont contenues dans Y.

Doaprés le th. I1.17, Y contient un ensemble fermé Y, qui
coupe S, entre chacun des couples de points 2y, #y,..., 2. Cette suite
contient done exactement un point de chaque composante de S,— Y}
et d’aprés le lemme III.2, il existe une suite d’indices py, psy..., pa
telle que .

*
f~1[="[1rf"’2i sur - Yt

Pour prouver que cette relation subsiste sur ¥, ce qui achéve
1a démonstration, il suffit, en vertu de II.(3), de montrer qu’elle
subsiste sur chaque engemble fermé ¥, Y. Considérons l'ensemble
(¥,+Y,)*. On voit aussitét que la suite zy, 2y, ..., 2, contient exacte-
ment un point de chaque composante de 8,—(¥,4Y,)*, done,
en vertu du lemme III. 2, il existe une suite d’indices qy, ¢s) ...y ¢
telle que

f ~fl=]xr:"i’l sur YI{ Y. )*,
Il vient

igl r:’:;;‘“~1 sar Y,
d’ot, en vertu du lemme IIL.1, p=q (i=1,2, .., n), puisque ¥,
coupe S, entre chaque couple de points 2, 2y, ..., 2, Finalement,

n )
f~[']r212i sur Y,

i=1

¢. q. . d.

Le lemme qui vient d’étre établi et le th. IIL.1 impliquent
le suivant

Théoréme 20. Pour tout ensemble localement connexe X (C Sy X
on a,

bo(Sy— X)=by(X)+1.

Corollaire 21. La classe des sous-ensembles localement connewes
de 8, qui coupent S, en n (ou une infinité de) constituants est inva-
riante par rapport ¢ Uhoméomorphie.
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Théoréme 22. Pour qu'un ensemble connexe et localement
connexe X (C 8,ne coupe pas S, il faut et il suffit qu'il soit unicohérent a9y,

Démonstration. §, étant unicohérent (cor. I1.6), on peut
supposer que X &= 8,. Le théoréme résulte donc des th. IT1.20 et 1.3
puisque la condition (b) équivaut & la condition b,(X)=0.

Les trois théorémes suivants se démontrent d’une fagon ana-
logue aux th. ITI.11—13, excepté qu'au lieu de s’appuyer sur le
lemme III. 2 et le th. IIL.2, on doit s’appuyer sur le lemme IIL. 6
et le th. III.20.

Théoréme 3. X,C 8, et X, 8, dtant deux ensembles connexes,
localement connexes, fermés damns leur somme et tels que S, =+ X, +X,, ona

b;)[sz”‘(xl‘}‘Xz)] = bo(Xl ° Xz)-

Théoréme 4. X, C Syet X,C 8, étant deux ensembles connexes,
localement conmexes, fermés dans leur somme, dont aucun ne coupe S,
et tels que S, (X,+X,), on a

b;)[sz— (X1+Xz)]=b.o(X1'Xz)-

Théoréme. 25. Sile produit X, X, de deux ensembles X,(C 8,
et X,C8, connexes, localement connexes, fermeés dans leur somme el
tels que by [S,—(X,+X,)]<oo nlest pas connexe, 1l existe deux poinis
de Sy—(X,+X,) tels que X,+X,, mais non X, coupe S, enire eux.

§ 7. Coupures locales.

Etant donné un sous-ensemble fermé ¥ d’un espace compact X,
nous désignerons par (X,Y) l'espace qui s’obtient de X par I'iden-
tification des points de Y.

Lemume 7. Etant donnés: un sous-ensemble ouvert U d'un espace
compact X et un ensemble U'C U ouvert et fermé dans U, on a

by(X, X— U)<by(X, X—TU) ).

Démonstration. Posons U’=U— U’. Soit f la fonetion qui
effectue ’identification de X— U. On vérifie facilement les formules
suivantes: ) i

(X —U)+H(X—T") = f(X),
(X—TU)-(X—TU")={(X—T)
%) Pour X fermé voir C. Kuratowski [4], p. 145.
50) Nows écrivons b, (X, V) an lieu de b[(X, ¥ )]
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I’ensemble f(X— U) est vide ou se compose d’un seul point. Il en
Tésulte en vertu du th. IIL.9 que

by[H(X — U)4-b,[f(X — U”")]=by[A(X)].

Or, on a b,[f(X—U")]=b(X, X —U") et b[f(X)]=b\(X, X—T)),
ot by(X, X—TU)<by(X, X—T).

Leinme 8. Pour tout sous-ensemble fermé Y d'un espace com-

pact X, on a
by(X, Y) = KX, Y).

Démonstration. Soient hy, hy, ..., hae H(X, Y¥) n fonctions
linéairement indépendantes. Il existe d’a.pres .(10) (en y posant
X=X, X,=Y,f=f;) n fonctions gie 87 telles que gi~1 sur X
et g,(:v)—h(w) pour zeY (i=1,2,..,n). Considérons les fonctions

j(w)—g @) Elles sont lméalrement indépendantes et on a f(r)=1

pour zeY (i=1,2,..,n). Les fonctions f,, fay -y fu peuvent donc
atre considérées comme fonctions de 8% ", qui sont évidemment
linéairement indépendantes. L’inégalité cherchée en résulte aussitot.

Le lemme précédent donne en vertu du lemme IIL5
Tinégalité b,(X, Y) = b(X)—g(X, Y), d'ou
() ; by(X, ¥) 2 by(X) —by(Y),
puisque G(X, ¥)C8Y. ,

Posons pour tout point z d’un espace compact X:

1(X, z) = borne inférieure des nombres liminf by(X, X —TU,)
H-»o0
ou { U, parcourt toutes les suites d’ensembles ouverts tels que zeU, et
hm o(Un)=0").

Pareillement, pour tout ensemble Y 8, et tout y eSz,‘ posons:

(Y, y)=Dborne inférieure des mombres lim inf by U,,-Y)

n—»o0

ol {U,} parcourt toutes les suites de sous-ensembles ouverts de S,
tels que yeU, et .
lim &(U,) =

N>00

1) Le nombre b,(X, #) peut étre considéré comme le premier nombre de
Bettr local d'un espace ‘compact X dans son point z. Or, dans le cas XS, ce
nombre coincide aveo le nombre analogue introduit par M. P. Alexandroff [1],
p- 3, comme le montrent les formules du th. ITI. 27 et du théordme de duaalité
locale de P. Alexandroff (1}, p. 4.
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Théoréme 26. Pour tout ensemble fermé X(C S, et pour tout
point weFr(X), on a

: lo(Sa_"X, w)=ll(xy r)+1.
Démonstration. 1° I(8,— X, #) > 1(X, x)+1.

On peut évidemment supposer que ly(S,—X, #)<oo. Il en
résulte I'existence d’'un nombre £>0 tel qu’aucune composante de
8;—X n’est contenue dans U(z,£). On peut aussi admettre que

(ii) X — Uz, &) = 0.

Soit UC U(wx,¢) un ensemble ouvert arbitraire tel que ze U.
Désignons par U’ la composante de U qui contient #. On a

(iii) b(U'— X) < by( U — X).

Soit ¢ la composante de S,— U’ qui contient I’ensemble con-
nexe S;—U(z, ¢). Posons U= 8,— . Nous allons montrer que

(iv) by(U" —X) < by(U'— X).

Comme U"—X D U'—ZX, il suffit de prouver que, pour toute
composante ¢’ de U”"—X, on a ("-(U'—X )= 0. Supposons, par
contre, que C”'+(U'—X)=0. L'ensemble C étant fermé, on a C"' - (=0,
puisque dans le cas contraire 'ensemble ¢'-+C(C 8,— U’ serait con-
nexe et on aurait ¢ C, contrairement & ¢'C U”"—X. 11 en résulte
que Fr(C)C U”, et, C" étant par définition une composante
de U'—X, que Fr(C")C X. L’ensemble ¢” serait done¢ une compo-
sante de S,—X contenue dans U(z, &), ce qui est impossible.

L’inégalité (iv) est donc démontrée. Nous allons prouver que

(v) by(X, X —U")+1=by(U" —X)

Soit 4 ce but f une transformation continue de 8, qui effectue
lidentification des points du continu €. L’ensemble U= 8,—C
étant connexe, il résulte du th. de R. L. Moore®?) que Pespace f(S,;)
est homéomorphe de S,. D’aprés (ﬁ) on a f(U"—X)=£8,)—H(X)
et comme ze¥Fr(X), il vient £(8, X)+0. En vertu du th. II1.2
X)=b[H(X )]+ ], ce qui donne (v), puisque
f(X)= (X, X—U"). Les relations (iii), (iv) et (v) entrainent

bo[U - (8,— X)) = by(X, X—TU")+1, .
d’ou Pinégalité cherchée (puisque &(T")<26(T)).

s) R. L. Moore [2], p. 425; C. Kuratowski [7], p. 318,
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20 lo(sgw—Xy m)\/\-tll(x7 ,'L')—--l

Soit U(GX un ensemble ouvert dans X et tel que wel et
8(U)<e, ol £>0 est un nombre assujetti a linégalité (ii). Il existe
alors un ensemble ouvert U'C U(x,e) tel que U=X.U'. Soit U”
la composante de U’ qui contient xz. L’ensemble X.U" est alors
ouvert et fermé dans X-U'=U et on a d’aprés le lemme IIL.7

(vi) by(X, X—U") < by( X, X—T).

Désignons par U™ Densemble U” augmenté de toutes les
composantes de S,—U” qui sont disjointes de X. Pour montrer
que ’ensemble U est ouvert, il suffit de remarquer que la somme de
toutes les composantes d’un ensemble fermé S,—U” qui contien-
nent au moins un point d’un ensemble fermé .U est fermée.

L’ensemble U’ est donc ouvert et connexe. On a

(vii) X.-Utr=X.0"

et, selon (ii), U""CU(«, €). De plus, pour toute composante (' de
S;—U0", on a X-C=0. .

Soit f la fonetion continue définie sur S, qui identifie les points
de I'ensemble §,—U’". La fonetion f peut étre représentée comme
une superposition de deux fonctions f==f,f,, telles que les tranches
de la fonction f, sont des composantes de tranches de f et les tran-
ches de la fonction f, sont 0-dimensionnelles3?). Les tranches de la
fonction f, sont done: tous les points individuels de U’ et toutes
les composantes de S,— U'”. Il résulte donc du th. cité de R. L.
Moore que f,(S,) est homéomorphe de S,. On a f(8,—U"")—f(X),
puisque X contient des points de chaque composante de S,—UT".
1l en résulte que

(viii) bo( U™ — X)=bg[f,(85)—F(X)].

Cette relation et la relation zeFr(X) entrainent f,(8;)—f(X)==0
et on a d’aprés le th, II1.2

(ix) bn'[fl(Sﬁ—‘fJ(X)]sz[fl(X)]‘l’l—
Il résulte de la relation

(X, X — ") = f(X) = fo &) = [/1(X), (X —T")]

®) G. T. Whyburn [1]. p. 207; S. Eilenberg [1]. p. 292.
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et de (i) que
WA= bl (X — T)] < by(X, X—T").

Or, Pensemble f,(X—U") appartient &4 une seule tranche de s
et par conséquent il est 0-dimensionnel. On en tire

(x) A< b(X, X —T™),

puisque, pour tout espace séparable 0-dimensionnel Y, ona b{Y)=0
en vertu de I.(7) (remarque).
Les relations (viii), (ix), (x), (vii) et (vi) entrainent

b[U™(8, — X< by(X, X—U)+1
d’ou Pinégalité cherchée (puisque o(U"")<<2e).

Corollaire 27, Pour tout ensemble fermé X (C S, et tout rekX,
le nombre 1y(8;— X, x) est invariant par rapport aux transformations
homéomorphes de X.

En effet, dans le cas ol le point z, ainsi que son image homé-
omorphe, sont des points frontiéres, le corollaire s’obtient du théo-
réme qui vient d’étre démontré. Dans le cas ot I'un de ces points
est intérieur, Pautre P’est aussi (cor. IIL.7) et le nombre en question
est égal a 0.
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Sur l'existence de I'intégrale d’une différentielle totale.
Par
G. Van der Lijn (Bruxelles).

Soient P(z,y,z2) et Q(z,,2) deux fonctions mesurables définies
dans un intervalle 7 (a<Cz<C4, bKY<KB, 0<<2<<0) de Pespace
euclidien 2 trois dimensions. Soientr #(,y, #) une fonction mesurable
positive définie dans I, et » un nombre positif.

T'héoréme. Il ewiste au moins ume fonction z(x,y) des deuwx
variables © e vy, continue et dérivable dans le rectangle R (a<<a<4,
b<Sy<<B), o telle que, exception faite des points d'un ensemble S
dont la mesure superficielle est moindre que n-mesR, on ait les re-
lations

3
Dz P[%J: my?/]} dz,y,2(z,y)] e

ay —0Qz,y,2(2,y ]l €@, y, (2, y)).
Démonstration. Soit M, un point (zy yo,2,) ol les trois

fonctions P, @ et ¢ sont approximativement continues. Désignons
par H l’ensemble des points ot 'on a simultanément les trois re-
lations '

| P(@, ¥, #) — P(Loy Yoy %0l <3 &(%as Yoy )
(1) 1Q(2, ¥, 2) —Q (o, Yo, 20)| < & &(@oy Yoy 20)

& (2, Y, 2) — &(@y, Yoy 20)| < 3 &(@o, Yo 420)-
Cet ensemble admet le point M, pour point de densité, et il en

est. de méme de lensemble H' des point (2,%',2) en lequel se
transforme ’ensemble H par les relations

(2) o=w, Y=y, 2'=2— (T—0)P(%, Yo%) —(Y—Yo) Q%o Yos %)-
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