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Sur l'existence de I'intégrale d’une différentielle totale.
Par
G. Van der Lijn (Bruxelles).

Soient P(z,y,z2) et Q(z,,2) deux fonctions mesurables définies
dans un intervalle 7 (a<Cz<C4, bKY<KB, 0<<2<<0) de Pespace
euclidien 2 trois dimensions. Soientr #(,y, #) une fonction mesurable
positive définie dans I, et » un nombre positif.

T'héoréme. Il ewiste au moins ume fonction z(x,y) des deuwx
variables © e vy, continue et dérivable dans le rectangle R (a<<a<4,
b<Sy<<B), o telle que, exception faite des points d'un ensemble S
dont la mesure superficielle est moindre que n-mesR, on ait les re-
lations

3
Dz P[%J: my?/]} dz,y,2(z,y)] e

ay —0Qz,y,2(2,y ]l €@, y, (2, y)).
Démonstration. Soit M, un point (zy yo,2,) ol les trois

fonctions P, @ et ¢ sont approximativement continues. Désignons
par H l’ensemble des points ot 'on a simultanément les trois re-
lations '

| P(@, ¥, #) — P(Loy Yoy %0l <3 &(%as Yoy )
(1) 1Q(2, ¥, 2) —Q (o, Yo, 20)| < & &(@oy Yoy 20)

& (2, Y, 2) — &(@y, Yoy 20)| < 3 &(@o, Yo 420)-
Cet ensemble admet le point M, pour point de densité, et il en

est. de méme de lensemble H' des point (2,%',2) en lequel se
transforme ’ensemble H par les relations

(2) o=w, Y=y, 2'=2— (T—0)P(%, Yo%) —(Y—Yo) Q%o Yos %)-
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Désignons par 'C,, le cube de centre M, et de c6té 1/n. I.l ex_iste
une infinité de valeurs de n assez grandes pour que I'on ait Piné-
galité
7 X 72 1]
(3) mesH'-C, > (1—-5) mes C,.

Soit E,(3) lensemble des points (z,y) tels que le point (=,y,3)
appartienne au produit H’: C,. On sait que cet ensemble est mesu-
rable pour presque chaque valeur de 3 et que I'on a la relation

1
Zu+§'n
mes H'-C, = / mes E,(3) d.
1

L

2n

Par suite, si I, désigne la borne supérieure de mes F,(3), nous

avons la relation
: 1
mes H - 0, << #

et, en tenant compte de la relation (3),
1 Q)
> (1— 7).
11 existe donc une valeur 3, de 3 pour laquelle on a l'inégalité
1 9
mes Eu (511) > —'Y—L-z (1“—'2_)-

Le plan #'=3, est le transformé, par les formules (2), du plan
2=2,(®, y) OU 2x(®, y)=3n+(2—,) P(@o, Yo, %) +(¥—o) Q(2o, Yo, %)
Désignons par 7, le carré de centre (x,, ¥,) et de coté 1/n.

Aux points de F,(3.)-7, nous avons les relations

%
5; = P(,, Yo, )y

o2,
W = Q(%o; Yos %)
ainsi que les relations (1). Par suite, en ces points, nous avons les
relations o

3z j 2,

55""?(“’: Y, %)| < &(2, 9, 24), !@—Q(w’ Yy 2n)| < E(2, Y,y 2n)
et les points de r, étrangers & F,(3,) forment un ensemble de
mesure moindre que (7/2)-mes7,.
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Considérons & présent Pensemble des points ol les trois fone-
tions P,Q et ¢ sont approximativement continues, On sait que
cet ensemble ne differe de Pintervalle I que par un ensemble de
mesure spatiale nulle, et par suite, presque tout point du rectangle R
est la projection d’un point au moins de cet ensemble. Presque
tout point de R est donc le centre d’une infinité de carrés 7y, de
cotés 1/n arbitrairement petits, et dans chacun desquels est
définie une fonction z,(z,y) possédant dans 7, les propriétés
énoncées par le théoréme. En vertu du théoréme de Vitali, le
rectangle K peut étre couvert par un nombre fini de rectangles 7,
sans point commun, exception faite d’une région O dont la mesure
est moindre que (%/2)-mesR. Toute fonetion, continue et dérivable
dans E, identique & 2,(z,y) dans le carré r, et arbitraire dans 0,
satisfait aux conditions du théordme.

On démontrerait semblablement un théoréme analogue pour

™~
~i

5 A -5
Pintégration de Ay

Varsovie, le 3 juin 1935.
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