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Sur les suites transfinies multiples universelles.
Par
W. Sierpifiski (Warszawa).

Théoréme I. Il existe une suile transfinie double de nombres
ordinaur << 8 {a;‘}a <0, pco telle que pour toute swite transfinie double
de nombres ordinaur < 2 {u:;}a <0, 9<o Ul existe une suite transfinie
simple de nombres ordinaur <2 {vu}eco satisfaisant & Végalité

(1) u{,‘:vag pour a<<Q, B<<Q.1)

Démonstration. Ordonnons l'ensemble S de tous les systeé-
mes (@, §) de deux nombres ordinaux < £2 par la convention suivante:

(a’ ﬂ)<(a17 ﬁl): si a+ﬂ<a1+ﬁ]_ ou bien si a+ﬂca1+'ﬂ1 et a<a,.

Comme on sait, 1’ensemble § est ainsi bien ordonné du type 2 2).

Désignons maintenant, pour tout systéme («, 8) de deux nom-
bres ordinaux << &, par a; le rang du systéme (e, 8) dans ’ensemble §
gue nous venons de bien ordonner. Ce sera évidemment un nombre
ordinal < 2, et nous aurons (pour deux systémes (e, B) et (y, 6) de §)

«__ 7
aﬁ = a,,
dans le cas et dans ce cas seulement oll =y et f=0.
1) (1. la littérature citée par M. 8. Ruziewicz dans Fund. Math. t. 26,
p. 52, renvoi 1).

2) Voir p.ex. mon livie Legons sur les nombres iramsfinis, Paris 1928,
p. 217—218.
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Je dis que la suite transfinie double {a;‘}a <0, p<g Matisfait aux
conditions du théoréme I.

En effet, soit {ug}“ <0,3<ce Une suite transfinie double quel-
conque de nombres ordinaux < £. Définissons la suite transfinie
simple {v.}uce de nombres ordinaux <2 comme il suit.

Soient £ un nombre ordinal donné << Q et (@, 8) le systéme
occupant la £-itme place dans I'ensemble § (bien ordonné comme

plus haut); nous aurons d’aprés la définition de la suite double {af)
(2) E=a.

Les nombres ordinaux « et § sont bien déterminés par le nombre
ordinal £. Nous poserons:

o
(3) Vg = Uy

D’apres (3) et (2) nous trouvons tout de suite la formule (1).

Le théoréme I est ainsi démontré et nous avons défini effecti-

vement une suite transfinie double {ag} satigfaisant aux conditions de
ce théoréme.

" On démontre sans peine que la condition nécessaire et suf-

fisante pour qu'une suite transfinie double {af}, o ;.o 46 nombres

ordinaux < satisfasse aux conditions du théordme I, est que
Pégalité af=aj entraine toujours les égalités a=y et f=0 1).

Le théoréme I se généralise sans aucune difficulté aux suites
transfinies triples et, généralement, aux suites transfinies multiples
de rang fini m quelconque (m=2, 3, 4, ...). Or, le probléme se pose
si le théoréme I peut, étre généralisé aux suites transfinies multiples

1) Cf. ma note dans les Prace Matematycano-Fizyczne, t. 41, p. 173. Il est
4 remarquer qu'une suite double {ar‘;} qui satisfait aux conditions du théoréme I

ne peut pas é&tre de la forme a —"a'f"”ﬁ (comme c'est le cas pour les fonctions
réelles de deux variables réelles, & valeurs distinctes). En effet, soient {ug} ot {vg}
deux suites transfinies du type £ formées chacune de nombres ordinaux diffé-
rents < Q. Il existe, comme on gait, un nombre ordinal 4 < £, tel que w?>u,
et wi> u,, ce qui donne u,+wi=wu,+wi=wid. La suite transfinje {vs} étant & ter-
mes différents, il existe, comme on voit sans peine, un nombre ordmal 88,
tel que v, > wd, Aot vg=wA+-d ol d est un nombre ordinal positit <£2. On a done
U+ V=1t (ml-i—d)-—(u1+wl)+6-_wl+6—-—'vﬁ et pareilloment wu,-- V==, done
U+ V5="1s+1; et aﬂmaﬁ, ce qui est impossible, si la suite double {a,} satisfait
aux conditions du théoréme I.
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de rang 8, de multiplicité. Nous prouverons que ce probléme est
équivalent aux probléme si I’hypothése du continu est vraie ou
non. Nous démontrerons notamment ce

Théoréme I1. L’hypothése du continu H (2““:31) est équiva-
lente & la proposition P swivanie:

P, Il existe une fonction F(ay, ay, ay,...) d'une suite infinie de
nombres ordinaur <<Q, dont les valeurs sont des nombres ordinaur <Q
et telle que pour toute fonction f(a,, @y @y ...) de méme nature il existe
une fonction @(a) dune seule variable ordinale <<2, dont les valeurs
sont des nombres ordinaux <L et satisfaisant & Végalité

(4) flay ay ag, ...) = @(F(ay, ay, a,, ...)

pour toute suite infinie a,, ay, ay, ... de nombres ordinaux <<Q.

Démonstration. 1° H— P. Admettons I’hypothése H. Il en
résulte que 8 = 2% — x,: il existe donc une correspondance bjuni-
voque entre l'ensemble de toutes les suites infinies (g, @, @y, ...)
de nombres ordinaux < £ et l’ensemble de tous les nombres
ordinaux < Q. Désignons par F(a;, a,, 5...) le nombre ordinal cor-
respondant ainsi & la suite @, @y, @, ... de nombres ordinaux <<Q.
On voit sans peine que la fonetion F(a,, a,, @5 ...) satisfait aux
conditions de la proposition P.

En effet, f(ay, a,, @, ...) étant une fonction donnée d’une suite
infinie de nombres ordinaux <& (dont les valeurs sont des nombres
ordinaux < @), il suffit de définir la fonction.p comme il suit: & étant
un nombre ordinal <<, soit (@,, a,, ¢, ...) 1a suite infinie de nombres
ordinaux < £ qui lui correspond (dans la correspondance biuni-
voque envisagée plus haut). Nous aurons donc §=F(a;,ay as,...).

En posant @ (&)= f(ay, @y @5, ...), nOUs aurons évidemment
toujours la formule (4). On a ainsi H—P.

90 P—>H. Admettons la proposition P et soit F(ay, @, aj,...)
une fonction qui satisfait aux conditions. de cette proposition. On
voit sans peine que si (&5, @ &g ...) et (By, By Bg ...) Bont deux
suites infinies distinctes de nombres ordinaux <&, on a

) F (Byy Bay Brg---)-

En effet, supposons qu’on ait

F(ayy @y ay, ...

(5) F(pyy thgy gy ) =F (v, gy Vg --)
1™
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pour deux -suites infinies distinctes de nombres ordinaux <<Q
(i Bay gy o) F (93, ¥y 75y o..). Soib f(&yy £y £yy o) 1a fonction d’une
suite infinie de nombres ordinaux <C£ définie comme il guit:
gy pgy pgy ...) =2 et f(&y, &y &gy ...) =1 pour toutes les suites infi-
nies &, &y &, ... de nombres ordinaux <L, distinctes de la suite
By Mgy Hgy ... D'aprés la proposition P, il existe une fonction ¢(a) du
nombre ordinal e<Q, telle qu'on a la formule (4), donc en parti-
culier

Flugy gy gy o) =@ (B (Uyy oy sy ...)) €6 f(”n"’m”sa--~)=‘P<F(”1y”m”s,---)),

d'ott, A’apres (5): f(iy, Hay Mg, ...) = f(¥yy Vg Vgy -0.)y done 2=1, c. d.d.
une contradiction.

La fonction F fait done correspondre des nombres ordinaux <0
différents aux suites infinies distinctes de nombres ordinaux <9.
Or, Densemble de ces suites étant de puissance N=2% ot I’en-
semble de nombres ordinaux <& étant de puissance &, il en
résulte que 2%<w,, ce qui donne 2% =g,. On a donc P-»H.

Le théoréme II est aingi démontré.

Il est & remarquer que pour les fonctions réelles d’une guite
infinie de variables réelles on démontre une proposition analogue
& la proposition P sans faire appel 4 I’hypothdse du continu et
méme d’une fagon effective?l).

Quant au théoréme I, il est encore & remarquer qu’il gse gé-
néralise sans peine aux suites transfinies multiples de rang fini (quel-
conque) et de type transfini quelconque (méme plus grand que Q).

Or, d’aprés une remarque due & M., A. Mostowski, les théo-
rémes I et IT peuvent &tre déduits sans peine de la proposition sui-

vante de la théorie générale des ensembles, dont la démonstration
n’offre pas de difficulté:

_ P et Q étant deus ensembles mon vides queloonques, la condition.
P<Q équivaut & la condition suivante: il existe ume fonction F (p)
définie dans Vensemble P et dont les valeurs appartiennent a I'ensemble Q,
telle que. pour toute fonction f(p) de méme nature il existe une fonction.
9(q) définie dans Q et dont les valeurs appartiennent & Q, satisfaisant
-6 la formule ’

1(p)=9(F(p)) pour peP.

Y Voir W. Sierpiniski Publ. math, Univ, B
et 5. Ruziewicz, Fund. Maith., t. 26, p. 52, ehgrade, 4. 111 (1984) p. 42
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Théoréme ILL 8i 2% =x,, il existe une suite transfinie double
de mombres ordinaur <2 {ag}, o sco telle que pour toute suite trans-
finie double de nombres ordinaue <2 {ug}, o oo i existe une suite

transfinie (simple) croissante de nombres ordinaux <2 {(vayaco satis-
faisant & Uégalité

(6) u“:a';;, pour a<<Q, f<CQ. 1}

]

Démonstration. Admettons que 2% =ux,. I’ensemble de tou-

tes les suites infinies de nombres ordinaux << & étant de puissance

Re= 2% done, d’aprés notre hypothése, de puissance ¥, il existe

(d’aprds 1'égalité », 8, =¥,) une suite transfinie. du type £, formée

de suites infinies de nombres ordinaux < £ et contenant chacune
de ces suites une infinité indénombrable de fois, soit

(<)

Soit g, le plus petit nombre ordinal dépassant chacun
des nombres @i,3, ¢3,... (c'est évidemment un nombre ordinal
< Q, puisque ¢o<Q pour £<Q, n=1,2,3,..)

Soit maintenant @ un nombre ordinal dorné >1 et <& et
supposons définis tous les nombres gz o §<Ta. Nous définirons
u. comme le plus petit nombre ordinal tel que

(7 (C .

(8) we>gh pour E<e, n=1,2,3,.., et p.>p pour {<a

(ici encore on aura évidemment u,<2Q).
" On a done u.%pp pour azf (a<Q, f<O) et on ne peut
pas avoir & la fois
Be=¢h o6 pp=o
pour aucun systéme de deux nombres ordinaux e < Q et <O
ot de deux nombres naturels m et n (puisque, si @<, on a, d’aprés (8),
pe>>@n pour n=1,2,3,..., et, si §<a, on 3 pa>@hpourm=1,2,3,...).
Nous définirons maintenant la suite transfinie double {45}, o sc0

(de nombres ordinaux << &) comme il suit.
Soient ¢ et f deux nombres ordinaux donnés < Q.

1) Cf. ma.—N—':)te dans le Bulletin Aéad. Polonaise, séance du 5 Février 1936,
p. 12
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§'il existe un nombre ordinal 4 <2 tel que
a=p; et f=u,
nous poserons
ag = ¢}

Sl existe un nombre ordinal 4 << £ et un nombre naturel n
tels que
a=w et f=¢f,

goit & la plus petite valeur de ». Nous poserons dans ce cas

| af =@k, ..
S'il existe un nombre ordinal 1<<Q et un nombre naturel n
tels que ’
a = ‘Pg,., B =,
soit % la plus petite valeur de ». Nous poserons dans ce cag
o =Ph.,-
Dans tous les autres cas nous poserons

 CA——
aﬂ-—l.

Je dis que la suite double {ag}, <9,5<o ®insi définie satisfait
aux conditions du théoréme III,

En effet, soit {ug}, o ;.o Une suite transfinie double quel-
conque de nombres ordinaux <. Nous définirons une guite

transfinie croissante du type 2 de nombres ordinaux <, {Mhca
comme il suit.

D’aprés la définition de la suite (7), il existe un nombre
ordinal », <2 tel que

(9) q)’l't = u}, (p;‘ = (P;l = ..=1.

Soit maintenant @ un nombre ordinal > 1 et <& et supposons
déji définis tous les nombres ordinaux » ot E<a.

. Soit ¢, ¥a) ¥5) .- Une suite infinie formée de tous les nombres
ordinaux <le. Bi cette suite est finie, répétons infiniment le ‘méme
terme.

D’aprés la définition de la suite (7), il existe un nombre ordi-
nal v,<Q tel que »,>v; pour £<ea ot que

(10) g2=u, Pasi = P,y Doy ="Upey Pre, =ulk DOUr k=1,2,3, ...
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La suite transfinie {¥.}eco est ainsi définie par l’induction
transfinie.
Posons

(11) Vo =My, pour a<L.

Je dis qu’on a la formmle (6).
Soient, en effet, ¢ et § deux nombres ordinaux quelconques
<. D’apreés (11), on a

(12) Vo = ,uv“ et 'Ug = Hl’57
donce
(13) ‘ av;‘ = a,'”‘:g.

Si a=p, on a, d’aprés la formule (13) et la définition de la suite
double {ag}:

Ve . mp¥cts
a’uH - tp] ’

done, si a=pf=1, on a d’aprés (9) et si a=p>1, d’aprés (10):
a,z;‘ = ug

8i a<f, il existe d’aprés la définition de la suite i, y5, 7§ ..

le plus petit nombre naturel k pour lequel a=7y et ona d’apreés (10)

(15) P = By = Py

Or, je dis que @.f 4= p,, pour n<k. En effet, 8l était @5 = by,
pour un nombre naturel n<k, on aurait d’aprés (10) Mg = Hoys

done, la suite transfinie {(ugs<e étant croissante (d’a.pr(‘njs (8)),
Vyb = yh, d’olt, la suite transfinie {vgj:<o étant aussi croissante,
n

y8 =98, ce qui est impossible, vu la définition du nombre k
(puisque n <k).

D’aprés (15), k est donc le plus petit nombre naturel tel que
By = (p;z; d’aprés la définition de la suite double {ag) nous trou-
vons par conséquent

o

"
- it
Vg = Paiet17

done, d’aprés (13) et (10):

v — 78
Ty wih,

ce qui donne d’aprés a=yf I'égalité (14).
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Si B<a, il existe le plus petit nombre. naturel k¥ tel que
B=y¢ et nous trouvons comme plus haut

(P;z =i:”vﬁ
_d’oﬁ, d’'aprés la définition de la suite double {a3},

P = Hog et pour n<k,

ax:a = Py
done d’aprés (13) et (10)
At = U
vg ve?
ce qui donne, d’aprés f=yg, Iégalité (14).

La formule (6) est ainsi établie et le théoréme III est démontré.

Le théoréme III peut étre généralisé sans peine aux suites
transfinies multiples (de rang fini quelconque de multiplicité). Or, il
est 4 remarquer que, méme en admettant I’hypothése du continu,
nous ne savons pas résoudre le probléme suivant:

Existe-t-il une fonction F¥(a,, a,, @y ...) d’une suite infinie de
nombres ordinaux < £, dont les valeurs sont des nombres ordinaux
< 9, telle que pour toute fonction f(ay,w, ¢, ...) de méme nature
il existe une fonction ¢(a) du nombre ordinal ¢<C £, dont les va-
leurs soient des nombres ordinaux <@ et qui satisfasse pour toute
suite infinie a,, @y, @y, ... de nombres ordinaux <2 & 'égalité

) =F(g(ay), p(ay), plag),...)?

flay, a, g

(Cf. notre théoréme II).
Or, il est & noter que la réponse est négative, si l'on rem-
place partout dans ce probléme le nombre 2 par le nombre ©, Pour
le voir, il suffit de remarquer que I’ensemble de toutes les fonetions
f(nyy Mgy My, ...) d’une suite infinie de nombres naturels et dont les
valeurs sont des nombres naturels est de. puissance. 22", et que l’en-
semble de toutes les fonctions ¢(n) d’une variable naturelle, dont
les valeurs sont des nombres naturels (et méme l’ensemble de tou-
tes les suites infinies @,(n), py(n), @g(n), ... de telles fonctions) est de
puissance 2%, (Cela prouve qu'un théoréme, analogue au théordme III,
que j’ai démontré?!) pour les suites infinies doubles de nombres
naturels et qui s’étend aux suites infinies multiples de rang fini
quelconque, ne s’étend pas aux suites infinies de rang Ny de multi-

) Bull. Inst. Math. Univ. Tomsk, (1936).
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plicité). Il résulte de I’hypothése du continu qu’il existe une cor-
respondance biunivoque entre 1'ensemble de tous les nombres ordi-
naux < 2 et l'ensemble de tous les nombres réels. En remplacant
dans le théoréme ITI les nombres ordinaux < &2 par les nombres
réels correspondants, nous obtenons tout de suite ce

Corollaire. Si 2% =y, il existe une fonction réelle F(x, y)
de deux variables réelles, telle que pour toute fomction réelle f(x, y)
de deux variables réelles il existe une fonction @(x) d'une seule variable
réelle qui satisfait pour tous les mombres réels » et y & Dégalite

f(w; y) = F(‘P(m)a q>(y)). 1

i) J'ai donné une. démonstration directe de cette proposition dans ma
Note: Sur une fonotion universelle de deux variables réelles, Bull. Acad. Polonaise
1936, p. 8.
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