Uber die Stieltjessche Integration abstrakter
Funktionen. ‘

Von
Mark Gowurin (Leningrad).

Neuerdings sind mehrere Arbeiten erschienen, in welchen das
Lebesguesche Integral fiir abstrakte Funktionen, d.h, fiir solche Funk-
tionen x(t), die vom reellen Argument ¢ abhingen und deren Werte
in einem abstrakten metrischen Raume X liegen, definiert worden
ist1). In dieser Arbeit definieren wir das Stieltjessche Integral fiir
abstrakte Funktionen. '

$$ 1 und 2 enthalten einige Definitionen und Behauptungen.
U. a. definieren wir dort fiir abstrakte Funktionen eine Eigenschaft
(die w-Eigenschaft), die einigermassen der Beschrinktheit der Va-
riation analog ist. In § 3 geben wir die Definition des Stieltjesschen
Integrals und betrachten einige von seinen einfachsten Eigenschaften.
§ 4 enthélt einen Existenzsatz. In § 5 untersuchen wir die Eigenschaf-
ten des Integrals im Falle, wo der Integrand stetig ist und unter dem
Differentialzeichen eine Funktion von beschrinkter Variation oder
eine Funktion, welche die w-Eigenschaft hat, steht. Schliesslich,
fithren wir in § 6 ein Radonsches Integral ein, mit dessen Hilfe wir
die Sidtze von Fichtenholz-Kantorowitsch und Riesz ver-
allgemeinern. Diese Sitze geben die allgemeine Form eines linearen
Funktionals im Raume beschrinkter messharer Funktionen bzw. im
Raume stetiger Funktionen.

1) 8. Bochner, Fund. Math., 20 (1933), pp. 262--280; N. Dunford,
Trans. Amer. Math. Soc., 37 (1934), pp. 441-—453; . Birkhoff, ibid., t. 38
(1935), pp. 357—378; Gelfand, Uber die sletigen und totalstetigen Operationen
(vussiseh), Dissertation, Moskau 1935. o
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§ 1. Betrachten wir einen linearen normierten Raum X={}
und einen vollstindigen linearen normierten Raum Z— {¢}. Die
linearen Operationen z=1vy(2) bilden ebenfalls einen linearen nor-
mierten Raum Y={y} 2). Jedem Paar von Punkten veX und
yeY ist ein Punkt zeZ, nimlich der Punkt 2=y (x), zugeordnet.
Wir erkliren den Punkt z als Produkt der Punkten # und y und
bezeichnen dies mit z=y.z=uw.y.

Aus der Definition des Produktes folgt unmittelbar:

1) a(@y)=aw-y=2z-ay,
2) Y (W @p) =Y B,y @,
3) oyl <l - lly

Wir konnen den Raum Y durch einen beliebigen linearen
Raum Y,CY ersetzen, ohne im weiteren irgendwas wesentlich
zu verdndern. Hieraus sehen wir, dass die Rolle der Riume X und Y
ganz symmetrisch ist. :

wo a eine reelle Zahl ist.
B (Y1 Yo) =2 Yy + 3 Y,

.

§2. 1° Nachdem der Begriff einer abstrakten Funktion wie oben
definiert worden ist, setzen wir voraus, dass das Argument ¢ ein
Intervall [a, b] durchliuft und der Raum X linear und normiert ist.
Die Definition einer stetigen Funktion ist klar. Die Funktion x(t)
heisst endlichwertig, wenn sie die Form

”(t)z“?él @1 e, (1)

hat, wo ¢ disjunkte messbare Mengen sind, die eine Zerlegung des
Intervalls [a, b] bilden, und ¢.(!) die charakteristische Funktion
der Menge ¢ ist. .

Die Funktion «(f) heisst messbar?), wenn sie fast iiberall
eine Grenzfunktion einer Folge von endlichwertigen Funktionen
@,(t) ist. Wir nennen eine beschrinkte messhare Funktion total-
messbar, wenn gie eine Grenzfunktion einer gleichmassig konver-
genten Folge von endlichwertigen Funktionen w,(t) ist. Es ist
leicht folgenden Satz zu beweisen:

Fine messbare Funktion x(t) [a<{t<Cb] ist totalmessbar damn
und nur damn, wenn thre Werte eine in X kompakte Menge bilden.

% 8. Banach, Théorie des opérations lindaires, Monografje Matematyczne,
Warszawa 1932,
%) 8. Boehner, L e
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Die Funktion «(t) hat beschrinkte Variation *), falls eine Zahl
M>0 existiert, so dass fiir jede Unterteilung des Intervalls [a, b]:

1) a=ty <ty < oo <t gy < e <Bp=b

die Ungleichung 1
3 latte ) —att)] < 2

gilt. Die kleinste unter solchen Zahlen M wird V;ariat'ion der Funktion
. #(t) im Intervall [a,b] genannt und mit Varx(t) bezeichnet.

a
Die Funktion «(t) ist absolutstetig®), falls fiir jedes &>0
ein 6>0 existiert, so dass fiir jedes endliche System von disjunkten

Intervallen {[#;, 8.J}i=12,..n, fiir Welches é’l (8/—1) << 4 ist, die Unglei-

chung gilt )
Zilla(s) —a@)| <e.

Eine Reihe von Theoremen der reellen Analysis ist auch fiir
abstrakte Funktionen giiltig. So hat eine Funktion von beschrénkter
Variation in jedem Punkte die Grenzwerte von rechts und links;
die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte ist abzéhlbar. Daraus folgt,
dass eine Funktion von beschrinkter Variation eine Summe von
einer stetigen Funktion und einer Sprungfunktion, folglich eine
mesgbare Funktion ist.

2% Bochner?®) hat fiir messbare Funktionen x(t), fiir welche
b

das reelle Integral /ll]w(t)lidt exigtiert, ein Lebesguesches Integral

a
b

[a(t)@ definiert (wobei immer |

a a

b b
o(t)dt| < [|o()|d¢ ist) und hat

b
gezeigt, dass das unbestimmte Integral /a;(t) dt eine absolut-

stetige Funktion seiner oberen Grenze ist."
Man kann den gewohnlichen Satz iiber die Variation des un-
bestimmten Integrals beweisen:
! b b
Falls £(t) = [a(t)dl, so ist Varé(t) = f l(t))]| d.
a
a

a

4) Gelfand, L c.
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3" Kehren wir nun zu den Riumen X, V. Z i i wi
- > ) zurick, die wir
in §1 betrachtet h:'anen. Wir - sagen, dass e;ine -Funkt’ion y(t)
[a<<t<Cbj y(t) eX] die w-Higenschaft besitzt, falls eine Zahl M0
existiert, so dasg fiir jede Zerlegung (1) und fiir beliebig gewihlte
Punkte @eX (i=0,1,2,..,n—1) die Ungleichung

n—1
ng:) D= [Y(ti1) — y(0)]| < M- max o)
= i

erfiillt ist. Die kleinste unter solchen Zahlen M bezeichnen wir it

b ) b -
v;vy(t). Folgende Eigengchaften der Zahlen Wy (t) sind dabei zu
merken: ist a<<o<<b, so ist ¢

b b
Wy(t) QZV?/(t).

c

e b ¢ ‘
Wyt <Wy(t) < Wyl Wy,

Es ist leicht zu sehen, dass jede Funktion ¥(¢) von beschrink-
ter Variation die w-Bigenschaft hat und es gilt: '

b b
V(,Vy(t)< Var y(t).

Ist Z der Raum der reellen Zahlen, so stimmt die w-Eigénsehaft
mit der -Beschrinktheit der Variation iiberein und es gilt ebenfalls:

b b
Wy(t) = Vary(t).
a a

Im Allgemeinen aber brauchen die beiden Begriffé nicht dqui-
valent zu sein. Es sei z. B. M der Raum der beschriinkten mess-
baren reellen Funktionen ws=f(s) [a<{s<<1] und, wie {iblich,

Ilwllr—-ogggllf(s)l-

Wir getzen X= Y =Z=M und verstehen unter Produkt 2y dasjenige
Element z=f(s), welches das gewhnliche Produkt der Funktionen
fi8)=a und fy(s)=y ist. Wir definieren die Funktion y(t) [0<TI<<]
in folgender Weise:

0 £ii
vo=ro={] w1t

Ist #'5=1", so ist [jy(¢')~—y(t")|=1. Daraus folgt, dass die Va-
riation von y(f) unbeschrinkt ist. Aber die w-Eigenschaft ist fiir
1
y(t) vorhanden und es gilt Wy (t)=1.
0

Fundaments Mathematicae, T, XXVIL 17
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49 Ausser den Funktionen, die von einem reellen Argument ab-
héngen, konnen wir auch Funktionen betrachten, deren Argument

eine messbare in H=[a, b] liegende Menge e ist. Wir wollen ung

nur mit den additiven Mengenfunktionen befassen, d. h. mit den
Funktionen «(e), fiir welche @ (e, 69) =1 (61)+ 2 (65), Wenn e,-€,=0,
gilt. '
' Die Mengenfunktion x(e) wird dann alg von beschrdankter
Variation erklirt, wenn alle Summen

Zn’][w(‘e,-)]i (e; messbar C E; E—_-IEI e; ere=0; 4]
=1, . . =] .

durch eine Konstante beschrinkt sind. Die kleinste unter solchen
Konstanten M nennt man Variation von w(e) und bezeichnet mit
Varm( ).

Fuhren wir wieder die Réume X, Y, Z ein, so sagen wir,
dass die Mengenﬁunktmn y(e) [y(e)eX] die w-Eigenschaft besitzt,
wenn eine Zahl M >0 existiert, derart dass fir jede Zerlegung
des Intervails B:

BE=3e [ei-e=0; i3]]

I

Ibg=

und fiir beliebige Wahl von n Punkten weX (i=1,2,..,n) die
Ungleichung

N n .

“g]ml'y(ei)” < M-max (2

gilt. Die kleinste unter solchen Zahlen M bezeichnen wir mit V;Vy(t).
Die Zahlen V]g'y(t‘) haben folgende Rigenschaft:

Wyt < Wy(t) (')+I}LV3/(¢) (eC EB).

Die Béziehung der Beschrinktheit der Variation zu der w-Eigen-
schaft ist dieselbe, wie fiir Funktionen mit einem reellem Argument.

§ 3. Bs seien im Intervall E=[a, b] zwei Funktionen x (?)
und y(t) gegeben, deren Werte in X bzw. in Y liegen (§ 1). Nehmen
wir eine beliebige Unterteilung des Intervalls E

(1) a=to<t1<... <ti<t1+1 <.A. <t,1=b,
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wihlen die Punkte ;:

' RS TE Y
und bilden die Summe S U S U

=1
(2) !231 ®(70)-[Y(ti1) — y(t,)].
Falls eine beliebige Folge von Summen der Art (2) gegen einen
bestimmten Grenzwert strebt, wenn max (tit1—1t) —0, s0 Dbe-

zeichnet man diesen Grenzwert mit dem Symbol f 2(t)-dy(t) und

nennt es das Stieltjessche Integral der Funktion m(t) nach der
Funktion ¥ ().

Fiir die von uns definierten Integrale gelten viele Eigenschaften
der gewdhnlichen Stieltjesschen Integrale:

a) Hoistiert das Integral _/ w(t)-dy(t), so sind die Summen (2)
A v
beschrinldt.
b b :
b) Die beiden Integrale f w(t)-dy(t) und f y(t)-dw(t)  emistieren
a a .

nur gleichzeitig und es gilt die Formel

/ a(t)- dy(t) + [ Y(1)-da(t) = a(b)-y(b) —a(a) -y(a).

a

c) Falls w(t) konstant ist, x(t)=uw,, 80 gilt

fw )-dy(t) »fwody =y [y(b)—y(a)].

d) Hat x(t) (bew. y(1)) die Form w(t)=uyp(t) (bew. y(t)=yo¥(t)),
)

wo @(t) (bew. w(t)) recll dst, wund ewistieren die Integrale
b b b b
Joup(t)-aytt) und [ ote)-ayto) (vew. [ott) dyoute) und [ate)iu),
[ a a a

g0 gilt ‘

h

JEORO /%‘P )-dy() wof«pt)dy
4

(bzw. f.( dy(t) = /w(t Ay (t) = Yo fw (1) dyt) )

17*
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Es ist klar, in welchem Sinn die Integrale f xzdy und f @dy zu

verstehen sind: die Multiplikation mit einer reellen Zahl ist.'
" nimlich eine lineare Operation, die einen Raum in sich selbst

iiberfiihrt.

b

b
Jot-ayp)=[Ty-o@av).

a

b b
[oow)-ay®=[o@®) dlz-y®)],

b [4 b
f) Ewistiert das Integral f , 80 emistieren auch die Integrale f und f
a . a c

b c
(a<<e<b) und es gilt die Gleichung f=f+f.
) a a ¢

3 b b o
) f (1) - dy($) + f a,(t)-dy(t)= / [y(8)+e(0)]- dy(2),

fm -dyy(t)+ fm - dyy(t) f(t) - d[s(8) + 9(H)]

§ 4. Man kann ohne Mithe beweisen, dass wenn x(t) stetlg ist

und y () die w-Bigenschaft besitzt, so existiert das Integral f x(t)-dy(t).
Fiir die reellen Stieltjesschen Integrale gilt folgender Satz:

b
Existiert das Integral f f(t)dg(t) fir jede stetige Funktion f(1),

so hat die Funktion g( ) beschriankte Variationen. Einen analogen.
Satz konnen wir fiir abstrakte Stieltjessche Integrale beweisen:

Falls das Integml f x(t dy t) fir 7ede stetige Funktion (i)

emstwrt 80 hat y(t) die w—Ezgefnsahaft

_ Beweis: Lagsen wir zu, dass fir die Funktion y(?) die
w-Eigenschaft nicht gilt, trotzdem das Integral

b
[wt)-dy(t)

fiir jede stetige Funktion () existiert. Nach dem ' bekannten
Borelschen Satz existiert ein Punkt ¢ (aglvgb), go dass y(t) in
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- keiner Umgebung von 7 die w-Bigenschaft besﬂ;zt Ohne Beschrin-

kung der Allgemeinheit kiénnen wir voraussetzen,
y(a)=0 ist. '

Die Funktion y(t) ist offenbar beschrinkt: ()| <K. Wihlen

wir eine Unterteiling o=t <)< .. <i®—p und ein System
von Punkten a{’e¢X (4=0,1,2, .. Ol '
die Ungleichung
. n,
[Sof-ty

erfiillt sei. Daraus folgt die Ungleichung

m—1 )
IER AR

Wir definieren jetzt im Intervall [«
wir setzen:
w(tf”)mw?)

dags z=a und

wt—1; ) derart, dass

y(t) > 2K

11> k.

» b] eine Funktion #(t), indem

(i=1, 2, .., ny—1), &(b)=0

und sie in den Intervallen (1%, {y) (i=1, 2, ..., n,—1) als linear
voraussetzen. Das Intervall [a, £{”] kénnen wir durch die Punkte
2

el (1=1, 2, ..., Ng; t,,i -—tl-’)) 8o zerlegen, dass fiir eine entsprechende
Wahl der Punkte o (i=0, 1, ..., n,—1; [o{?|<$)

[ ol ry(t)—

y>3E  wnd  [SoP 1yl —yaP> 2K

gelte. Wir definieren die Funktion #(#) im Intervall [, £"], indem
wir getzen '

() =af’ (i=1, 2, ..., ng—1),

und sie in den Intervallen (t?’ )
ahnehmen.

Wir setzen diesen Prozess weiter fort. Nach % Schritten haben
wir die Funktion #(¢) im Intervalle [, 5] definiert, - wobei das
Intervall [#{", tf* "] eine Unterteilung #{* <P <...< =1 zulasst,
fiir welche die Ungleichung gilt:

(4=1, 2, ..., ng—1) als linear

np-1

HZ’ () [y () — g )| > kK mit [2(8)] < oy

Sgm  @<t<d™).
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Es sei to—hmt('“. Setzen wir moch Z(f)=0 fir a<<I<,,

o ist die Funktmn w(t) im ganzen Intervall [a, b] definiert und
stetig. Das Interval f Z(t)-dy(t) existiert aber entgegen ungerer
Voraussetzung nicht, adenn die zugehérigen Summen (2) nach der

Norm beliebig gross sind.

b
§ 5. Jetzt wollen wir die Eigenschaften des Integrals f o(t)-dy(t)

im Falle untersuchen, wenn (t) stetig ist und y(¢) die w-Eigen-
schaft besitzt oder von beschrinkter Variation ist. Es gelten fol-

gende Sitze: .
a) Hat y(t) die w-Eigenschaft, 8o 8t
b . b
. . t
[foto- o) < sap et Wott
b) Ist y() 'voh beschrdnkter Variation, $o st
“ / dy(t)“< fllw ld,Va,r y(t) < up Hw )| Vary t).

t

¢) Hat die Funktion y(t) die Form y(t)= f n(t)dt, so ist

/a; )- dy(t) fa;

n(t) dt,

wobei die Integrale / n und’ [ x-n im Sinne von Bochmer 2zu

verstehen sind.

Beweis: Sel a=ty<t;<..<t<tp1<...<tp=b eine beliebige
Unterteilung des Intervalls [a, b] und wihlen wir die Punkte 7
(t: <%<tus). Die Funktion a(f)-n(t) ist messbar und integrierbar.

‘Wir haben ot li

fw )-n(t) dt_Z'fwt) n(t)d

n—1 i1 n—1 fi41

= 3 [ [alt) —a(z))-7 (1) dt+2fw v)-q(t) dt=
i=0" 4 ‘
n—1 fip1 n—1

=z / (o(t) —a(w)]- n(8) -+ 5 a(s) [y (ters) — ¥ 1)

l
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Die erste Summe konvergiert gegen Null und die zweite gegen

das Integral / a(t)-dy(t), wenn m?x (t,+,-—-t,) gegen Null konvergiert.

d) Das Integral / @(t)-dy(t) verschwindet fir jede sictige Fumk-

tion w(t) und eine fivierte Funktion von beschrinkier variation

y(t) dann und nur dann, wenn y(t) von einer Konstanten Yo NUT
auf einer abzidhlbaren Menge von Punkten {&} ( t,:l.—a,

und wenn die Reihe Z’||y () —v,l| konvergiert “)

abweicht

Beweis: Ohne Beschra.nkung der A]lgememhelt kénnen wir
0 setzen. Bs sei x(t)=w, Dann ist

y(a)=
./ '“o-dyﬂ)awo-y(b);—_o.

Da @, belleblg ist, s0 muss auch y(b) verschwinden. Setzen
wir jetzt -

“’ot fir o<<t<s
we(t) =1 y .
. ' o fir s <<t<(d,
8o erhalten wir ‘ :

b b 7 .
/wz(t)'dy(t)=--—./'y(t)'dw,(t)=~/y(t).dm,(t):_wo_/y(t) it

Infolgedessen muss / y(t) dt verschwmden und die Funktxon
y(t) verschwindet auch fast tiberall, Daraus folgt d) unmittelbar.

e) Kom;ergwn eine Folge von stetigen gleichmdssig beschrinkten
Funktionen wx(t) gegen eine stétige Funktion x(t) und ist y(t)
eine beliebige Funktion wvon beschrimkier Va/rmtwn, 80 gilt

/ 'wk(t) dy(t)—> f w(t) - dy(t)

Beweis: N f‘[w(t) —mx(t)]- dy(t)“ < ﬂ]w(t) -—a:k(t)ll-d,Vér y(t)—>0

%) In diesem Satze kdnnen wir nicht ohne weitere Voraussetzungen die
Rolle der Ritume X und ¥ vertauschen, Fiir den Beweis ist notwendig, dass fiir
jedes O+ x¢X ein yeX existiert mit yws0.
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f) Konvergiert eine Folge von Funkiionen yp(t) mit der w-Eigen-
: b
~ schaft gegen eine Funktion y(t) und ist Wyx(t) <M (k=1,2,...),

80 gilt fiir eine beliebige stetige Funktionaai(t)
b b
[at)-ays(ty— [@(t)-dy 2).

' b
Beweis: Die Ungleichung Wy ()<< M ist evident. Der Grenz-
a

iibergang wird wie folgt begriindet. Es sei ¢ eine beliebige positive Zahl.
Dann existiert ein 6>>0 fiir welches aus |t'—t"|<<6 |aw(t ) —w(t")||<e
folgt. Fiir jede Unterteilung (1) mit m?Jx (bip1—1t) <4 muss es

|
|

gelten. Fiir hinreichend grosge k wird [b/,,(t})—y(ti)llk<£ (=0, 1, ..., )

b n—1
J2(0)-aya(t)— 5 a(t) Tyt —n(t))| < e,

a

14 n—1

Jo0)-ay (0 — Lttty ) —y (0| < M

a

sein. Dann ist:

|fott-asntty— fot0)-ay e} <

n—1

|2 @(8) - {[y(ters) — Y (b)) ]— [y (b) — y () I + 26 M <

=0 .

< 2¢(M 4 sup (b))
a<i<b
§ 6. 1° Wir haben frither ein Stieltjessches Integral fiir ab-
strakte Funktionen definiert. Jetzt definieren wir ein Radonsches
b i

Integral [ (t)-y(dE), wo B das Intervall [a, b], =(1) eine total
amessbare Funktion und y(e) [eC E] eine additive Funktion mit

der w-Eigenschaft einer messbaren Untermenge ¢ von E ist. Dieses
Integral definieren wir folgendermassen:

' .
Ist »(1) endlichwertig, @(t)=3'w; ., (), s0 setzen wir
: =1

[atty-y(@B)=3 a-yle,).
E I=1
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J efle .tota,lmessba.re Funktion x(t) ist eine Grenzfunktion einer gleich-
mégsig kqnvergenten Folge der endlichwertigen Funktionen a, (t).
Da y(e) die w-Eigenschaft besitzt, -muss der invariante Grenzwert:

lim f Zn(t)-y(dE) existierén und wir setzen
nE : .
- Jo(t)-y(@B)=lim [z,(1)-y(aE).
E S

Man beweist leicht folgende einfachste Eigenschaften:

a) Ist f(t) eine reclle messbare Funktion, so gilt
[@o1(t)-y(dB)= [1(t){my-y(aB)].
E E

b) [ [ot)-y@B)| < sup loto)]- W)

¢) Komvergiert die Folge von totalmessbaren Funltionen Za(t)
gleichmdssig gegen x(i), so ist

[an(t)-y(@B)—> [at)-y(aB).
E E

2% Wir wollen den Raum M ;Q aller totalmessbarer Funktionen
7(t) betrachten, die in E=[a, b] definiert sind und deren Werte

"in X liegen. Wir getzen

[l = sup [l

Die allgemeine Form eines linearen Funktionals im Raume
M={f(t)} der reellen messbaren Funktionen ist durch das Ra-
dongche Tntegral gegeben ©):

P(f)= [1(t)-0(aB),
E ’ g
wo @ (e) eine additive und beschrinkte, folglich eine Funktion von
beschréinkter Variation ist. Wir geben als eine Verallgemeinerung den

Satz. Die allgemeine Form einer linearen Operation, die M x in
etnen vollstdndigen linearen mormierten Raum Z iiberfithrt, ist durch
das Integral

U(n)=[n(t)-(dE)
E

" %) G. Fichtenholz und L. Kantorowitch, Studia Mathematica 5 (1935),
pp. 69—98, .
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gegeben. y(e) ist eine additive Funktion, die die w-Eigenschaft besitet;

deren werte im Raume Y der linearen X in Z -diberfithrenden Opera-
tionen liegen. Dabei ist

1Tl =Wyle).
. E

Beweis: Es sei eine lineare Operatibn U(n) gegeben. Wir

wollen die Menge M, der Funktionen 7 (t) betrachten von der Gestalt

n(t) =z e (t),

wo ¢.(t) die charakteristische Funktion der messbaren Menge_e ist
. kénnen wir als einen- Raum betrachten, dgr zu X linear-
isometrisch ist. Dann haben wir fiir 7(¢)=a @.(t)

U(n) =y(e)-=,

wo y(e)eY. Es sei y(e) bereits fiir alle messbaren Mengen e fie-
finiert. Es ist leicht zu ersehen, dass y(e) eine additive Funk.tmn
von e ist. Wir wollen beweisen, dass y(e) die w-Eigenschaft besitzt.

Betrachten wir eine beliebige Zerlegung E=;‘le; (e,-ej#O, =

von E und ein beliebiges System x6X (i=1,2,..,n). Dann ist.

Zecy el =13 @9 = TS awe)] < U] 522 o]

Daraus folgt, dass
Wyle) <||T]

ist. Die Glelchung U(n f n(t)-y(dE) folgt unmittelbar aus der
Definition des Ra.donschen Integrals.

Es sei a,ndereréeits eine Funktion y(e) gegeben, die additiv
ist und w-Eigenschaft besitzt. Das Integral U(n) / n(t)-y(dE)

glbt eine additive Operation, die M in Z iiberfiihrt. Die Unglelchung

U] =

<l Wyte)

vollendet den Beweis.
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3% Jetzt wollen wir den Raum Cx={(t)) [a<<t<Ch] von stetigen
Funktionen, deren Werte in X liegen, betrachten und setzen

Hﬂ%=supH§ﬁHL

Folgender Satz gibt eine Verallgemeinerung des bekannten
Satzes von F. Riesz iiber die allgemeine Form eines linearen Funk-
tionals im Raume € der reellen stetigen Funktionen.

Satz. Die allgemeine Form eines linearen Funkiionals im
Raume Ox ist durch das Stieltjessche Integral gegeben:

b
F(&) = [£t)-ag ),

wo Y(t) eine Funktion von beschrinkier Variation ist, deren Werte im
Rawme Y der in X Uinearen Funktionale liegen.

Beweis: Es sei in Oy ein lineares Funktional F (§) gegeben.
Wir kénnen es, ohne seine Norm zu vergrossern, auf den ganzen
Raum My fortsetzen. Dann wird fiir ne My

n) = [n(t)-y(dE),
E .

wo y(e) eine Mengenfunktion von beschrinkter Variation ist. (Wir
beniitzen den Umstand, dass die w-Eigenschaft und die Beschrinkt-
heit der Variation iibereinstimmen, falls Z der Raum der reellen
Zahlen ist). Wir getzen #(a)=0 und ¥(t)=y([a, b]) fir &<<t<<h.

b
Es ist evident, dass Vary(t)<C Vary(e)=|F|. Falls £(t) die
a E ’
Form &(t)=wf(t) hat, wo f(f) eine reelle stetige Funktion ist,
so gilt :

) ,
f () y(dB)= / 1(t) (y(dB) - o) = [ 1(t) A@(t) - 0)= [ f(t)- dgLt).

Da die Menge der linearen Kombinationen von solchen ein-
fachsten Funktionen in Oy iiberall dicht ist, haben w1r fiir jedes

§eOx
b
‘[E y(dB) = [£(t)-dy(e).
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268 M. Gowurin.

Andererseits, ist eine Funktion von beschrankter Variation ¥ (f)
gegeben, so stellt das Integral

b
= [&@)-dg(t)
a .
ein lineares Funktional in Cy dar. Es ist
b b ‘b _
ol =| [t -az|<|gVarg)  wnd  |FI<Vargw.

Wird #(t) so gewahlt (vgl. §54d), dass ihre Variation moglichst
b
klein sei, so wird ||F||= Vary(?).
a

Institut fir Mathematik und Mechanik
der Leningrad Bubnow’s Staatsuniversitit.
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Les ensembles projectifs et Pinduction transfinie Y.
Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

Je me propose de démontrer dans cette note que ’application
de l'induction transfinie dans le domaine des ensembles projectifs
ne conduit pas — dans des hypothéses trés générales — en dehors
de ce domaine. En particulier, on en déduira que la ,surface de
M. Lebesgue®, dont la nature était jusqu’s présent inconnue, est
un ensemble projectif 2).

Ce résultat, rapproché de ceux obtenus antérieurement avec
M. Tarski®), met mieux en évidence — comme il me semble —
le rble fondamental de la notion d’ensemble projectif dans 1’étude
des ensembles (fonctions ete.) effectivement définissables.

1. Considérons d’abord, avec M. Lebesgue, le type d’ordre
dun élément de Vensemble mon dense © de Cantor*). Imaginons
4 ce bubt tous les nombres rationnels rangés en une suite blen dé-
terminée

(1) : T1y Tay Tgy oo

et étant donné un élément ¢ de ’ensemble de Cantor:

+ + +... ou ¢=0 ou 2,

‘1) Présenté 4 la Soc. Pol. de Math., Section de Varsovie, le 7. II. 1936.
) Une esquisse de la démonstration se trouve dans ma note des C. R.

Paris, 1. 202, p. 1239. Le probléme de la projectivité de la surface de M. Lebesgue

8 été posé par M. Lusin, qui s'en est occupé & plusieurs reprises (voir par ex.
ges Hnsembles analytiques, Paris 1930, p. 298 ss.).
) Fund. Math. 17 (1931), pp. 240—272. Cf. ma Topologie I 1933 § 34.
4) Journal de Math. 1905 (chap. VIII).
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