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définissant les types ordinaux pairs comme types de la forme A+ 2n
ot 4 est un type d’ordre sans dernier élément et ol n est un
entier =0 1), :

3. Soit t* le point de @ tel que Mps g’obtienne de M; en sup-
primant le dernier élément (s’il existe, sinon nous posons t*=t). On
voit facilement que t* est une fonction de Baire de ?.

8 est défini par les conditions: '

80=4, BZw=Y8wm ou Q&—§w
: n=1

suivant que i est pair ou impair,

Ll’opération R«(B) correspondante est définie comme dans '

exemple 2 en remplacant ] B par 86— B™m. On montre
qu’elle est horelienne et que — tout comme auparavant — & est
de classe 3 ambigiie.
4. Soit %)
- 8%=4, .8W=[]8™¥» pour ¢ impair,
n=1
weBti =3 (Fnt1y <B) (& € B¥entyben), pour 0<i pair < L,
n=1
Iei Popération R,(B) peut étre définie comme suit:
{(®,y) e B(B)} = {(t=0) (@, y e 4) + (¢ impair) [] (w e B¥(w) +
n

+ (82> 0 pair) 3 (Jenin+1<?) (v € Breatnien)),

L’opération B est analytique, car ’ensemble &/ (v+1<y)
Pl
est analytique 3). M

Remarque. La différence essentielle entre 'exemple 4 et les précédents

est que 'ensemble 3¢t ne dépend que de ¢ (et non de t). De sorte que, en posant
Aez=3! ol t est un nombre quelconque tel que = e, on définit une suite trans.
finie d’ensembles précisément de classe a.

Ajoutons que pour I'ensemble 3 de I'ex. 2, les ensembles U, Uy ooy Uety ooe

donnés par les conditions (5)—(8) sont aussi boreliens de classes >>a. On &
évidemment

Ue= J t<a) t,2,y¢3).
txy ;

1) Ceci est un cas particulier des problémes de la forme suivante: étant
donné un ensemble 4 de nombres ordinaux <@ (ou plus généralement, de types
ordinaux dénombrables), quelle est la classe borelienne ou projective de l'en-
semble des ¢ tels que te. 41 Je considére ce propléme dans une note sur la géo-
métrisation de la théorie des types d’ordre dénombrable, qui paraitra bientot.

*) Cf ma note des C. R. Paris t. 176 (1923), p. 229 et Topologie I p. 175.

3) CL. renvoi 3) p. 272 de la note présente.
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‘Sur les classes d’ensembles closes par rapport aux

opérations de Hausdorff.
Par ’ ’
Alfred Tarski (Varsovie).

La note présente constitue un supplément 3 mon ouvrage
»Sur les classes d’ensembles closes par rapport & certaines opérations.
dlémentaires” ). Je me propose d’étendre ici quelques résultats
acquis dans cet ouvrage & certaines catégories d’opérations que je
n’y ai pas étudiées. Je vais faire usage des notions et des symboles
introduits dans mon ouvrage précité, aingi que des théorémes qui

'y ont été établis; en indiquant les définitions et les théorémes de

cet ouvrage, j'en vais munir les numéros du signe ® (p. ex.
wbh. 44 ©%),

M. F. Hausdorff considére dans son manuel connu de la
Théorie des Ensembles %) une vaste catégorie d’opérations, qu’il ap-
pelle ,,ds-Funktionen* et qui, tout comme les opérations envisagées
dans mon ouvrage cité, font correspondre des classes d’ensembles
aux clagses d’ensembles. Beaucoup de ces opérations jouent un role
important dans la Théorie des Engembles et ses applications. En
généralisant cette notion, on parvient A celle d’opérations. de
Hausdorff en degré 8 (8 parcourant tous les nombres ordinaux),
dont la classe sera designée ici par 9p; les opérations que M. Haus-
dortf appelle ,d3-Funktionen constituent la classe £,.

Il est commode de diviser la définition de la classe Hp en deux
parties. D’abord, je ferai correspondre & chaque classe @ dont les

- éléments sont des suites de nombres ordinaux une opération O

effectuée sur les classes d’emsembles K et qui sera déterminée de
la maniére suivante:

1) Fundam. Math, XVI, p. 181—304. )
%) P. Hausdorff, Mengenlshre, Berlin und Leipzig 1927, p. 89.


GUEST


278 A. Tarski:

Définition 1. Ow)(K) est la classe de tous les emsembles X
de la forme

X=2 HX% ot Xo,eK pour E<t(p) et ped,

pED  E<r(p) '

7(p) étant le type de la suite @ de nombres ordinaux et @ une classe
arbitraire de telles suites ¢.

Ceci fait, il est facile de définir la classe $p elle méme:

Définition 2. 9; est la classe de toutes les opérations F de
la forme
F == O

o D est une classe arbitraire non nulle de swites @ du type wy com-
posdes de mombres ordinaur @< wg.
On peut établir les proprietés suivantes des classes 9g:
Théoréme 1. %) H3C Upy1, done HsCM;
b) st FeDp, on a ICO_‘F;
) st FeDg, on a F*eHy;
4) si Fep et GeHs, on a FGefyp;
°) 8t Fegy, om a F(0)=0 et F({4d})={4};
) LeDp et SpiieHyp;

?) 21F£ LCSHEE
Fe.ﬁﬂ
") si Feg, om a F(K)<(K)*.
Démonstration. ®) En vertu des dét. 1, 2 et 5°°, on conclut

facilement» que, pour une opération arbitraire Fe$Hy et pour une
classe arbitraire K d’ensembles, on a la formule:

F(K)= 3 F(X)= > F(X),
XCEetX<ng XUy (K)

d’oli résulte, conformément au lem. 15°°, FeUsys. Par conséquent
9pCUss1 et a fortiori, d’aprés le lem. 16°°, $,CM, c. q. f. d.

") Soit Fe$Hy; on en déduit, en vertu de la déf: 2, F=2=0g
ol @ est une classe arbitraire =0, composée de suites ¢ du type wp
et dont les termes ®s sont <Tws. Considérons une classe -quel-
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conquekl’ensembles XK; posons pour un ensemble arbitraire X de
cette classe X;=X ol §<ws. Nous aurons alors évidemment

-y’ g .
X:Z [ l X dolt il résulte conformément & la déf. 1 que
ped g(anﬂ
X ¢ O (K)=F(K). Nous avons done KCF(K) pour chaque
clagse K; & Vaide des déf. 8"® et 13°, on en déduit aussitét la for-

mule chérchée: I Co F.

La démonstration des propositions °) et 9) a été donnée par
M. Sierpinski pour le cas f=01). Or, le raisonnement de M. Sier-

- pifnski peut étre appliqué au cas général sans modifications es-

gentielles,

Remarquons que, pour établir la proposition ¢), il faut avoir
recours & une fonction (de deux variables) @, qui remplisse les con-
ditions suivantes: (1) & tout nombre ordinal { correspond un seul
nombre & et un seul nombre 7 tels que (& n)=E; (2) pour que
@& 1) <wg, il faut et il suffit que §<<ws et n<<ws. On obtient
une telle fonction, en posant p. ex.: @(§ )=2%.(2n4+1)—1, quand
E<w ot n<<w, et ¢(§ n)=2%(2n+1) dans les autres cas.

°) résulte immédiatement des déf.1 et 2. °

I Considérons une classe @; dont le seul élément soit une suite
déterminée ¢ i termes constants < wg (p. ex.une suite ¢ telle que
@z=0 pour § <<wg) et une clagse @, composée de toutes les suites ¢
analogues (c. & d. des suites ¢ satisfaisant & la condition: @:=7
pour §<<wg ol 7 est un nombre arbitraire << wp).

Bn vertu des déf.13°, 20° et de la déf. 1, on montre fa-
cilement que Ow)=2=I et Ow,=2=8p., d’olt, conformément & la
déf. 2, Ieﬁp et Sg+1e©g, e q. L d. '

¢) En s’appuyant sur les déf. 5°° et 18° et sur le th. 44°, on
déduit aisément (méme sans faire intervenir axiome du choix) que,
pour une classe arbitraire d’ensembles K et pour un ensemble
arbitraire X, les deux conditions suivantes sont équivalentes:
(1) il existe une classe @ composée de suites du type e« % termes

<wg et telle que X-—.—-Z HX% ol ange.K pour {<<wp et ped;
tpﬁw g<mﬂ :

1) Gt W. Sierpifski, Sur les opérations de M. Hausdorff, Fundam
Math, XV, pp. 109-—211, surtout p. 201 et 209, ‘
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(2) il existe une classe Le Up1(K) telle.que XeSS*(L). A I’aide

des déf. 1, 2 et 21°, on en déduit l'équivalence des formules:

XEZ F(K) et XeRppi(K); suivant les déf. 8°° et 9"® on obtient
Fe,

done: [2‘ FJ (K)=Rg;,(K) pour une classe arbitraire /' et finale-
Feﬁp [
ment ZF—L—RH], ¢ q. f. d.
Feﬁﬂ

[+]

h) Soit ¥ la classe de toutes les suites du type w & termes Gy
appartenant & une classe donnée K. D’aprés les déf. 1 et 2, on peut
transformer la classe & d’une facon univoque en une classe arbi-
traire de la forme F(K) ot Fefy; la classe F(K) est donc l'image
de la classe ¥ (donnée parune certaine fonction H), d’oll on conclut
4 laide du lem. 11*® (donc, indirectement, 4 l’aide de 'axiome du
choix) que F(K)<<¥. D’autre part, suivant la définition de l’ex-.
- ponentiation des nombres cardinaux, on a ?F::(f)“v“. Ces deux
formules donnent aussitot I'inégalité cherchée. F(K)<C(K)¥s.

Outre les dpéra.tions I et Sgy1, figurant dans le th. 1%, on peut

citer d’autres opérations appartenant & la classe g: tels sont par -

exemple 871, Spi1 881, 81881 ete.; cela résulte immédiatement
du th.1%4 A la classe $; appa,rtxennent augsi les opératlons Lg
et Lg définies comme il suit:

LB(K) (resp. Ly(K)) est la classe de tous les ensembles X de la
forme X =1lim X; (resp. X = lzm Xe) ot X:eK pour E<<awy.
§<w3

Comme exemples d’opérations appartenant 4 la classe §,

peuvent servir aussi: l’opératlon .A de Souslin et son opération
double A4* 1),

Quant aux autres proprietés des classes S;)g, on peut déduire

facilement du th. 1¢ Pinclusion: > FC Sups 411 ol x.=2%. On a
Fefp

1) .Cf. p. ex. F. Hausdortf, op. cit., pp. 90—03.
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. = N I

ensuite 9p<<2%°. Il serait intéressant de reconnadtre si le théo-
réme suivant, démontré par M. Sierpinski pour le cas (=0 1),
ge laisse étendre aux nombres ordinaux arbitraires:

Si ®Cp ot ®<2M, il emiste une opération Fey telle que

zGCF

Ge®

Les problémes fondamentaux qui vont nous intéresser dang
la guite sont du type suivant: la puissance de I’ensemble universel I
étant connue, combien y a-t-il de classes composées de sous-en-
sembles’ de l'ensemble I et closes par rapport aux opérations de
Hausdorff (ainsi que, dans certains cas, par rapport a d’autres
opérations connues)?

Voiei quelques résultats dang cet ordre d’idées:

Théorime 2. 8i T=xy ot F== DG ot 6C s (dono en
Ge® §<pla)
paﬂ@aulwr, 8i FeDp ot Ra=nN), on a O iF =02t

Démonstration. Remarquons d’abord que, selon le lem. 4°°,
la formule: R.==x§¢ donne: p<<p(a). Il en résulte que ’hypothése:
FeHp et Ro=n, formulée entre parenthéses, se réduit 3 la con-

dition plus générale: F-——L—-ZG ou GCZ@g, de sorte qu'on n’a
Gs® §<pla)
pas & lenvisager séparément %).

Con:ﬁOrmément aux th. 1¢ et 56, il résulte de I'hypothése que

1ﬂc21eg+1c1z,,<,,), dov, suivant le th. 21°°, O/ (Ryw) C ©/(F).
§<p(%)

Comme, selon le th. 64°, B[R =22", Pinclusion obtenue donne:
iI’ >22 “, D’autre part, 1’1négahté inverse: @Z(F) <22 “ présente

un cas parmeulier du th. 32°. On parvient donc finalement & la

-22*“, e. ¢ £ d.

1y Cf. W, Sierpinski, Sur une propmété des opéraf/w‘nﬂ de M. Haus-
dorff, Fundam, Math. XVI, pp. 1—8.

%): Cette remarque s'applique aussi aux théordmes qui seront établis dans
la suite.
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En admettant ’hypothése supplémentaire sur la puissance de
la classe ®, & savoir que ®<CRg, on peut préciser le théoréme
démontré exactement dans le méme gens, dans lequel on a réussi
4 préciser le th. fondamental XI® par le th. 67°, Nous allons établir
dang ce but trois lemmes qui suivent:

Lemme 3. Si FeUg on of (8)=H ¢t 81 K est une classe

d’ensembles de puissance 222 assujeltie a la condition: FEX)Q(X’ N8
pour toute classe XeV(K), 4l ewiste une classe L vérifiant les
formules:

LeV(K)-e/(F), V(K)eAF)CV(L) o L<(E)*.

Démonstration ne différe guére de celle du th. 31° (dont
- le lemme qui vient d’étre énoncé présente une forme plus préeise).

Lemmed4. §i K=, et F:"———ZG ot (Y)CZ‘.{),: et B <R
. Ge® E<pl@)

(dome en particulier, si FeHy e R=NY), il eviste une classe L
vérifiant les formules:
LeV(K)-@/(F) et L=N,.

Démonstration est analogue a celle du lem. 65°. On établit
d’abord les trois formules suivantes:

(1) | F e Upa) ;
(2) ¢f (p(a)) = p(a);
(3) F(X)g(f)ﬁl_’&‘)‘ pour toute classe XeV(K).

La formule (1) résulte aussitét du th. 1° d’aprés le lem. 16b°0°;

la formule (2) nous est connue d’aprés le lem. 4*°. Pour obtenir (3),

Temarquons que, suivant la déf. 9°°, F(X) 2 G(X), dou
Ge®

F(X) ) <2G(X ); en vertu du th. 1" et conformément & la déf. 4

Ge®
et & et a Dlinégalité: (5\.%,,, contenue dans I'hypothése, on en tire

F(X) < (X)%9.x,. Comme K~.~a,,, on a conformément au lem, 5he®
(X xl(f\ NP("‘)
) >na pour XeV(K), dou (X‘)*i@)-xa—-:(;x")w);

on pa,rwent ainsi & Dlinégalité (3).
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Posons maintenant dans le lem.3: f=p(a). BEn vertu des
formules (1)—(3), Phypothése de ce lemme est remplie; or, d’aprés
le lem. 6*°, on en déduit sans difficulté I'existence dune classe L
vérifiant les formules:

LeV(K)-C/F) ot L=uy,, c. q. £ 4
Lemme5. 8i F<=3G o ®C D9 (donc en par-

Ge® §<B
tioulier, i K9, et y<p), Kee/(T+ S,

M::K-}-Lq—)[ql'g‘y[XeK ¢t YeL], on a Me@/(F)

Le@AF) o

Démonstration est analogue & celle du lem. 66°. Au lieu
de la classe NeUp(M)—{0}, on a & considérer une guite du type
w; < wg d’ensembles X, tels que X,e M pour 7 < wg; on démontre
que, pour toute classe @ de suites ¢ du type o composées de

nombres ordinaux ¢, <<wg, on a Z ]] Xy e M. ATaide des déf.1
ped n<og

ot 16°, on en conclut que Me @/ (Op). D'apreés la déf.2, on a done:

Me@/(G) pour toute opération Ge$H: ou &< f; conformément

4 Dhypothése du lemme, on en déduit suivant le th. 21°® que

Me f er(Q m@/’(zw G), d’o il résulte finalement que Me@/(F),
Ge® Ge®®
e. ¢ f. d.

Les lem. 4 et 5 constituent respectivement des généralisations
des lem. 65° et 66°; de méme, les remarques qui ont été faites
pages 258 et 270—271 de mon ouvrage cité au début s’appliquent
— mutatis mutandis — & ces lemmes. En particulier, I'analyse de la
démonstration donnée pour le lem. 5 en fait ressortir le lemme suivant:

Soit K4 L=K-+L+ B [XeK et YeL) pour des classes arbi-
Xy

o]
' Y N Q.
traires d'ensembles K et L. 8t on a alors If’sz o ®C 2 O:
Ge® §<p
(done en particulier, si e, et y<f), on ¢ aussi

FKL)C T8 (K)+ F(L),


GUEST


284 A. Tarski:

Théoréme 6. Si I=x~=K (ot KCU(1) et st FWEG
. Ge®
ot 03(:2335 et ®<Re (done en particulier, si FeHp et Nu=—-s§f’),
§<pl@)
on a V(K).CF) =22

Démonstration ne différe de celle du th. 67° qu’en un seul
point, & savoir en I'emploi des lem. 4 et 5 au lieu des lem. 65° et 66°.

En tenant compte de la puissance des classes 9 (cf. la remar-

que p. 281), on montre aisément que l'inégalité: o< Re, figurant
dang 1’énoncé du lem. 4 et du th. 6, est toujours verifide, sl

R
®C D9 et 22 <.
£<8 .
Les th. 2 et 6 ont des applications intéressantes au cas ou I

est ’ensemble de tous les nombres réels et K la classe de tous les
intervalles:

Corollaire 7. ®) 8i 1 est Pensemble de tous les nombres réels
(ou, plus généralement, un ensemble arbitraire de puissance 2%) et 8i

F=20 ot ®C9, (donc en particulier, si FeH,), on a éz iF 222
Ge®

b) i, de plus, K est la classe de tous les intervalles de mombres
réels (ow, plus généralement, ume classe arbitraire de puissance 2%

contenue dans U(1)) et O < 2% on a )- @ _)2222“"

Pour la démonstration, il suffit de poser N,=2% dans
les th.2 et 6 et de remarquer que, selon le lem. 4°®, on a alors
0 <p(a).

Le th. 6 et le cor. 7% présentent respectwement des générali-
sations’ assez notables du th. 67° et du cor. 68°. Envisageons le
cas particulier du cor. 7° ol la classe ® ne contient que deux opé-
rations, c. & d. Popération 4 de Souslin et gon opération double 4*.
On sait bien que ces opérations sont d'une portée trds considérable:
les classes d’ensembles qui contiennent tous les intervalles et sont
closes par rapport & ces deux opérations sont tellement vastes que

méme la plus petite d’elles, ¢. & d. la classe n (V(K)-@f(A—lc‘—A*)),
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n’a pas été encore suffisamment étudie; néanmoins le cor. 7P
montre que la famille de toutes ces classes est de la puissance la

plus grande possible, & savoir 222,

Je renonce & envisager ici d’une fagon plus détaillée les classes
d’ensembles qui sont closes simultanément par rapport aux opé-
rations de Hausdorff et & telles ou autres opérations envisagées
dans mon ouvrage précité. On remarquera seulement que — I’hy-
pothése du th. 2 ou bien celle du cor. 7 étant remplies — outre
la famille @/(F), toutes les familles de la forme @/( H+F) ou H
est une quelconque des opérations: O, T, T'*, §, 8%, 8,, 83, D et D*
gont de la puissance 22'* o 922

Quant au th. 6, resp. au cor. 7", état des choses est tout 3 fait .

différent. Il est impossible d’y remplacer F par H—T—F ou H sgoit
une des opérations: T, I'*, 8, 8% 8, et 85 (avec y > p(«)), car —

les classes d’ensembles K et les classes d’opérations ® étant con-
venablement choigies — la famille V(K).@/(Hf}-F) peut contenir
No
moing que 22"“, Tesp. que 2% , éléments et méme ne contenir qu’un
seul élément. C'est aussi ce fait qui interdit de supprimer dans
I’hypothése 'inégalité: & < xq, resp. ®<2%. Par contre, on ignore
g’il est possible de remplacer dans les théses du th. 6 et du cor. 7
— gang en modifier les hypothéses — la famille @/(F') par I'une des
familles: @/(C+F), @/(D+F) et @(D*+ F). On ne sait nonplus,
gi le th. 6 (vesp. le cor. 7°) s'étend & toutes les opérations F' semi-

 additives au degré f< p(w) (resp. au degré 0), intrinséques (c'est-

a-dire remplissant la condition: F(oj T8) et telles que l'on ait
FX)<(X)* (resp. F(X)<<(X)*) pour une classe arbitraire
d’ensembles X. On s’appergoit aisément que ce dernier probléme
comporterait une solution positive, si le lem. 5 (ou le lem. 66°)
se laiggerait transformer d’une maniére 4 le rendre applicable & toute
opération F de ce genre; cependant une telle transformation parait.
difficile, étant donné que ce lemme est strictement lié aux pro-

priétés spécifiques des opérations de Hausdorff.

Dans I'étude des classes cloges par rapport aux opérations de
Hausdorff, nous nous sommes bornés jusqu'ici au cas particulier
o le degré de ces opérations était <p(a), . désignant, comme
d’ordinaire, la puissance de 'ensemble universel /. Nous allons
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envisager maintenant le cas général. Outre certaines bornes,
dailleurs de nature assez triviale, que nous allons établir pour la
puissance des familles du type @/(F), nous n’obtiendrons qu'un
résultat purement négatif: nous montrerons notamment que dans
le cas général, et en particulier 8’il s'agit des opérations du dégré
>p(e), il n’est pas vrai que toutes les familles considérées ont la
méme puissance (résultat opposé & celui du th. 2).

Théoréme 8. 8i I=%, et F:Q——-ZG ol @CE@@ (done en
Ge® 0=¢

particulier, si F'e$yg), on a Vel (I << 22,

Démonstration. Conformément aux th. 1 et 55%°, il résulte
de I’hypothése que

(1) FE SR C 8% Sy
0=¢ 0=§

D’autre part, on a les inclusions connues: S*COT et S;_HCO:S
(th. 51°°, lem. 19™¢®). A Paide du lem. 14"° et de la déf. 12°°, onen
conclut d’aprés le th. 362° que

(2) - 8* S§+1C°: TSg_HCO T8 pour tout mombre ordinal §.

A Daide du lem. 13%, on déduit aussitét de (1) et (2) que
F(Q:TS et on en tire suivant le th. 49® la formule & démontrer.

Théoréne 9. Soit ?——-.\'a. On a alors:

2 pour chaque nombre B, il existe une opération F'eSy telle que
TAF)=22,
by si B=cf(a), il exviste une opération

o¥e < BZ(F) < 22,

%y st BZZa ou bien si Dhypothése H 1) est remplie et 2= p(a),
il ewiste une opération Fe®y telle que ©/(F)=2%¢,

FeHp telle que

1) Cf. mon ouvrage préeité, p. 193.
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Démonstration. ®) consitue une conséquence
th. 1" et du th. 32° (ou Vme) 1 immédiate du

by et ¢), Posons:

1) F'=2=Sp11 81
On en conclut facilement & l'aide du th. 1°41 que
(2) F Gﬁﬂ.

En posant dans le th. 241°: F=2-§,, et G'==8}., on obtient

conformément au th.50% >® et aulem.191: @/( Sy S ) =C/( 8.1+ 8%
d’ou en vertu de (1) 1)=€/(Sp11F8811),

(3) AT )= (8111 Sf1).
8i f=>of(a), on a f-+1> cf(x) et par conséquent — selon le
L S RS Ne
Cth. 69° — 2Regg @f(Sp41+S§|-1) 22-; on en déduit conformé-

ment & (3) que

(4) i B=ofla), ona P=<E(R) <2
D’une fagon analogue, on conclut d’aprés le th. XII® que

pla), on o CZ(F)=2%

Si enfin. f=a, on a f4+1>a et T“‘%a<85+1, d’on, confor-
mément au th. 51‘”’ S - -"—S eﬁ Str1=2=8*% En vertu du th. VI®,

(5) 8t Uhypothise H est remplie ot §=

on obtient done: @f’( ﬂ.,.1+85‘+1 =2%; il en résulte d’aprés (3) que

(6) 8 f=a, on a CAF)=2%,

En vertu de (2) et (4)—(6), Vopération F===8p.1S8%s satisfait
done aux conditions de ") et °). Le théoréme est ainsi démontré
entiérement.

En tenant compte du th. 9, on peut distinguer parmi les opé-
rations B de la classe $p deux catégories d’opérations: celles de la

premiére ocatégorie vérifient la formule @/ 7 =22" o Re=1, quel
que soit le xapport entre les nombres o et B, tandis que pour celles
de la seconde catégorie la famille @/(F) est dans certaines con-

ditions de puissance 22 (selon le th. 2) et dans des autres de puis-
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gance 2%, On pourrait donc regarder les opérations de la pre-
midre catégorie — & un certain point de vie — comme ,plus
faibles que celles de la seconde; aux opérations ,plus faibles®
de Hausdorff en dégré f appartiennent p.ex. les opérations I,
8311, Sip1, et aux ,plus fortes” les opérations Spi1y Sty SF18441,
puis (comme il résulte de l'analyse de la démonstration du th. 69°)
les opérations L, et fﬂ, mentionnées p. 280, ensuite — dans le cas

de B=0—les opérations 4 et A* de Souslin et beaucoup d'autres. -

1l serait intéressant de soumettre cette classification des opéra-
tions de Hausdorff & une étude plus approfondie, du moing
pour F=0.

icm

Sur les transformations continues biunivoques;

¢ Par

W. Sierpifiski et E. Sz'pilrajn (Warszawa).

§ 1. Théoréme. Pour chague couple X, Y despaces métriques
do méme puissamoe il ewiste un ensemble ZC X XY tel que les
espaces X et X sont des tmages biunivoques et continues de Vensemble Z.

Désignons par f une transformation biunivoque de ’espace X
en espace Y et par Z l'image de la fonction. f, c. & d. Pensemble de
tous les couples (@, f(x)), ol xeX.

Or, les espaces X et ¥ sont des projections biunivoques de
lengemble Z. En d’autres mots: ¢(p)=2 et w(p)=y désignant
respectivement l'abscisse et l'ordonnée du point p=(w, y)eZ, les
fonections ¢ et ¢ sont continues; en outre f étant une fonection biu-
nivoque, elles transforment d’une fagon biunivoque l'ensemble Z
en Xet Y, ¢ q f d ‘

Remarque. Dans le cas ol les espaces X et Y sont separables,
on peut remplacer dans 1'énoncé du théoréme I'ensemble ZC X X ¥
par un ensemble Z de mombres irrationnels. Cela résulte immédia-
tement du fait que chaque espace métrique séparable (donc en
particulier 'espace X X Y) est image biunivoque et continue d’un
ensemble de nombres irrationnels?).

§2. Soit M un espace métrique indénombrable, séparable et complet. L’espace
M ocontenant un ensemble homéomorphe & celui des nombres irrationnels ?),
il résulte du § 1 ~que pour chaque couple X, ¥ de sous-ensembles do M de méme
pudssance, i ewisle wn ensemblo Z contenu dans M et tel que X 6t Y sont des images
biunfvoques ot conlinues dé Z.

Yy ¢, p.oex. ¢ Kuratowski, Topologie I, Monografie Matematyozne 3,
Warszawa-Lwéw 1088, p. 226, corollaire.

%) Cf. p. ex. Kuratowski, L ¢, p. 220, corollaire 2.
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