Zur Theorie der Systeme linearer Gleichungen
von

M. EIDELHEIT (Lwow).

In der vorliegenden Arbeit geben wir Bedingungen an, unter
welchen ein beliebiges System von Gleichungen

(1) Zm’aikgk:ni (i= 1, 2,.-.)
k=1

fir jede Folge {7, } eine Lésung {§,} mitzm'l a6 | <o (i=1,2,..)
k=1

besitzt. Die benutzte Methode stiitzt sich wesentlich auf die, neu-
erdings von den Herren S. Mazur und W. Okruicz begriindete, The-
orie der Rdume vom Typus (B,) ). Der Bequemlichkeit des Le-
sers wegen, werden zunichst die fiir das folgende wichtigen Be-
griffe und Sitze dieser Theorie zusammengestellt. Wir fiigen
sodann einige Bemerkungen hinzu. Es folgt ein allgemeiner Satz
* tiber Systeme linearer Gleichungen in einem Raum vom Typus (By
und eine Anwendung dieses Satzes auf die Systeme (1). Endlich
werden diese Resultate zu einem einfachen Beweis des bekann-
ten Satzes tiber die Existenz einer ganzen analytischen Funktion,
die in einer gegebenen Punktfolge gegebene Werte annimmt,
benutzt. '

§ 1.

1. Ein linearer Raum £ wird als Raumn vom Typus (B;)
bezeichnet, wenn in ihm eine Folge von Funktionalen {|x|} mit
den folgenden Eigenschaften vorhanden ist:

1) S.Mazur und W. Orlicz, Zur Thecrie der linearen metrischen Riume,
erscheint im néchsten Band dieses Journals.
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L %], >0, |0],=0, |txl,=|t||x], |x+y|<|x|+|y],
(i=1,2:---))

2. Ist |x[,=0 (/i=1,2,...), so gilt x= 6, (x, y sind Ele-
mente von £, © das Nullelement, ¢ eine reelle Zahl),
3. Erklért man die Entfernung (x, y) zweier Elemente x, y durch
& _1_ lx—y L’
=1 Qi 1 +lx_y|i,
so wird der Raum £ zu einem vollstindigen Raum.

(¢, y) =

Setzt man ferner x|
a1 X
(2) ) lxl i=Zl'2i1+|x,i’
so heifit eine Folge linearer Funktionale {/f.(x)} stark konvergent,
wenn es eine Kugel |x|<r gibt, so daB {f,(x)} in dieser Kugel
gleichméBig kovergiert. Jeder Raum vom Typus (B,) ist, wie leicht
einzusehen, ein Raum vom Typus (F)%). Die Riume vom Typus
(B) sind spezielle Fille der Riume vom Typus (B,) und man erhilt
sie, indem man :
L= x| (i=12,..)
setzt. Viele Sdtze aus der Theorie der Riume vom Typus (B)

ibertragen sich auf die Riume vom Typus (B,). Insbesondere
gilt der folgende, fiir uns wichtige

Satz 1.%) Es sei U(x) eine im Raume E wvom Typus (B,)
erkldrte lineare Operation mit Werten aus einem Raum G, eben-
falls vom Typus (By. Ist Y (y) ein lineares Funktional in G so ist

3 X () =Y[U(x)]
ein lineares Funktional in E. Die Operation
X=U(Y)

die durch (3) erklirt ist, ist linear und heifit zur Operation U (x)
konjugiert. Damit die Gleichung

) y=U(x)

fiir jedes yeG eine Lésung xe E besitzt, ist notwendig und hin-

reichend, daf die Operation X =[] (') eine stetige Umkehrung
zulipt,

) %) Uber die Riume vom Typus (F) siehe: S, Mazur und W, Orlicz,
Uber Folgen linearer Operationen, Studia Math. 4 (1933) p. 152158,

%) loc, cit. 1Y),
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2. Bemerkung 1. Damit eine Folge linearer Funktionale
. ] 1 dig und hinrei-

(%)} stark gegen f(x) konwvergiert, ist notwendig
E}ée(ni} daf es eine natiirliche Zahl N und eine Zahlenfolge {M;}

mit M,> 0, M,—0 gibt, so dafs

N
(%) — <M 2| x] (xeE)

(5) |/:(0) — f(0)| < = [,
gilt. ) .

i i ist hinreichend. Denn ist | x| < —73, so wird

Die Bedingung ist hinreic . i T

nach (2) ] )
’ ﬁ_—li—h<§,also|x[k<1 (k=1,2,...,N)

1 1 epe
und die Folge {f,(x)} ist in der Kugel |x1<'2'ﬁ?1 gleichmaBig
konvergent. - '

Die Bedingung ist notwendig. Es sei nimlich dx_e Iiolge
{f(x)} in der Kugel [x|<d gleichmaBig konvergent. Wir wihlen

i 5> 1 d. .
eine natiirliche Zabl IV, so daf} %;15; < st Die Menge H
A «

der Punkte x mit ’xli<—2— (i=1,2,...,N) gehdrt dann nach (2)
der Kugel | x| <d an, und infolgedessen ist die Folge {f,(x)}
in H gleichmiflig konvergent. Setzt man nun

M=% sup £ — ()],

so ist (5) ersichtlich erfiillt. .
Ist f(x) ein additives Funktional und gibt es eine Zahl M >0
und eine natiirliche Zahl N, so daf

N
If(X)I<Mk§IXIk (xeE)

gilt, so ist f(x) offenbar linear. Umgekehrt,. is(’yc ;‘. (g) ein :egeg;
i Funktional in E, so gibt es ein , S0 da

Ig.:sl 2“; ar[i‘s(x)T1<1 gilt. Eine, der in Bemerkung 1 durchge-fuhrten

'éhnliche’ Uberlegung zeigt, da es eine Zahl M >0 und eine na-

tirliche Zahl NV gibt, so daB die Ungleichung

N
(6) fl <ML, (x<E)
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besteht. [st f (x)= 0, so nennen wir die kleinste natiirliche Zahl NV,
fiir die es ein M >0 gibt, so daB (6) besteht, die Ordnung de.
Funktionals f(x) und bezeichnen sie mit n (f). Fiir f(x)=:0 setzen
wir n(f)=0. Aus dieser Definition folgt sofort, daB f(x) in der
Menge der Punkte: x|, <1 (i=1,2,...,n(f)) beschrinkt bleibt,
wihrend es fiir N < n(f) immer eine Folge {x,} mit |x <1
X b <Ly L2, <1 0m=1,,...) gibt, fir welche die Folge
{f(x,)} unbeschrinkt ist. Die Ordnung besitzt ferner folgende
Eigenschaften:

a) ist A eine reelle Zahl =0, so gilt n(1f)=n ;

D nitf) <maxinGhy n(rts

) ist n(£) <n(£), so gilt n(fi+£) = n(f);

d) ist die Folge linearer Funktionale {/;(x)} in jedem Punkt x
beschrinkt, so ist auch die Folge {n(f)} beschrinkt.

Die Eigenschaften a), b) sind evident. Um ¢) zu beweisen,
bemerken wir zunichst, dafl aus b)

7) n(fi+f) <n(f)
folgt. Anderseits gibt es eine Folge{x},|x,| <1 ((=1,2,..,n(f)—1;
k=1,2,...), fiir welche die Folge {f,(x,)} unbeschrinkt ist. 2Es is’:
'dann, wegen n (f,) <n(f) —1, die Folge {fi(x,)} beschrinkt und
infolgedessen die Folge {filx)+ /,(x)} unbeschrinkt. Daraus schlie-
Ben wir aber, daf} n(f,+£) > n(f,) sein muB, was zusammen mit
(7) die Behauptung ergibt.
w Endlich folgt d), nqch einem Satze der Herren S. Mazur und
ah;llgiuizig,(gfs der gleichgradigen Stetigkeit der Folge {f,(x)},
Als Beispiel eines Raumes vom Typus (B) nehmen wir den
Raum (s) aller Zahlenfolgen {&,), Man setzt dann fir x=1{&},

[x];=18,| (%] bedeutet den absoluten Wert von &). Jedes line-
are Funktional ist von der Form B

N
) =2a5,.
k=1
Man sieht leicht, daB, wenn ay, =+ 0 ist,

n(f)=N

gilt. Die starke Konvergenz einer Folge von linearen Funktio-

nalen {f.(x)}

) loec. cit. %), p. 153.
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Ny
[ =3d"¢,
k=1

gegen f(x)=0 bedeutet hier nach d), daB die“ Folge {N)} be-
schrankt, N;<N und lim a¥?=0 (k=1,2,...,N) ist.

3. Wir betrachten nun ein System von Gleichungen

@ . £ =1, (=1,2,..)
wo f,(x) gegebene lineare Funktionale in £ und 7, reelle Zahlen sind.

Satz 2. Damit das System (8) fiir jede Folge {n} eine Lé-
sung x¢E besitzt, ist notwendig und hinreichend, daff die folgen-
den Bedingungen erfillt sind:

1) die Funktionale f,(x) sind voneinander linear unabhingig,

2) fiir jede natiirliche Zahl p gibt es eine natiirliche Zahl
i,, so dafs, wenn fiir irgendwelche Zahlen i, 4,,..., Ay (A= 0) und
P =24 fi()+2,1,(x)+ ...+ £(x

n(@)<p
ist, die Ungleichung ,
i< A
gilt,

Beweis. Die Bedingungen sind notwendig. Setzen wir
{ny=y, so ist durch (8) eine in E lineare Operation y = U(x)
mit Werten aus dem Raum (s) erklart. Ist

Y(@)=c,m+ec,my+...4+cyny
ein beliebiges lineares Funktional in (s), so wird
O UM =YU®]=c, f,()+ e, (0) + ...+ cyfy ().
Diese Operation soll nach dem Satz 1 eine Umkehrung besitzen,
Das ist aber ersichtlich mit 1) #quivalent. Nehmen wir nun an,
daBl 2) nicht richtig sei. Es gibt dann eine natiirliche Zahl p und
eine Folge linearer Funktionale
10) 9 () =4"f,@)+ 47D+ + LV f (),

4 (B0, {,— o)
so daf

n (@) <p (m=1,2,..)

gilt. Nach Bemerkung 1 kénnen wir nun eine Zahlenfolge {a_}
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mit a,, =0 bestimmen, so daf§ die Folge {a,, ¢, (x)} gegen f(x)=0
stark konvergiert. Dem Satz 1 zufolge mufl dann die Folge der
Funktionale in (s)

Y (y)=a, (L;'") n+ Fé’") ...+ 1:;’:) 7, )

m

gegen Y (y) =0 konvergieren. Aus der Eigenschaft d) der Ord-
nung folgt nun, wegen A™ & 0, daB die Folge {7 } beschrinkt
ist, entgegen (10). "

l?ie Bedingungen sind hinreichend. Zunichst folgt aus 1),
dafl die Operation (9) eine Umkehrung zuldfit. Es sei nun

) g, =1"A@+E L@+ 1 ()

eine gegen f(x) =0 stark konvergente Folge. Nach der Eigen-
schaft d) der Ordnung ist die Folge {n (9,)) beschrankt. Aus
2? folgt daher, daB die Folge {; } beschréinkt ist: i, <N. Beriick-
sxcz‘l:)tigt man nun 1), so sieht man leicht, daB die Folgen {Zf’")},
4", {7'in)} gegen 0 konvergieren. [Denn es gibt Punkte
*1y Xpseees Xy, S0.daB £, (x) =1, fi(x) =0, i &k (G, k=1,2,..,N)
und Jgnm Pn() =0 (k=1,2,...,N) ist]. Folglich konvergieren

die Funktionale
Yolg) =27 0+ 1, + ..+ 207,
stark gegen Y(y) =0, w.z b. w.
daf Bemerkung 2. Aus der Bedingung 2) folgt insbesondere,
a

lim n(f)=w

sein muf. Wir schlieen daraus, daB, wenn £ ein Raum vom
T)‘rpus (B) ist, das System (8) nicht fiir jede Folge {n)} lésbar
sein kann, da in diesem Fall n(f)=1 fiir jedes von ]I’(x)==—~0
verschiedene lineare Funktional wire. B

Bemerkung 3. /st
n(fl.)<n(fi+1) (i=12...),

so besitzt das ...S'y{z‘em (8) immer eine Lésung. Die Bedingﬁngen
1), 2) folgen némlich dann ohne weiteres aus den Eigenschaften

a), b), c) der Ordnung.
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§ 2
4. Es sei nun
12) 2a,§=n, (i=1,2,...)
k=1
ein beliebiges System von Gleichungen mit unendlich vielen Un-

bekannten §,.

Satz 3. Damit das System (12) fiir jede Folge {n} eine
Lésung {§,} mit .

(13) Zw’l a8, <o (i=1,2,...)
k=1

besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind: ’
1') die Zeilen der Mairix (a,) sind voneinander linear un-
abhdngig;
2') fiir jede natiirliche Zahl p gibt es eine natirliche Zahl i, so
daf3, wenn fiir irgendwelche Zahlen 4, %y,..., 4, M(, & 0, M> 0)

i P
|2:Lwa1'k|<M2[ a‘ukl
LS LE=

ist, die Ungleichung i < i, besleht.

(k=1,2)°")

Beweis. Wir diirfen offenbar annehmen, dafl es in jeder
Kolonne der Matrix (g;,) mindestens ein von O verschiedenes Ele-
ment gibt. Die Menge E aller Zahlenfolgen {§,}, die der Bedingung
(13) geniigen, bildet einen linearen Raum bei den gewdhnlichen
Definitionen der Verkniipfungen. Setzen wir noch fiir x={§}
(14) | x|, —_—k):'| a5, ] (i=1,2,..)),
so wird E, wie leicht einzusehen, ein Raum vom Typus (B). Da
die Elemente ¢, == {£}, &M =0 (k + m), §7=1 (k,;m=1,2,...)
ersichtlich eine Basis in £ bilden, so ist jedes lineare Funktional
in £ von der Form

(15) f(x) z}é’ ¢ 8
Ist ferner
(16) n(f) <N,

Studia Mathematica. T. VL. 10
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so gilt fiir ein gewisses M > 0 nach (6) und (14)

] N =]
IEckgkl<M22|aik§k[ (x€E).
k=1 t=1k=1

Setzt man hier der Reihe nach x=e,, e,,..., so erhilt man
' N
(17) o] <M | ay] (k=1,2,..).
i=1
Umgekehrt, ist (17) erfiillt, so ist offenbar (15) ein lineares Funk-
tional und es besteht die Ungleichung (16).

Setzt man nun :
(18) f,(x):"_za,kgk (121:2)):
k=1
so bekommt man den Satz 3 als Folge des Satzes 2.

Bemerkung 4. Die Bemerkung 2 ergibt hier nach (17)
als notwendige Bedingung dafiir, dafl das System (12) immer
eine Losung besitzt, folgendes:

Fiir jede natiirliche Zahl p gibt es eine natiirliche Zahl i,, s0
daf fir i> i
lag, |+ |a2kl+--‘+|apk|

li =0
e ]a'ikl
gilt.
Bemerkung 5. Ist a,,0 (i, k=1,2,...,) und
. ey ,
(19) : lim =0 =12,..)

Evo Qg
so besilzt das System (12) immer eine Lésung.

Um dies zu beweisen, geniigt es nach der Bemerkung 3 zu
zeigen, dafl

n(f)=i (i=1,2,..)
gilt, wo f;(x) durch (18) erkldrt ist. Zunichst folgt aus (17)
(20) n(f) <i (i=1,2,..).

Ferner setze man

Xy = B =0, kfm, g0 — 1

(k) m=1)21"')'

i-1,m

Dann sind nach (19) die Folgen {|x,|,}, {Ix,}},-.., {Ix,|_;}

~beschrdnkt und die Folge {f (x
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)} unbeschrinkt. D h st
n(f) > i, also wegen (20) n(f)=i. emnach is

5. \)E/ir bemerken jetzt, daf alle vorangehenden Ausfithrun-
gen ungeindert bleiben, wenn man tberall ,reelle Zahl* durch
»komplexe Zahl® ersetzt. :

; Es seien nun {z}, {w} beliebige Folgen komplexer Zahlen
un

1) lim z=co, 2%z, ik
Es wird eine analytische Funktion
g(z)::zvckzk mit g(zi)*:-'wi (i=1,2,..))
k=0

gesucht. Es geniigt zu zeigen, daff das System

kZ'zf-‘§,<=w,. (i=1,2,..)
= :
eine Losung besitzt. Wir diirfen dabei, wegen (21),
(22) . ,z,‘,<lzi+1, (i=1,2,...)
voraussetzen.

Zunichst folgt aus der bekannten Auswertung der Vandermon-
deschen Determinante, dafl die Zeilen der Matrix (a,,) = () von-
einander linear unabhingig sind. Nehmen wir nun an, daB fiir
irgendwelche Zahlen Ay dyyoniy oy M (2,3 0, M>0) und eine
natiirliche Zahl p

! P
| 22,2 < M| ¥ (k=0,1,...)
=1 P =]

ist. Hieraus erhilt man fiir eine beliebige natiirliche Zahl m

m

Sl eI L $

k=1 klzf' v=1 k=1 klzz‘kl p=]
und umsomehr ‘
‘ m i Zk m p Zk
|12 2= < MY 3=,
k
k=1 v=1 zi k=1v==1 kzi
was auch in der Form
i m zk p m zk
(23) IZ’MZ'k’k <MY X|—+]
vl k=1 RZ; v=1 k=1 kZ,-

10
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geschrieben werden kann. Beachten wir nun, dafl die Reihen
k .

wahrend man fiir

Zw' : = erhilt. Es ergibt sich dann, wegen 2,40,

#
lim 22‘, )_’ =00

m—>°°m—-1 k=1 Z,-

und nach (23) umsomehr

lim 37 372

M=>0 gy fp=} zi

|~oo

Daraus folgt |z,| < |z,|. Wihlt man nun gemif (21) die natiir-
liche Zahl i, so dafB’ fir v>i, |z,|>]z,] gilt, so muf i<,
sein, womit alles bewiesen ist. -

Dieser Beweis bleibt, wie Herr H. Stemmaus bemerkt hat,
ungeindert, wenn man hm |z,|=r, |z,| <r statt z— 0 annimmt

und g(z) regulir im Krelse | z| < r voraussetzt.

(Regu par la Re’daction le 15.-6. 1936).





