Uber k-fach monotone Folgen
) von

W. ORLICZ (Lwéw).

1. In diesem Aufsatz bringen wir einige Sitze aus der
Theorie der unendlichen Reihen sowie auch aus der Theorie der
Orthogonalentwicklungen. Obwohl die Sitze des zweiten bezw.
dritten Abschnittes verschiedenen Problemkreisen angehdren, so
haben sie doch das Gemeinsame, dafl man es bei ihnen mit
k-fach monotonen Zahlenfolgen zu tun hat.

Die Folge {a,} heiit bekanntlich k-fach monoton abnehmend,
wenn die zugehérigen i-ten Differenzen d(i)av' nichtnegativ sind
fir i=1,2,... %k und alle ». Die Folge {a,} nennen wir von be-
schrdnkter Variation k-ter Ordnung, wenn die Reihe '

S (v+ k—1) | @
konvergiert. Offensichtlich ist die Konvergenz von (1) mit der
Konvergenz der Reihe 3'+* 7| 4% | dquivalent.

=0

Wir bezeichnen mit (z*¥) den linearen Raum aller nullkon-

vergenten Zahlenfolgen {a,}, die von beschrénkter Variation k-ter
Ordnung sind; definieren wir die Entfernung zweier Elemente
a={a,}, b=={b,} aus (¢*) durch

o0

@ =2 (L5 14%a, b)),

=0
so erweist sich (%), wie man zeigen kann, als ein Raum vom

Typus (B)2).

1) Vgl, dazu: J. Pfleger, Uber Reihen mit r-fach monoton abnehmenden
Gliedern, Monatshefte f. Math. u, Phys. 41 (1934) p. 191—200, insb. p. 196—197.
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Wir definieren noch die Norm eines Elementes a=/{a,}¢(ok):

Jal= S (L57Y) 4%,

=0
ista”={a[’}, so folgt aus o] - 0 insbesondere lim a;=0(»=0,1,2,..).

Eine Folge aus () gehért auch jedem R’;I_I;:)e () (s==1,2,...
r—1) an?),

Wir formulieren zuerst den folgenden von Herrn J. Prizcer
herriihrenden Hilfssatz 8),

Hilfssatz 1. Ist {4} eine Zahlenfolge, fiir welche die Reihe
214

o\ k—1
konvergiert, so ist die Folge
@ o=2 (g =012,

nullkonvergent und 4 U"aﬂ: 4, (n=0,1,2,...).

Der Zusammenhang zwischen A-fach monoton abnehmenden
Zahlenfolgen und Folgen von beschrénkter Variation k-ter Ord-
nung wird durch den folgenden Hilfssatz beleuchtet:

Hilfssatz 2. Ist die nullkonvergente Folge {a,} k-fach
monoton abnehmend, so ist sie wvon beschrinkter Variation k-ter

Ordnung.
Ist die nullkonvergente Folge {a,} won beschrinkter Varia-

tion k-ter Ordnung, so gibt es zwei k-fach monoton abnehmende
nullkonvergente Folgen {a’}, {a)} sodafa,=a—a" (v=0, 1,2,..).

Beweis. Der erste Teil des Hilfssatzes ist bekannt; um
den zweiten Teil zu beweisen, setzen wir

A= (14 %a, |+ 2%0),  gi=(|4¥q | — 4%,
und definieren die Folgen {a,}, {a’} durch

f— 3 v—n+k—1 ’ 0 ¥ v—n-+k—1 ”
d=2 (T w=2 (TR

?) Vgl. dazu Hilfssatz 2.
%) L. e 1), p. 194, Hilfssatz VL
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Aus 3 (H/Z le) | 4%a,| <+ o folgt nach Hilfssatz 1 @~ 0,
v=0 -

k) r__ g1
a’»0 und AW =4

n?

4% =4". Da 4% >0, d~0,
so ist die Folge {d(k_”a;} nullkonvergent und nichtwachsend,

so daB 2% Va > 0; durch wiederholte Anwendung dérselben
-Schliisse ergibt sich allgemein d(‘)a;>0 (i=1,2,...k). Ebenso

; , v ) .
ist 4% >0 (i=12,...k); da 4%, — o) = 4%a, so ist
a=a—a” und unser Hilfssatz ist bewiesen.

n n n

Als erste Anwendung dieses Hilfssatzes werden wir jetzt

’ . v 2
zeigen, daB der Raum (v*) separabel ist. Sei a={a}¢ (v") und

A(k)a,,> 0. Wir betrachten die Folge :

X = =0,...
Jo=4(k)ao"“’ dpzd()ap’ 4,1 =0, 4,1,=0,

und def nieren die Folge a”== {a’} mittels der Formel (2). Eine
shnliche SchluBweise wie frither zeigt, daf diese Folge k-fach
monoton abnehmend ist. Ferner ist

(v k—1\ 1 W p_ oy 3 v+k——1) A%q |,
o = al =2 (" 57T 140 —a) = 2 (R AT 1%
also lim | @"— a|=0. Hieraus folgt, unter Beachtung des Hilfs-

satzeg—b, daB die Menge aller Zahlenfolgen von beschrinkter Ya-
riation k-ter Ordnung, deren Glieder samtlich ’:'ationale Z?hlen .smd
und von einer Stelle an verschwinden, in (v") iiberalldicht liegt.

2. Es bezeichne im Folgenden X einen Raun.l vom ‘Typus
(B). Sei {x,} eine Folge von Elementen aus X; wir ‘bezeul::ht;en
mit c,(‘k)(xn) die Cesaroschen Mittel k-ter Ordnung der Folge
es ist also
{x,,}, sflk) (xn)
n+k)
"%

& () =

(n=0, 13 2;---))

n

—v—1
Es bedeute T* eine Matrix (b,), welche den Bedingungen

lim Zm'b. =1, limb,=0 (»=0,1,2,...) geniigt; als i-te Trans-

i g 1>
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formierte der Folge {x,} bezeichnen wir die Summe

Ti(xo,xl,...)sz“,xw.

r=0

Satz 1. Es sei y=3'x,, g,y =2'c,x, (n=0,1,2,..),

==() r=={0
wo x,¢€X und ¢={c,} eine Zahlenfolge bedeutet. Wir setzen vo-
raus, daf fir jede k-fach monoton abnehmende nullkonvergente
Zahlenfolge a=/{a,} eine Konstante L (a) existiert, so daf3

3 ”T;(yo(a): yl(a)’--')”<l‘(a) (Z.:‘O}I’Q:---)-
Dann gibt es eine universelle Konstante L, so daf
“) lef P @IS L (n=0,1,2,..),

(5) I (z+ ..+ 2 < L (in=0,1,2,..),
wo zi= xn(zw'bij).

Beweis. Zum Beweise bendtigen wir folgenden Hilfs-
satz: ‘
Wenn fiir eine Elementenfolge {z,}, z,€ X, und fiir eine be-

liebige Zahlenfolge {a,} aus (v*) mit nur endlich vielen von Null
- verschiedenen Gliedern die Ungleichung

® ngfjawzvn@uczn
besteht, so gilt

@) max | cg‘*l) (Zt+ ... +2z,)|< L..

Wir definieren die Zahlenfolge {a,} mittels der Formel (2),
in der wir

1

A = d(k)a7= 0 fir v n, 4= du‘)an*———

gesetzt haben. Wenden wir auf die Reihe. Zw' a,z, die Abelsche
=0

Umformung an, so erhalten wir wegen (6)
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0 n n . . "
| 2'a,z,]=l Z; a,z,)=] 2: 4%, 50 (2)+ 4% Ve, s (z)
=0 = r=

+ 4% a0z 40y (@)

. 1 N
Z“(“Tk-:—w Sik)(zn)”<L (n=0,1,2,...).
k—1
Da aber slnk_l) (zptz+...+2) ==sfl”) (z)), so ist (7) bewiesen.
Um jetzt den Satz 1 zu beweisen, betrachten wir die Folge

der Transformierten {7(y,(a), y,(a),...)}. Aus Vorauisetzung (3)
und Hilfssatz 2 folgt, daf} fiir jede Folge a={a,} ¢ (2") die Folge
{T,(y,(a), y, (@), ...)} beschrinkt ist; somit ergibt die Anwendun.g
eines bekannten Satzes iiber Folgen linearer Operationen*) die
Existenz einer Konstanten L, mit welcher die Ungleichung

®) ”Ti(yo(a))yl(a):---)“<l'”a” (f=0,1,2,...)

besteht. Far jede Zahlenfolge {a,}, deren Glieder fast alle Null
sind, gilt offenbar
T,(yo (a)) yl(a)’ . ") ::Zalv (xvz,bij) =Z;aq:z; ’
y==() f=7 ==

also nach (8)

1 30,2 <L]al (=0,1,2,...).
=0 .

Da nach dem obigen Hilfssatze die Ungleichung
max “cflk_l) (zfj—l— ot z;)HQL (i=0,1,2,...)

besteht, so ist (5) bewiesen. Um noch (4) zu beweisen, bemer-
ken wir, daf} lim z,‘;,=x1;, mithin gilt bei festem n

lim cflk_l) (z;+ A Z:,) == cflk_‘) (xg+...+x)
und nach (5)

1 (I L (n=0,1,2,..).

4) Siehe: S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa (1932);
p. 80, Théoréme 5. .
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Bemerkung. Setzen wir voraus, daf} die Matrix 7* zeilen-

finit ist, d. h. 5,,=0 fiir »> n (i), so folgt aus (5)

® 1T (s 15 <L

In der Tat, es ist zi=0 fiir » > n () und demzufolge

n (i) n (i)
lim %=V (zi+...+2!) =22; = Zo'bh, (gt x4 .00+ x).

n->00 j=0

(i=0,1,2,..)).

Hieraus folgt wegen (5) die Ungleichung (9).

Im Sonderfalle k=1 wurde Satz 1 zuerst von Herrn
S. Kaczmarz®) bewiesen.

Satz 2. Damit die Reihe
(10) | Z,aa' ‘x»v

. "'=0 .
fiir jede k-fach monolon abnehmende nullkonvergente Zahlenfolge
{a,} (C, I)-summierbar sei, ist notwendig und hinreichend, daf
die Ungleichung

(11) lef™ (gal< L (n=0,1,2,...)

bestehe, wo m = min ([, k—1), y":2x7, ist,
=0

Beweis. Die angegebene Bedingung ist notwendig. Aus
Satz 1 und der vorstehenden Bemerkung folgt sogleich die Be-
schrinktheit der Cesaroschen Mittel (k—1)-ter und Lter Ordnung
der Reihe 3/ x,.

=0

Die angegebene Bedingung ist hinreichend. Um dies zu
beweisen, bemerken wir, daf8 die (C, p) - Summierbarkeit fir p < ¢
die (C, ¢) - Summierbarkeit zur Folge hat, daB weiter fiir k-fach
monoton abnehmende nullkonvergente Zahlenfolgen die Beziehung

=0

Satz besteht:

%) 8. Kaczmarz, Une remarque sur les séries, Studia Math. 3 (1931)
p- 95-100, insb. p, 97. '

Z(V :ﬁ;l) 4P <+ o0, P <.k, gilt und dafl der folgende
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Ist die Bedingung (11) erfiillt und 20,% (y + m) |47 g | < + o0,
m

=0
a,~0, so ist die Reihe (10) (C, m)-summierbar®).
Was den zuletzt genannten Satz betrifft, so ist er fiir nume-

rische Reihen bekannt; seine Verallgemeinerung auf den Fall eines
beliebigen B-Raumes liegt auf der Hand.

Bemerkung. Man kann im Satze 2 die Worte ,,(C, )-sum-
mierbar” durch ,,(C, /)~beschrankt® ersetzen.

Im Sonderfalle k=2, /=1 wurde Satz 2 von Herrn Szivon 7,
fiir k=2, /=0 von Herrn S. Kaczmarz?) bewiesen.

Satz 3. Wir setzen voraus, daf die Toeplitzsche Summa-

tionsmethode T die folgende Eigenschaft besitzt:

, 0
Immer wenn die Reihe 34, T-summierbar ist, ist auch die
=0

o0
Reihe 3 a,2, T-summierbar, wobei {a,} eine beliebige monotone
=0

(k==1) nullkonvergente Zahlenfolge bedeutet. Unter dieser Vor-
aussetzung ist die T-Summierbarkeit mil der gewéhnlichen Kon-
vergenz dquivalent.

Beweis. Aus unserer Voraussetzung folgt nach Satz 1 aus

der 7-Summierbarkeit der Reihe j’lv die Beschrinktheit ihrer

r=={)
Teilsummen. Nach einem Satze von Mazur-Orucz?) ergibt sich
hieraus die Behauptung.

Satz 4. Wir seizen woraus, daf die Toeplitzsche Summa-
tionsmethode T mit allen Toeplitzschen Methoden, die won ihr

9 G. H. Hardy, Generalisation of a theorem in the theory of divergent
series, Proc. London Math. Soe. (2) 6 (1907); H. Bohr, Bitrag til de Di-
richletske Raekkers Theorie, Inaug.-Diss., Kopenhagen (1910), insb, p. 61; vgl.
auch: L. Schur, Uber lineare Transformationen in der Theorie der unendlichen
Reihen, Journ. f. reine und ang, Math. 151 (1921) p. 79—111, insb. p, 104—106,

") S. Szidon, Reihentheoretische Sitze und ihre Anwendungen in der

.Theorie der Fourierschen Reihen, Math. Zeitschr. 10 (1921) p. 121—127.

% L. o 9).
%) S. Mazur et W. Orlicz, Sur les méthodes linéaires de.sommation,

C. R. de I'Acad. des Sec. 196 (1933) p. 32—34; sieche Théoréme ‘6.
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nicht schwdicher sind, konsistent ist1%) und die folgende Eigen-
schaft besitzt:

e
Immer wenn die Reihe 3] A, T-summierbar ist, ist auch die

=0

Reihe j’ a, %, T-summierbar, wobei {a,} eine beliebige k—fach mo-

=0

noton abnehmende nullkonvergente Zahlenfolge bedeutet. Unter

diesen Vorausseizungen ist die Methode T nichi stirker als die

(C, k—1)- Summierbarkeit.

Beweis. Fir die Summationsmethode T gilt folgendes?);
Es existiert eine abzihlbare Menge .S von konvergenten Zahlen-
folgen, so daB fiir jede 7-summierbare Folge {s,}, ¢>0 und
jedes ganze p>0 eine Folge {s°}¢.S vorhanden ist, die den Un-
gleichungen

lfa,-v(sv—- s)<e ((=0,1,2,..)),
=0

|s,— s <e (»=0,1,2,...p),

]Za”(sm——sq‘f)[<8 (i=0,1,2,...p; n=0,1,2,..)

=0
geniigt. Aus Satz 1 folgern wir, daB fiir jede T-summierbare
Reihe j 4, die Folge {cik"” (f4F...+1)} beschrinkt ist. Jetzt
nehm;:owir an, es sei
e okt d)oa, Gkt 2, )b,
Da offenbar fiir jede Folge {s,}€S der Grenzwert
lim cff_l) (SP,-)

i i

existiert, so existiert dieser Grenzwert, infolge der oben ange-
gebenen Eigenschaft der Methode T, fiir jede T-summierbare
Folge {s,}. Somit ist die Summationsmethode, die der Transfor-

1) Das heift: wenn jede T-summierbare F olge 7-summierbar ist, so erteilt

die 7-Methode jeder T-summierbaren Folge denselben Grenzwert - wie die
Methode T. ’

) L. e 9),
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mierten cf:—n (S”;) entspricht, nicht schwicher als die 7-Methode

o)
i s, =r folgt lim ¢* V(s Y=7r. Daher ist
und aus }Lnlqga”' ST i~ P (”i)

=lim Y a, (bt r+...+4)=4;

i— 0,

rﬁan beweist ganz analog b=, die Folge {c*™ (,+...+4)}
muf also konvergieren. .

3. Sei {p,(x)} ein in (a, b) orthogonales Funktionensystem;
mit (L% L?) bezeichnen wir die Menge aller Folgen {4} mit der
Eigenschaft, da} immer, wenn

(12) 21,9, (x)
Pz () R
die Entwicklung einer Funktion aus (L%) ist, die Reihe
13) 2 41,9,
: =

die Entwicklung einer Funktion aus (L7 darstellt.
Es bezeichne Kff) (x,8) das n-te Cesarosche Mittel k-ter

Ordnung der Reihe S’f/g (x) @, (5); als die n-te der (C, k)-Me-
r==0 L
thode entsprechende Lebesguesche Funktion bezeichnen wir

b
o © =18, 9] d.

Satz 5. Es bestehe {g,(x)} aus beschrinkten Funktionen
und sei in (L') wollsténdig. Dafir, dafi jede k-fach morlzotoln ab-
nehmede nullkonvergente Zahlenfolge {1} der Men'ge (L, L) an-
gehort, ist die Existenz einer Konstanten M, mit der die Un-

gleichung
14 O <M
fir fast jedes £ besieht, notwendig und hinreichend.

Beweis. 1°. Die Bedingung ist hinreichend. \)lVenn c!ie
Ungleichung (14) fiir fast jedes § besteht und- f(x)e.(L) so. Js.t
die Entwicklung (12) im Raume (LY (C, k—1)-summierbar somit
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im Raume (L) auch die Reihe (13) fiir jede k-fach monoton ab-
nehmende nullkonvergente Zahlenfolge {1} (C, k—1)- summierbar
und stellt die Entwicklung einer integrierbaren Funktion dar.

2°. Die Bedingung ist notwendig. Aus Voraussetzungen
des Satzes 5 folgt nach Hilfssatz 2, daBl jede Folge {4, }¢ (vt) der
Menge (L', L) angehdrt, Wenn 1= {l,} e (2*), so bezeichnen wir
(bei festgehaltenem F(®) mit U(A; x) diejenige integrierbare F unk-
tion, fiir welche '

b b
JUts 9 de=1, [199, (a5, pm0,1,9,.., FOe(Lh.

U(%; x) stellt eine lineare Operation in (") dar1%); es gibt also
eine Konstante ]llf so daf}

(15) U@ 0l < M.

Wir definieren jetzt eine Folge 4={1) mittels (2), worin

g 1 o,
A=a% 2=0 fur » + n, A = AP — (@—17 gesetzt wird,
b

Da |2 =1, hpi=%_,=...=0, so ist nach (15)
106 9= 3119, < b,

Die Anwendung der Abelschen Umformung avf die linkerhand

stehende Summe ergibt (vgl. den Beweis des Hilfssatzes auf
Seite 152)

;i"‘”(égﬁ. 7.05)

WIKM, (n=0,1,2,...).
k—1

Somit ist fir jedes f(x)e(L") die Reihe (12) (C, k—1)-beschrinkt
(im Raume (L)), woraus bekanntlich (14) fiir fast jedes & folgt.

) Um das einzugehen geniigt es z B, einen Satz von S, Banach anzu-
wenden; siche das unter %) zit. Buch, p- 41, Théoréme 7.
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Man beweist ganz dhnlich den Satz:

3, .

Satz 6. Das Orthogonalsystem {g,(x)}, ¢,(x)e(L"), 5;1

in (L") wvollstindig. Dafiir, dof jede k-fach moanot?tn abne}fz:nen'(;

llkonvergente Zahlenfolge {1} der Mengfe (L%, L ). ange cfrt,. is

nuiwendig und hinreichend, daf die Entwicklung eme.r belzebz.gen
nF‘lJmktion f(x)e(LY) im Raume (L) (C, k—1)-summierbar sei.

(Regu par la Rédaction le 3. 7, 1936).





