Sur les transformations continues n‘augmentant pas
la dimension.
Par
Karol Borsuk (Warszawa).

1. Dans maintes recherches topolegiques, on fail I'usage du
théoréme 1) d’aprés lequel toute transformation continue f d’un
espace métrique séparable en un sous-ensemble d'un espace eucli-
dien se laisse approcher par des transformations continues qui
n’augmentent pas la dimension. Le but de cet ouvrage est de dé-
montrer un théoréme plus précis, concernant le cas plus général,
& savoir celui des transformations continues d’un espace métrique
séparable en sous-ensembles d’un espace compact jouissant d’une
propriété topologique locale, dite propriété (4) %), et de traiter
quelques questions qui 8’y rattachent.

2. Soit P un complexe‘géométrique%. Désignons par P, le
complexe géométrique qui s’en obtient, en enlevant les intérieurs
de tous les simplexes de dimension >n de P.

1) Pour les espaces compacts, c'est une conséquence facile du théoréme
connu sous le nom de ,Uberfihrungssatz® de M. P. Alexandroff (voir Annals
of Math. 30, 1928, p. 120). Dans le cas général, c’est une conséquence du thé-
oréme de M. W. Hurewicz, @’aprés lequel toute transformation continue
d’un sous-ensemble fermé B d’un espace M métrique, séparable et tel que
dim (M —F)<n en sphére euclidienne de dimension n ge laisse prolonger d’une
maniére continue sur 'espace M tout entier (voir Fund. Math. 24, 1935, p. 146).

%) L’espace N jouit au point p e N de la propriété (4), lorsque tout entou-
rage U de p contient un entourage U, de p tel que chaque ensemble compact
ACU, selaisse contracter dans un sous-ensemble de U de dimension < dim 4 + 1.
L’espace N jouit de la propriéié (4), loxsqu’il jouit de cette propriété en chacun
de ses points. Les espaces compaets jouissant de la propriété (4) se distinguent
par la régularité de leur structure topologique. Cf. mes notes de C. R. 201 (1935),
p- 1086; C. R. 202 (1936), p. 187 et Fund. Math. 27 (1936), p. 77—93.

%) On entend par complewe géoméirigue vn polyddre avee décomposition
simpliciale donnéde.
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Lemme. M diant un espace métrique séparable de dimension
< et P un complexe géoméirique, il existe pour chaque fonction feP"
une fonction foePY coincidant avec f dams §(P,) %) et telle que
pour tout xeM les points f(x) et fo(x) appartiennent auw méme sim-
plexe du complexe P.

Démonstration. Soit P’ un complexe géométrique qui
s’obtient de P, en y enlevant l'intérieur d’un simplexe 4 de di-
mension la plus grande. Il suffit évidemment de prouver qu'il
oxiste dans le cas olt dim4>n une fonction feP’™ coincidant
avec f dans f '(P’) et satisfaisant & la condition:

1) FIAICA.

Soitt A la frontiére du simplexe 4. L’ensemble f"] (A) étant
un sous-ensemble fermé de I'ensemble ' (4), qui est de dimension
<n, il existe5) une iransformation continue ¢ de F(4) en A
coincidant avee f dans ’ensemble 77(A). Or, en posant f'(#)=F(»)
pour tout wej_l(P’) et f'(#)=p(x) pour tout xzef ' (4), la fone-
tion f' satisfait a la condition (1).

8. Théoréme. Soit M un espace méirique séparable et N un
espace compact jouissani de la propricté (A). Les tramsformations
continues f, pour lesquelles dim f(M)> dim M constituent un Fo
de I-ére catégorie dans Vespace NY ),

Démonstration. La thése du théoréme ébant évidente dans
le cas ol la dimension de M est infinie, nous pouvons admettre gue
n=dim M est un nombre fini. Désignons p(ur tout k=1, 2, ..
par @, la famille de toutes les fonctions fe_N peur lesquelles la
(n+1)-iéme constante d’UrysoI‘n 7} de Vensemble f(M ) est <1/k;
la famille @ des fonctions fe N pour lesquelles dim FO) < dim M
coincide alors avec la paitie commune de tous les @;. Il ne reste
done qu’a montrer que pour tout k=1,2,..:

19 @, est ouvert dams N I
20 P, est dense dans N

) E étant un ensemble arbitraire, i
les valeurs de z pour lesquelles f(x)eE.

5) D’aprés le théoréme de M. Hurewicz, cité au renvoi ).

6) NM désigne P’espace (complet] des transformations continues de M en
sous-ensembles de N.

7) nommée aussi ,coefficient d’applatissement de dimension n“ (cf. P. Ury-
sohn, Fund. Math. 8, 1926, p. 353). Pour qu'un ensemble compact F soit de dimen-
gion Z=n, il faut et il suffit que sa n-idme constante d’Urysohn soit positive.

désigne Yensemble de toutes
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Ad 1°. f étant un élément de Dy, il existe une décomposition
de f(f) on. sous-ensembles fermés Ai, 4s, ..., 4, de diametre <<1/k
ot tels que chaque point appartient tout au plus & n+1 ensembles A,
En remplacant chaque A; par son entourage U; suffisamment petit,
on obtient un systeme d’ensembles satisfaisant aux conditions ana-
logues. Or, si la distance de la fonction f'eN' de f est suffisam-

ment petite, les ensembles Ay=F1[Arf(M)] ou i=1,2,...,1 sont
respectivement des sous-ensembles de U Par conséquent, le dia-

métre de ces ensemblcs est <1/k et chaque point de /' (M) appartient
au moins & 1 et au plus & n-+1 d’entre eux. Or, la (n+1)-iéme con-
stante A’Urysohn de Iensemble (M) est <1jk, c. & d. que f'e Dy

Ad 20 On peut admettre que N est un sous-ensemble du cube
fondamental Q. de lespace de Hilbert R,. Il existe alcrs ®) une
suite {tpk}CQf,’ telle que les ensembles P(k)zq)k(N ) sont des po-
lyeédres et que ¢(, (pk(x))<1/k pour tout zeN. On peut d’ailleurs
admettre que le polyédre P® est donné sous la forme d'un com-
plexe géométrique, pour lequel le diameétre maximum des simplexes
est < 1/k. En désignant, comme auparavant, par P® 1e complexe

géométrique qui s'obtient de P en y enlevant les intérieurs de
tous les simplexes de P® de dimension >n, posons H= N} PP.
- k=

L’espace N étant localement contractile, il existe une fonction r(z)
rétractant un entourage U de N (dans l'espace H) en N "). L'es-
pace N jouissant de la propriété (4), on peut admetire ) que la
fonction rétractante r(z) satisfait & la condition

(2) dim »(PP) < dim PP < n pour tout k=1,2,....

Soit maintenant feNY. Les fonctions (pk]‘ePU‘)M constituent

alors une suite uniformément convergente vers f. D’aprés le lemme
du N° 2, il existe pour toute fonction ®,f une fonction v, ePEf)M telle
que, pour tout zeM, les points y(x) et ¢,f(x) appartiennent

8) D’aprés le ., Uberfiihrungssatz de M. P. Alexandroff, cité au renvoi'l).

% c. & d. que reNY et r(x)== pour tout xeN. Quant & Uexistence
d’'une fonction rétractant un entourage U de N en N, voir C. Kuratowski,
Fund. Math. 24 (1935), p. 273.

%) Voir C. R. 202 (1936), p. 187; aussi Fund. Math. 27 (1936), Pp. 83.
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au méme simplexe du complexe P” et satisfont par conséquent
a Vinégalité
olyn(x), @, f () ISR

Or, la suite {¢z} converge uniformément vers la fonction f.
On a done y(M)CU pour toute valeur suffisamment grande
de k. Il en résulte que pour ces valeurs de & les fonctions riyye N
sont définies et constituent une sunite uniformément convergente
vers la fonction rjf(x)=f(x). Il résulte enfin de Ilinclusion
TR (M) C r(P¥) et de l'inégalité (2) que dim ryx(M)<Cn et par
conséquent r Yre Dy.

pour tout «el.

4. Corollaire 1. M éiant un espace metrique séparable de di-
mension <<n et N un continu contractile en soi en dimensions < n 1)
qui jouit de la propriété (A), Pespace N est connexe.

En effet, la contractilité en soi de N en dimensions <Cn im-
plique que chaque fonetion Fe N¥ assujettie & 1a condition dim fn<n
est homotope & une constante dans XYy 11 en résulte que ces
fonctions appartiennent & la méme composante ' de N¥. Leur en-
semtle étant, dense dans N d’aprés le théoréme du N° 3, il vient

N =

5. Soient maintenant 4 un sous-ensemble fermé d'un espace
métrique M et N un espace compact de dimension finie. Les trans-
formations feN* admettant des prolongemen.s F*e N constituent
alors un ensemble & la fois ouvert et fermé dans N*13). En rap-
prochant ce fait du corollaire préecédent, on obtient le

Corollaire 2. Etant donnés un sous-ensemble fermé A de di-
mension <<n d'un espace méiriqgue M et un continu N de dimension
finie, jouissant de la propriété (1) et contractile en soi en dimensions <<n,
toute fonction fe N* admei un prolongement Fre N¥

11y Lespace N est dit contractile en soi en dimensions <<n, lorsque chacun
de ses sous-ensembles fermés de dimension <n est homotope dans lui & un point
(voir ¢. Kuratowski, 1. e. p. 286).

12) ¢, 4 d. qu'il existe une fonction continue ¢(x,t) satisfaisant aux con-
ditions: ¢(x, 0)=f(x), @(x, 1)=const., ¢(x, {)e¥ pour xeM et O<i<l.

13) Voir Fund. Math. 19 (1982), p. 229. L’hypothése de la dimension finie
de N se laisse remplacer ici par I'bypothése mdins restrictive que N est un ,.ré-
tracte absolu de voisinage.

14) La thése du corollaire 2 reste vraie, lorsqu’on remplace I'hypothése
de dimension finie de N par, celle de dimension finie de M.
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6. On a enfin le

Corollaire 3. Eiant donnés un sous-ensemble fermé A dun
espace méirique sparable M de dimension <n+1 et un continu N
jowissant de la propmete (4) et contractile en soi en dvmmsz(m < n,
toute fonctwn feN* admet un prolongement f*FN

Démonstration. L'espace N étant localement contractile et
par conséquent localement connexe en toutes les dimensions, il existe
pour toute fonction feN* un entourage U de A dans M et un
. prolongement f'eN” ). La dimension de M étant <<n--1, il
existe un entourage ouvert V de A tel que VCU et que la fron-
tiere B de V est de dimension <<n. Or, la fonction partielle f, dé-
finie dans l’ensemble B, admet d’aprbs le cor. 2 un prolongement
f*eN™"V. Pour obtenir T prolongement demandé f*«N", il ne reste
qu’a poser:

(@) =f'(2)

fH(@) =1"(z)

7. Le théoréme du N°38 permet, en particulier, d’approcher
toute fonction je N par des transformations qui n'augmentent
pas la dimension. Cependant, il est quelquefois utile de savoir g
une telle approximation peut se faire par des transformations spe-
ciales, qui prennent des valeurs bien déterminées dans un sous-
ensemble donné A de M. L’étude de cette question constitue V'objet
des considérations qui vont suivre.

pour tout weV.
pour tout we M—V.

Leme. | dtant une transformation continue d’um espace me-
trique séparable M en Q. et @ une transformation continue d'un sous-
ensemble fermé A de M en Qo il emiste un prolongement continy ¢’

de g sur M tel que Sup o[f(x), ¢ )]“BHP o[f (), ¢ (@)].

. D émonstration Soient: f( m)_{f,l P (@)="{pn(x); et
o= Sup o[f(x), p(®)]. Les fonctions v, (z)= q),,( )—7fa(x) satisfont

a,lors aux conditions:

1 1
L3

) 2 (@) P < a2

1) Cf. C. Kuratowski, 1. ¢, p. 272 et 273,
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Etendons maintenant chaque fonetion o, sur lespace M
tout entier, en conservant la condition (3). Nous pouvons admettre,
en outre, que.la condition (4) est aussi remplie par ces-prolonge-
ments, car on pourrait rempla.eer dans le cas contraire w,(x) par

o) ) 0 0e) =1, 55 S (o), ot par 0(e)=a| 5 runtorp)

n==}
pour les autres valeurs de z.
En posant & présent

9 (2) = {f (@) -+ ()}

on obtient une fonetion continue qui satisfait, d’aprés (4), & 'inégalité
o[f (@), g*(x)]<Ce pour tout xeM. Or, les valeurs de cette fonction
peuvent ne pas appartenir & Q.. Pour obtenir la fonction demandée,
posons '

pour tout weM,

An(8)=0 pour <O,
Aa(t)=t pour O0<Ci<C1/m,
A, (t)=1/n pour t=1.

La fonetion A({w,))={4.(2,)] constitue une rétraction -de
lespace de Hilbert R, en ., tout en remplissant l'inégalité
o[A(p), A (g)]1<<o(p, q), quels que soient p,geR,. La fonction
p'(@)=A[¢*(x)] satisfait donc & la thése du lemme.

8. Lemme. Prémisses: 1° N est un espace compact localement
connexe en dimensions <<m; 20 A est un sous-ensemble fermé d'un
espace M méirique, séparable et tel que dim (M —A)< n.

Theége: A chaque e>0 correspond alors un 1> 0 tel que, | etant
une transformation continue de M et ¢ de A en N assujetties a Uiné-
galité o[f(x), p(x)]<Cn pour tout we A, il existe un prolongement @'
de ¢ sur Uespace M tout entier assujetti a Uinégalité o[f(x), p(x)]<e
pour tout xe M.

Démonstration. On peut admettre que N est un sous-
ensemble de Q.. Il existe alors 1¢) un polytope infini TC Q.—N tel
que N4T est un rétracte absolu. Admettons que T" est donné sous

. la forme d’un complexe géométrique infini, dont les diamétres des

simplexes constituent une suite convergeant vers 0. Désignons
par T, le polytope-somme de toutes les faces de dimension <z

16) Voir Fund. Math. 27 (1936), p. 240.
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du complexe 7. Llespace N étant loca.lement connexe en dimen-
sions <<m, il existe un entourage U de N et une fonetion r,(w)
rétractant U-(N-+T,) en N ?). Soit r(z) une fonction rétractant ¢,
en N+T. Il existe alors pour tout £€>0:

(a) un entoura,ge U,CU de N tel que o[y, ra(y)] << g/4 pour
tout yeU;-T
(b) un entourage U, tel que chaque snnplexe de T empiétant
sur U, est contenu dans U; et son diameétre est <Ce/4.
(¢) un entourage U; U, tel que 7(Us) CU, et que oly,7(
pour tout yeUs. :

y)1<el4

Soit enfin #>>0 un nombre plus petit que chacun des deux
nombres &/4 et o(N, Qu—Us). D’aprés le lemme du No 7, il existe
un prolongement ¢zeQ. de @ pour lequel

(5) o(fy pg) < < /4.

Par conséquent, toutes les valeurs de ¢, appartiennent a U,
En vertu de (c), la fonction @,(w)=rpy(x) constitue donc un pro-
longement de ¢ sur M dont les valeurs appartiennent & (N-+T).U,
eb qui remplit l'inégalité '

(6) 0(pq, pg) < &/4.

En tenant compte de linégalité dim (M—4)<{n, du lemme
du N°2 et de la convergence vers 0 du diamétre des simplexes de T,

on conclut que ¢, se laisse remplacer par une fonction @;e(N —}—1‘,,)M

coincidant avec p, dans 'ensemble @; Y(N+T,) et dont les valeurs
pour les autres # appartiennent aux mémes simplexes du com-
plexe T que les valeurs correspondantes de la fonction ¢,.

1l en résulte d’aprés (b) que ¢, appartient & [(N4 T,,)-Ul]M et que
(M 0(@y, @) S €/4e ‘
On en déduit d’apreés («) que la fonetion cp’='r,,cp1eN‘” est
un prolongement de ¢ et qu’elle remplit 'inégalité
(8) o9’y 71) < efd.

Or, les inégalités (5), (6), (7) et (8) entrainent l'inégalité o (f, ¢') <&
ce qui achéve la démonstration.
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9. Théoréme. Soit f, une transformation continue d’un sous-
ensemble fermé A d’un espace métriqgue séparable M en un sous-
ensemble d’un espace compact N jouissant de la propridie (4).

NY(A,f,) désignant le sous-ensemble de NY, dont les éléments
sont des prolongements de f,, les fonctions | qui remplissent la condition
dim f(M —A)> dim (M —A) constituent un sous-ensemble de I-ére
catégorie dans NY(4, f,).

Démonstration. I’ensemble M—A est somme d’@ne
infinité dénombrable d’ensembles fermés F. (p. ex. d’ensembles
Fy=E[o(z, A)>=1/k]). D’aprés le ,Summensatz” de la théorie des

dimensions, on a dim f(M—A4)<< Sup dim f(F4). Pour achever Ia
démonstration, il suffit donc d’établir la proposmlon suivante: -

F dtant un sous-ensemble fermé de M —A, les fonctwns f qm
remplissent la condition dim f(F)>dim F constituent un F, de I-ére
catégorie dans. NY(4, fo)- : ;o

En faisant correspondre & toute fonetion feN (4, f,) sa
fonction partielle dans F, on obtient une opératlon eontmue dans
N"(4,f,), dont les valeurs a,ppa,rmennent a N Or, nous’ avons
déja constaté dans N°8,1° que, n désignant la dimension’ ‘de ',
les transformations @eN” pour lesquelles la (n+1)-iéme constante
d'Urysohn de ¢(F) est <1/k constituent dans l'espace ¥ un
ensemble ouvert. Il en résulte que l’ensemble @F de toutes les trans-
formations pour lesquelles la (n-+1)-iéme constante A’Urysohn de
f(F) est <<1/k est ouvert dans N¥(4,f,). Tl ne reste donc qu’s prou-
ver que lensemble @F est dense dans NY(4,f,). Or, en s’appuyant
sur le théoréme du N°8, on peut trouver pour tout feNY(4,7f,)
et tout #>>0 une fonction peNT telle que Pon ait dim ¢ (F) <n
et o[f(z), ¢ (x)]<<% pour tout xeF. En posant en outre @ (x)=F4(x)
pour tout xred, on obtient une fonction (peNA“LF satisfaisant
3 linégalité o[f(x), ¢ (2)]<n pour tout reA-+F. Il existe done,
d’apres le lemme du N° 8, un prolongement f'eN ¥ qui, pour un 7
suffisamment petit, différe de f aussi peu qu’on le veut. Comme
prolongement de ¢, la fonction f' appartient & @f. Le théoréme
est ainsi démontré.
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10. Corollaire. L'espace compact N jouissant de la propriédic (4),
il existe pour tout >0 un n>0 tel que chaque ensemble ACM
de diamétre <<n se laisse contracter dams un sous-ensemble de N de
dimension <<dimA+41 et de diamétre <e.

Démonstration. N étant localement contractile, il existe un
7>0 tel que chaque sous-ensemble 4 de M de diameétre <<% se
laisse contracter dans un sous-ensemble de N de diameétre <Ce.
Cela veut dire qu’il existe une fonction continue ¢(x,?) définie
dans le produit (cartésien) Ax<0,1», ftelle que ¢(z, 0)=z et
@ (2, 1) = const. pour tout weA et dont les valeurs constituent

un sous-ensemble de N de diamétre <le. L’engemble A4 x(0)-4x(1).

étant fermé dans Ax<0,1>, le théoréme du N° 9 entraine l'exi-
stence d’une fonection continue ¢'(z,t) qui transforme A x<0,1>
en un sous-ensemble de N de diameétre <Ce et satisfait aux conditions:

q’l(w; 0)=‘177
dim @' [4 %<0, 1> — Ax(0) —AX(1)] << dim [4 %<0, 1>] < dim 4 4-1.

I’ensemble ¢'[AX(0)-+Ax(1)] étant fermé dans ¢'[AX<0,1>],
il en résulte (d’aprés le ,,.Summensatz” de la théorie des dimensions)
que dim ['(Ax<0, D))< dim A+1, ce qui achéve la démon-
stration. '

@’(x,1) = const.  pour tout wed,
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Sur les prolongements des transformations continues.
Par

Karol Borsuk (Warszawa).

Les récherches topologiques conduisent souvent aux problemes
de la forme suivante:

Trowver des conditions pour qu'une fonction continue @ trans-
formant un sous-ensemble fermé A dun espace donné M en sous-
ensemble d’un autre espace donné N admette un prolongement continu
sur Vespace M tout entier.

L’opération de prolongement étant en général non-univogque,
la question se pose de choisir parmi les prolongements possibles
de ¢ un seul, ¢*, qui dépende d'une maniére continue de ¢ par-
courant une famille donnée de fonctions.

Les résultats exposés ici se rattachent & ces questions.

1. Notations. Tous les espaces considérés sont supposés mé-

triques.
o{z, y) désigne la distance entre z et y.

Q(w: Y) = iﬂf()(.’)), y)'
geY

{a, B> désigne ’ensemble des nombres réels ¢ assujettis & 'iné-
galité e =t=<2,6. ‘

H,, désigne la sphére euclidienne 4 # dimensions et S, sa sur-
face. Nous admettons en particulier que H, coincide avec l'inter-
valle <0, 1>; Pensemble S, ne contient alors que les nombres 0 et 1.

N désigne la classe de toutes les transformations continues

de Pespace M en sous-ensembles de lespace N. Dans le cas ol
7*
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